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体 上 典型 群 


作为 本 书 的 预备 知识 ,本 章 不 加 证 明 地 罗列 了 体 上 典型 群 的 
一 些 基本 知识 和 要 用 到 的 主要 性 质 . 这 些 性 质 的 证 明 可 以 在 典型 
群 的 教科 书 ( 例 如 文献 [15] 或 文献 [6]) 中 找到 . 本 章 的 另外 一 个 目 
的 是 提供 一 些 要 用 到 的 记号 . 


S11 着 十 记号 


设 R 是 含 1 环 ,R 中 可 逆 元 的 乘法 群 记 作 R* , 称 为 R 的 单位 
群 . 对 自然 数 m、n, 用 Mat,x,R 表 示 R 上 全 体 m Xn 和 矩阵 的 集合 ， 
而 Mat,R = Mat,xnR 表示 R 上 全 体 阶 方 阵 的 集合 . Mat,R 在 矩 
阵 的 加 法 和 乘法 下 成 为 环 , 称 为 R 上 的 n 级 全 方 阵 环 .对 给 定 的 
R, 我 们 写 为 Awnxs 或 4”*” 来 表示 4 E MatnxsR, 写 为 4 或 
4o) 来 表示 4 € Mat,R. 

对 每 个 4E MatnxsR, 我 们 用 4' 或 47 表示 4 的 转 置 矩阵 
( 它 是 R 上 的 n Xx m 窍 阵 , 第 (i, 让 -元 等 于 4 的 第 (7，z- 元 ). 设 
0 一 土 1, 如 果 方 阵 A € Mat,R 的 转 置 阵 4' = pA, 则 称 4 是 R 上 
的 Pp- 对 称 方 阵 . MatsR 中 的 全 体 p- 对 称 方 阵 的 集合 记 作 Mr?(x， 
R), 当 p 二 十 1 时 ,po- 对 称 方 阵 称 为 对 称 方 阵 , Mr(n, R) 写 为 
A (n,，R). 当 p= 二 一 1 时 ,Pp- 对 称 方 阵 称 为 针对 称 方 阵 ( 也 称 反 对 
称 方 阵 ) ,Mln，R) 写 为 M-(n,，R). 主 对 角 线 元 素 全 为 0 的 斜 对 
称 方 阵 称 为 交错 方 阵 . Mat.R 中 全 体 交 错 方 阵 的 集合 记 作 Mo(n， 
R). 当 charR 天 2 时 , 斜 对 称 方 阵 都 是 交错 方 阵 , MT- (n，R) = 
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Moln,，R). 而 当 charR = 2 时 ,Mo (n, R)FM (n, R)= 
MT (n,，R). 每 个 PE GL(n, R) 决定 Mat,R 上 一 个 相合 变换 
A rr>PAP', 当 R 是 含 1 交换 环 时 , M+(n, R) 及 Mln, R) 在 所 
有 的 相合 变换 下 都 变 到 自身 . 如 果 忆 是 特征 2 的 域 , 则 平方 元 的 
集合 形 一 {a?la € F}) 是 下 的 子 域 ,F 是 i 上 的 向 量 空 间 . 此 时 ， 
对 下 在 fr 上 的 每 个 子 空间 L, 记 Miln, F)== {4 € M+ (人 
F)|A 的 对 角 元 全 含 于 工 }. 则 每 个 Mi(n, F) 也 被 相合 变换 变 到 自 
身 . 对 环 尺 上 方 阵 4 = (a;),x, ,定义 4 的 迹 Tr4 为 4 的 全 体 对 
角 元 ar(1 委 ; 委 z) 之 和 . 记 sl(,R) = {4 € Mat,R/TrA = 0}. 

常常 需要 处 理 这 样 的 情况 :R 是 体 玉 上 全 方 阵 环 Mat,F ,此 时 
MatnxnR 二 Matwxm『，R 上 的 mXn 和 矩阵 4 同时 又 是 F 上 mr XxX 
nr 和 矩阵 . 此 时 ,我 们 用 4x””、A”~” 分 别 表示 4A 是 上 的 mr X 
nr、mr X mr 矩阵 ,用 4' 表 示 4 在 下 上 的 转 置 ,将 4 作为 Ff 上 的 
矩阵 的 行 和 列 分 别称 为 F- 行 、F- 列 ;而 用 Ax,、A 表 示 4 是 
R 上 的 m Xn、m Xm 和 矩阵 ,用 A7 表示 4 在 R 上 的 转 置 ,必要 时 
称 R- 行 、R- 列 指明 4 作为 R 上 和 撼 阵 的 行 和 列 ， 

我 们 用 了 表示 单位 方 阵 ,O 表示 零 矩阵 .用 diag (4 ，…，4,) 
表示 以 4 ，…，4 为 对 角 块 的 准 对 角 方 阵 . 对 R 中 任 一 元 素 a 和 
R 上 任 一 矩阵 B = (6;)wxs, aB 一 (abi)nxn，Ba 二 (bija )mnx，， 特 
别 , a7 二 diag(a,，…, a) 就 是 a 对 应 的 纯 量 阵 , 而 RI”= 
fal”™|a € R} 是 R 在 MatmR 中 的 自然 杠 入 象 . 我们 也 允许 R = 
Mat,F 的 情形 ,此 时 A € R 是 上 的 7 阶 方 阵 , 它 所 对 应 的 “ 纯 量 
阵 ”AT6 二 diag(4, …，4) Cm 个 4), 映 射 4 > AT 将 MatiF 
嵌入 MatmF. 对 任意 下, 当 我 们 谈论 方 阵 A € Mat,F 与 矩阵 BE 
MatmxwF 的 乘积 时 ,总 是 将 MatxwF 看 作 环 RR = Mat,F 上 的 
Mat。xsR, 从 而 定义 AB = (A16,)B, BA = B(A1,,). 

对 矩阵 4 = (an)。x。E MatwxsR 和 B € Mat,iR, 我 们 定义 
它们 的 张 量 积 


4 6) B= (aiB) nx € Mat,xnR. 


§$1.1 若干 记号 3 


特别 
I WB -一 diag(B, at; B) Et Bln,, 


A®I? = (a ) xs € Matnxn RI). 


注意 : 当 R = Mat,F 时 , A @ 8 的 定义 与 我 们 将 4 看 作 R 上 的 算 
阵 还 是 看 作 F 上 的 矩阵 有 关 , 必 须 预 先 指明 . 

除 特 别 声明 外 ,本 书 所 使 用 的 有 关 群 、 环 、 体 的 记号 都 是 通常 
的 . 如 : 

设 G 是 群 . 对 G 的 任 一 子 集 S,(S) 表 示 S 生成 的 子 群 ， 
Ne(S)= {g €E GlgSg '= S$}, Ce(S)= {gE Glgsg 一， 
Vs E S) 分 别 表示 S 在 G 中 的 正规 化 子 和 中 心 化 子 .对 4、65 EC， 
记 = 二 6 cb, 定义 换 位 子 [a,65]= 二 a 'b ab 对 G 的 任意 两 个 子 
群 G, 和 GG， ; 记 [G1，, Gs] 为 换 位 子 [a， bj(a EC,pE G2) 的 全 体 
生成 的 群 . 特别 ,，[G, Gj 就 是 G 的 换 位 子 群 , 记 作 G'. 

设 群 C 作用 于 集合 上 .对 的 任 一 子 集 4, 记 G4 = {g € 
Cl45 = 4), 称 为 4 在 G 中 的 定 驻 子 群 (或 稳定 子 群 ). 而 对 2 的 
子 集 族 A，B,…, 记 G4,8,… 二 G4 门 Gs 门 …, 反 过 来 ,对 G 的 任 
一 子 集 S$, 用 Z; 表示 S 在 中 的 不 动 点 的 集合 {zx € 21zx5S = zz). 
特别 , 当 是 域 (或 体 ), 而 oc 是 下 的 自 同 构 时 ,Ff 是 由 o 的 不 动 点 
组 成 的 子 域 ( 或 子 体 ), 称 为 o 的 不 变 域 (或 不 变 体 ). 当 J 是 体 下 
的 反 自 同 构 时 ,J 的 不 动 点 称 为 (在 J 下 的 ) 对 称 元 ,下 是 这 样 的 
对 称 元 的 全 体 组 成 的 加 法 子 群 . 

设 $ 是 群 或 环 , 则 ZC(S) 表 示 S 的 中 心 . AutS 表示 S 的 自 同 
构 群 .S 中 每 个 乘法 可 逆 元 g 的 共 轿 作用 引起 S 的 一 个 自 同 构 I: 
Zr>g zsg, 称 为 S 的 内 自 同 构 .S 的 全 体内 自 同 构 组 成 Auts 的 
一 个 正规 子 群 , 记 作 InnS. 商 群 AutS/InnS 称 为 S 的 外 自 同 构 
群 . 

设 KK 是 体 ,F 是 K 的 子 体 ,如 果 KK 的 自 同 构 o 将 F 中 所 有 的 
元 素 定 驻 不 动 ,就 称 o 是 KK 的 所- 自 同 构 . 民 的 Ff- 自 同 构 的 全 体 组 
成 AutK 的 一 个 子 群 , 称 为 从 体 下 到 天 的 扩张 K/F 的 Galois 群 ， 
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记 作 GalK/F. 如 果 大 的 反 自 同 构 J 将 中 所 有 的 元 素 定 驻 不 动 
《此 时 下 必然 是 域 ), 则 称 了 为 天 的 已- 反 自 同 构 . 


$1.2 体 上 的 向 量 空间 与 矩阵 


设 忆 是 体 ,Y 是 加 群 , 将 Y 的 加 群 自 同 态 环 记 作 EndzV. 如 果 
定义 了 每 个 cE 下 在 V 上 的 左 乘 作用 ai:V 一 V ,vr> ao, 使 映射 
arrar 是 下 到 Endzy 中 的 同 态 , 则 V 成 为 上 的 左 向 量 空间 ,或 
称 左 下 -空间 . 记 Fi 二 {arla € F}, 则 Fi 是 EndzV 的 子 体 . Fi 在 
EndzV 中 的 中 心 化 子 就 是 左 F- 空 间 V 上 全 体 线 性 变换 组 成 的 环 ， 
记 作 EndaY, 类 似 地 可 定义 右 -向 量 空间 UU, 将 每 个 a€E FF 在 U 
上 的 右 乘 作用 w r> ua 记 作 ax, 所 有 的 axla € F) 组 成 Endz 的 
子 体 Frs 它 在 EndzV 中 的 中 心 化 子 等 于 EndrU. 

如 果 F 是 域 , 则 左下 -空间 V 可 通过 定义 va = av(Va E 下 ， 
v EV) 成 为 右 -空间 , 右 下 -空间 也 可 类 似 地 定义 为 左 -空间 . 
因此 ,对 域 下 上 的 左 空间 和 右 空间 名 不 加 区 别 , 统 称 为 -空间 .但 
当下 是 非 交 换 体 时 , 则 不 能 这 样 做 . 这 是 因为 , 左 -空间 要 求 
《ab)v 一 a( 加 ) 对 所 有 的 a、5 E 下 和 wv EV 成立, 而 有 下 -空间 要 
求 的 则 是 -v(ab) 一 (va) . 如 果 对 左 -空间 V 定义 va = ao， 就 会 
导致 v(ab) = (ab)v = a(lbv) 一 (vb)a, 而 不 是 vlab) = (va)b, 违 
反 了 右 空间 的 公理 . 但 走 , 如 果 体 下 与 天 之 间 存 在 反 同 构 r;F-> 
尺 使 (a 十 5)'==a' 十 6 ，(ab)' = 二 Vra' 对 所 有 的 a、5 EF 成 立 , 则 
左 FF- 空间 V 可 通过 定义 va = av 成 为 右 天 -空间 , 右 严 空 间 也 可 
类 似 地 成 为 左 天 -空间 . 特别 ,在 体 上 可 重新 定义 乘法 cx 0 = 
pa, 使 集合 下 在 这 个 乘法 及 原来 的 加 法 下 成 为 另外 一 个 体 F”, 称 
为 已 的 对 偶 体 . 当然 也 是 im 的 对 偶 体 . 集合 下 的 单位 变换 
a r> 4 是 体 正 与 Fe 之 间 的 反 同 构 . 这 样 ,定义 va = av 就 使 左 严 
空间 V 成 为 右 Fo- 空间 , 右 FF- 空间 也 可 类 似 地 成 为 左 Fe- 空 间 . 

我 们 总 是 将 体 严 上 全 体 ” 维 行 向 量 的 集合 Matix,F 在 矩阵 
运算 下 看 成 4 维 左下 -空间 , 称 为 上 维 行 向 量 空间 ;上 全 体 n 
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维 列 向 量 的 集合 Mat,xiF 则 看 成 右 - 空 间 , 称 为 上 x 维 列 向 量 
空间 ， 

每 个 矩阵 4E Mat,xnF 的 右 乘 作 用 引起 行 向 量 空间 Matix.F 
到 Matixw 的 一 个 线性 映射 g:z r> z4. 我 们 把 这 个 线性 映射 g 
的 象 Img 和 核 Kerg 也 分 别称 为 4 的 系 和 核 ,分 别 记 作 ImA、 
Ker4. Im4 就 是 4 的 行 向 量 张 成 的 空间 , 称 为 4 的 行 空间 , 它 的 
维 数 也 就 是 4 的 秩 rank4. 而 Ker4 就 是 n 元 齐 次 线性 方程 组 
z4 一 0 的 解 空间 , 它 的 维 数 等 于 ”一 rank4 .有 时 候 , 己 上 的 矩阵 
A 同时 也 可 以 看 成 另外 一 个 体 玉 CC Mat,F 上 的 矩阵 ,4 在 F 上 和 
在 玉 上 可 能 有 不 同 的 秩 . 这 时 我 们 将 4 在 上 的 秩 称 为 F- 秩 , 记 
作 rankr4 ,在 不 会 造成 混淆 的 情形 下 ,也 直接 称 为 4 的 秩 , 并 记 为 
rank4; 而 4 在 玉 上 的 秩 称 为 天 - 秩 , 记 为 rankx4. 

我 们 用 Vn, 下 ) 表 示 体 上 维 左 向 量 空间 . 对 任 一 V = 
V ln, F), 取 定 它 的 一 组 基 有 2 = {el1,，…, e.)}, 则 任 一 向 量 v = 
Ziel 十 … 十 er EV(z;E€E 局, Y1 达 i 之 n) 与 它 的 坐标 x 二 (zi， 
…，X,) E Matix 之 间 的 对 应 是 左 fF- 空 间 V 到 Matix 的 同 
构 . 在 这 个 同 构 的 意义 下 ,可 以 把 每 个 "与 它 的 坐标 z 等同 起 来 ， 
从 而 把 V 写成 行 向 量 空间 Matix.F.Y 的 基 向 量 e 被 写成 
MatixsF 中 第 i 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 行 向 量 . 以 后 , 当 e 是 行 
向 量 时 ,我 们 总 认为 它 表示 第 i 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 行 向 量 ， 
这 些 向 量 {e;|1 达 i 二) 构成 的 基 称 为 Matix.F 的 自然 基 . 

设 V==V(n, F),U 二 Vlm, FF) 是 间 一 个 体 F 上 的 两 个 左 空 
间 ,V 到 如 的 全 体 线性 映射 的 集合 记 作 Homr(CV ,CD). 分别 取 定 V 
的 基 2 = {el，…，en》 和 UU 的 基 名 = {Bi, oy Bn}， 将 V 和 UU 写 
成 行 向 量 空间 Mat/x,F、MatixwnF. 对 每 个 g € Homy(V,U), 设 
A EMat,xmF 是 以 基 e; EV = Matixs 了 的 象 ejg EU = MatixnF 
为 第 i 行 (1 三 i 二 wn) 组 成 的 矩阵 , 则 gs:zr>z4 成 立 , 即 g 相当 于 
用 矩阵 4 右 乘 YE Matix,F 中 的 行 向 量 ,4 称 为 线性 映射 g 在 基 
、 贸 下 的 和 矩阵. 

设 了 三 VC 下), 则 Homr(V, FF) 就 是 V 上 的 全 体 线 性 函数 


6 第 1 章 体 上 典型 群 


组 成 的 集合 , 记 为 V'. 对 f .了 EV" 和 a EF 定义 ff 十 :VV 
F,vrrvf+vf 和 fa:V>F,vrr(vf)a, 则 fff, fa€EV'*， 
V* 在 这 样 定义 的 加 法 和 乘法 下 成 为 上 维 右 空间 , 称 为 V 的 
对 偶 空 间 . 取 基 有 = {e1,，…, e,), 将 V 写成 Matix,f, 则 每 个 了 € 
V" 具有 形式 f :zx r* xB, 其 中 BE MatwxF 是 FF 上 维 列 向 量 ， 
它 的 第 i 分 量 等 于 ef,Y1 三 i 三 n. 8 也 就 是 了 作为 线性 映射 在 V 
的 基 & 和 五 的 基 {1} 下 的 抑 阵 . 映射 7 了" 一 Mat.xiF， fr>B 是 右 
向 量 空间 的 同 构 . 在 这 个 同 构 的 意义 下 ,可 以 将 线性 函数 f 等 同 
于 列 向 量 8, 把 V' 等 则 于 列 向 量 空间 MatwxiF,， x EV 在 f EV* 
二 Mat,xiF 下 的 值 zf 即 是 行 向 量 z 与 列 向 量 f 按 矩 阵 乘法 所 得 
的 积 . {ei11 三 i 过 n) 构成 Mat,xif 的 自然 基 . 这 里 e! 是 行 向 量 e， 
的 转 置 , 即 第 ; 分量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 列 向 量 , 它 对 应 的 线性 函 
数 ex €E V' 在 e: 上 取 值 为 1, 在 其 余 e;(j 关 i) 上 取 值 为 0. 8* = 
{er ，…，, er} 是 V' 的 一 组 基 , 称 为 6 的 对 偶 基 . 

仍 设 V==V(n, F), 则 Homr(V, 了 ) 就 是 了 上 全 体 线性 变换 
组 成 的 环 ( 即 VV 的 自 同 态 环 )EndzV , 称 为 V 上 的 全 线性 变换 环 . 
取 基 2 = {e1, ***", En} 将 V =V(n, F) 写成 行 向 量 空间 Matix,F, 
则 每 个 g € EndV 对 应 于 一 个 方 阵 4, 使 8:zx r> z4, A 的 第 i 行 
等 于 eig ,4 称 为 g 在 基 4 下 的 矩阵 . 线性 变换 与 矩阵 的 这 种 对 应 
关系 g Fr 4, 是 全 线性 变换 环 Endry 与 全 方 阵 环 Mat,F 之 间 的 
环 同 构 . 在 这 个 同 构 的 意义 下 ,可 以 把 Endry 与 Mat,F 等 同 起 来 . 
特别 当 n == 1 时 ,7 可 等 同 于 下 ,而 Endry = EndypF = Fx. 

对 体 五 上 维 右 向 量 空间 U 可 以 作 类 似 的 讨论 : 取 定 一 组 基 
后 ,可 以 将 U 等 同 于 列 向 量 空 间 Mat,x1F. EndrU 由 Mat,F 中 和 矩 
阵 的 左 乘 作用 的 全 体 组 成 , 当 n = 1 时 ,U = 下, 此 时 EndsU = 
F,. 

如 果 玉 、E 是 两 个 体 ,V 同时 是 左 F- 空 间 和 右 EE- 空间, 并且 
Er S EndsV, 则 V 称 为 F-E- 双 空间 . 如果-E- 双 空间 V 是 一 维 
左 -空间 , 则 ERr 是 EndrV 一 FRr 的 子 体 ,从 而 五 可 看 作 F 的 子 
体 .同样 ,如 果 FF-E- 双 空间 V 是 一 维 右 E- 空 间 , 则 Fi Ei,FF 可 


31.3 线性 群 7 


看 作 巨 的 子 体 . 

如 果 2= {el，…,e) 与 贸 = {Bl,，…, PB,}) 是 V = 二 Vn, FF) 
的 两 组 基 , 它 们 之 间 有 过 湾 矩 阵 已 一 (p;),x,， 使 8; 二 > pix;， 
V1 三 i 达 n. 则 同一 个 向 量 v EV 在 这 两 组 基 下 的 坐标 x、y 之 间 
有 坐标 变换 公式 x = yP, 同一 个 线性 变换 -er € End(Y) 在 这 两 
组 基 下 的 矩阵 A、B 之 间 有 共 示 关 系 式 B = PAP1. 

在 本 书 的 证 明 中 , 要 反复 用 到 关于 矩阵 乘法 的 下 述 简单 知 
识 : 设 4E MatwR，BE MatxiR 都 是 环 R 上 的 矩阵 , A; E 
MatixR 是 4 的 第 i 行 , 则 4B 的 第 i 行 等 于 4B, 特 别 , 4, = 
0 二 > 4B 的 第 i 行为 零 ;P E€ Mat,R 定 驻 4; 一 > 4PB 与 4B 的 
第 i 行 相等 . B 的 列 与 4B 的 列 之 间 也 有 类 似 的 关系 . 
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设 V==V(n, 『) 是 体 F 上 nn 维 左 向 量 空间 , 则 V 上 全 体 可 道 
线性 变换 对 变换 的 乘法 而 言 组 成 一 个 群 , 称 为 VY 上 的 一 般 线性 
群 , 记 作 GL(V). 在 必要 时 也 记 为 GL(V/F), 以 指明 F. 换 句 话 
说 ,GL(V) 就 是 环 Endry 的 单位 群 ,也 就 是 左 F- 空 间 V 的 自 同 构 
群 . 

对 给 定 的 政和 ,向 量 空 间 V 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 确定 的 . 
因此 GLCV) 实 质 上 由 下 和 唯一 决定 ,与 V 的 具体 选取 无 关 , 可 
记 作 GL(n, 卫 ), 称 为 Ff 上 级 一 般 线性 群 ,当下 =F 是 g 元 有 限 
域 时 ,也 记 作 GL(n, gq). 

取 定 了 = V(n, F) 的 一 组 基 将 EndrV 等 同 于 全 方 阵 环 
Mat.F, 从 而 EndrV 的 单位 群 等 同 于 Mat,F 的 单位 群 , 即 下 上 全 
体 阶 可 北方 阵 的 乘法 群 . 因此 ,一 般 线性 群 GL (n, Ff) 也 可 定义 
为 下 上 全 体 ” 阶 可 北方 阵 在 矩阵 乘法 下 所 成 的 群 . 

当下 是 域 时 ,在 线性 代数 里 ,定义 也 上 阶 方 阵 4 的 行列 
式 detA, 由 公式 det(4B) = det4detB 可 知 ,行列 式 上 映射 det. 
MatF 一 F，4 r> det4 保 乘 法 ,诱导 出 乘法 群 GL(n, fF) 到 * 的 
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一 个 满 同 态 , 这 里 8' 是 下 中 非 零 元 素 的 乘法 群 . 这 个 同 态 的 核 称 
为 上 级 特殊 线性 群 ,也 称 作 么 模 群 , 记 作 SL(n, F). 换言之 ， 
SLin, F) = {A EGL(n, F)|deth ==1}). 当下 是 g 元 有 限 域 时 ， 
也 将 SL(n, 下 ) 记 为 SL (x, 9). 由 同 态 基本 定理 知 ; SL(n, F) 是 
GL(n，, 五) 的 正规 子 群 , 商 群 GL(n, F)/SL(n, F) 衬 F*. 

设 n 二 2, 用 EE 表示 第 (i, 门 -位 置 是 1、 其 余 位 置 是 0 的 nn 阶 
方 阵 . 对 i 闫 js EF, 记 Ti(s) = 了 十 sE;; (1 是 单位 方 阵 ), 则 当 
F 是 域 时 ,所 有 的 TCs)(i 关 j,s€ F" ) 生成 的 群 就 是 SL(n, FF). 
因此 , 当 厂 是 任意 体 时 ,我 们 将 上 级 特殊 线性 群 SL(n, 下 ) 定 
义 为 所 有 的 TG3)(i 关 j,s EF') 生 成 的 群 , 它 是 GLGr, FF) 的 正 
规 子 群 . 每 个 可 北方 阵 A € GL(n, ) 可 写成 4 = A1D(d) 的 形 
式 , 其 中 A1E€ SL(n, Ff), DC(qd) 一 diag (1,…, 1, d) 是 对 角 阵 , 它 
的 前 = 一 1 个 对 角 元 全 是 1, 最 后 一 个 对 角 元 d E Ff*. 记 C 是 乘法 
群 * 的 换 位 子 群 , 则 前 述 表 达 式 4 = A1,D(d) 中 4 所 在 的 C 的 陪 
集 dC € F*/C 由 4 唯一 决定 .我们 可 以 定义 4 的 行列 式 det4 一 
dC € F'’/C. 映射 det :GL(n, 下) 一 F*'/C, A r+> deth 是 乘法 群 
的 满 同 态 ,SL(n, FF) 是 这 个 同 态 的 核 . 由 此 得 到 


GL(n, F)/SLOn, F) 之 F*/C. 


对 一 般 的 含 么 环 R, 我 们 也 定义 GL(n, R) 为 R 上 1n 阶 可 北 
方 阵 的 乘法 群 , SL(xn,，R)(n 之 2) 为 Tj(s)(i 关 j,s€ R) 生成 的 
GL(n，R) 的 子 群 . 

仍 设 下 是 体 , 特 殊 线 性 群 的 生成 元 Ti(s)G 隆 jj,s EF*) 及 
其 在 GLCn, FF) 中 的 共 轿 称 为 平 迁 ,所 有 的 平 延 都 含 于 SL(n，, FF)， 
并 且 共 同 生成 SL(n, FF), 按 和 矩阵 的 语言 , 平 延 可 刻画 为 满足 条 件 
(TT 一 也: = 0 且 rank(T 一 了 == 1 的 矩阵 TEMat,F. 按 几何 的 语 
言 , 平 延 是 V 上 形 如 mrsz 一 之 十 (zw 的 线性 变换 ,这 里 0 关 
uw EV 是 非 零 向 量 , 0 关 f E V' 是 非 零 线性 函数 , 且 wf = 0. 

对 任意 满足 i 冯 j 的 1 三 i, j 达 x, 记 


Piy=T— E:— E+ EE,— E;, 
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则 Pj; € SL(n, 了 F), 它 在 V 二 Matix. 了 上 的 右 乘 作用 将 自然 基 向 
量 e rt> ej, ej rz 一 @i, 而 其 余 ei 不 动 ( 避 关 i, 站 .为 了 叙述 方便 ， 
我 们 也 对 i = j 的 情形 约定 P; = TE SL(n, FF) .一 般 地 ,如 果 一 
个 矩阵 PE GL(n, FF) 的 每 一 行 和 每 一 列 都 只 有 一 个 非 零 元 , 则 
P 称 为 单项 算 阵 , 它 的 右 乘 作用 引起 自然 基 所 张 成 的 一 维 子 空间 
(ei) (1 达 i 达 nn) 之 间 的 一 个 置换 .特别 , 当 单 项 矩阵 P 的 每 行 每 列 
仅 有 的 一 个 非 零 元 为 1 时 , 它 引起 基 向 量 e(1 三 i 三 n) 之 间 的 一 
个 置换 ,此 时 称 书 为 置换 阵 , 它 含 于 SL(z， 下 ) 当 且 仅 当 相应 的 置 
换 是 偶 置 换 . 为 了 让 SL(n, FF) 也 含有 引起 奇 置 换 的 方 阵 ,我 们 把 
每 行 每 列 的 唯一 的 非 零 元 等 于 土 1 的 单项 矩阵 也 称 为 置换 阵 , 它 
引起 土 ej(1 三 i 三 x) 之 间 的 一 个 置换 . 按 这 样 的 定义 , Pi(i 关 让 
都 是 置换 阵 ,而 且 SLC， F) 的 置换 阵 都 可 以 写成 形 如 P; 的 置换 
” 阵 的 乘积 . 

一 般 线 性 群 GL (n, FF) 的 中 心 由 这 样 的 纯 量 阵 杂 的 全 体 组 
成 ,其 中 XE€ 2ZCF)”( 即 4 是 五 的 非 零 中 心 元 ). 我 们 称 这 样 的 矩阵 
人 为 中 心 纯 量 阵 ,对 应 的 线性 变换 Alv 称 为 中 心 纯 量变 换 . 特殊 线 
性 群 SL (mn, FF) 的 中 心 等 于 SL(n, F) 门 ZCF)*I.GL(n, F) 和 
SL(n, 下 ) 对 它们 各 自 的 中 心 的 商 群 分 别 叫 作 射 影 一 般 线性 群 和 
射影 特殊 线性 群 ,分 别 记 作 PGL(n, ), PSL(n, F), 当 下 是 g 元 
有 限 域 时 ,也 分 别 记 作 PGL(n, g), PSL(n, gq). 用 P,_1(F) 表 示 V 
的 一 维 子 空间 组 成 的 x 一 1 维 射影 空间 , 则 PGL (n，F)、 
PSL ln, FF) 分 别 是 GL(n, FF)、SL (n, F) 在 P, 1(F) 上 诱导 出 的 
变换 群 . 我 们 有 如 下 定理 ; 

定理 1.3.1 除 SL(2, 2) 外 ,GL (n, 下) 的 换 位 子 群 等 于 
SL(n, FF); 除 SLC(2,2)、SL(2, 3) 外 ,SLC 已) 的 换 位 子 群 等 于 
SL(n, FF) 自 身 . 

定理 1.3.2 除 PSL(2, 2)、PSL(2, 3) 外 ,PSL(n, 下 ) 是 单 
群 . 

PSL(2,，2)、PSL(2, 3) 分 别 同 构 于 置换 群 S$,、A, ,确实 不 是 
单 群 . 
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如 果 o E EndzV, 且 存 在 由 c 唯一 决定 的 + € AutF, 使 
(ax)o 一 (za) 对 所 有 的 zEY 、a EE 玉成 立 , 则 o 称 为 V 上 的 半 
线性 变换 .可逆 的 半 线 性 变换 称 为 直射 变换 .了 上 全 体 直 射 变换 组 
成 一 个 群 , 称 为 直射 变换 群 , 记 作 TL(z,P)，PLC， FF) 在 射影 空 
间 PV 上 诱导 出 变换 群 PTL(n, 玉 ). 每 个 o€ TPL, 下) 到 它 所 决 
本 rt € AutF 的 对 应 定义 了 群 TL(xn, F) 到 AutF 的 一 个 满 同 

态 ,; 同 态 核 就 是 GL(n, ). 故 GL(n,)<ITL(n, 下 ), 且 商 群 
rn, F)/GL(n, F) AutF. | 

定理 .1. 3. 3( 射 影 几 何 基 本 定理 ) 设 n 过 3,o 是 P,_1(F) 的 
可 道 变换 , 则 c 保持 射影 点 的 共 线 关系 > o € PTL(n, F). 

定理 1.3.4 设 F 是 体 ,nn 二 2, 则 SL(n, FF) 的 自 同 构 o 具 有 
形式 ， 


0:4r>P4P-I， 或 o:A 1 P(A)' IiP-!, 
GL(n, 耳 ) 的 自 同 构 具有 形式 
. go:Ar> X(detA)PA’P-'!, 
或 o:A > X(det A)P(AT)’' -IP-!. 
上 式 中 PE GL(n, FF) ,rE AutF ,J 是 下 的 反 自 同 构 ,x 是 F*/C 
到 乘法 群 Z(F)* 中 的 同 态 ,这 里 C 是 "的 换 位 子 群 . 


PGL (n, )、PSL (xn, FF) 的 自 同 构 可 分 别 由 GL (Cn, FF)、 
SL(n, FF) 的 具有 上 述 形式 的 某 个 自 同 构 诱导 出 来 . 


$1.4 内 积 决定 的 酉 群 
设 眉 是 任意 体 ,Z(CF) 是 已 的 中 心 . 设 下 具有 反 自 同 构 J:a > 


a,V 是 上 x 维 左 向 量 空间 ,V 上 二 元 函数 h :V XV 一 如果 满 
足 条 件 
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VYzi y; EV, a bEF (Ili, j=?2), 


则 称 h 为 Vy 上 二- 半 双 线 性 型 .对 给 定 的 J，V 上 全 体 /- 半 双 线 性 
型 的 集合 记 作 Sesq(V). 在 Sesq(V) 上 可 定义 加 法 ,使 


(hh Dr, y) = hlr, y) + hi(r, y), 
Vh.hE€E Sesqg(V), xX、 yE€EV. 


对 任意 的 h € Sesq (V) 和 体 的 中 心 元 4 € Z(F), 可 定义 从 € 
Sesq(V) 使 (MD)Cz，y) 二 催 (z，y). 这 样 ,Sesq (V) 就 成 为 域 
Z(F) 上 向 量 空间 . 对 任意 的 h € Sesq(V) 和 4€ F* (4 不 一 定 是 
中 心 元 ), 也 可 以 定义 函数 hXh:V XV 一 使 (hA) (xz, y)= 二 h(xr， 
y)4, 但 ha 一般 并 不 是 本 半 双 线性 型 ,而 是 关于 下 的 另 一 个 反 自 
同 构 JIL:a r> 47!1a4 的 JI- 半 双 线 性 型 . J = 了 当 且 仅 当 AE 
ZF)*. 

如 果 下 的 反 自 同 构 了 :a r>a 满 足 条 件 7? 二 1, 就 称 本 为 的 
对 合 性 反 自 同 构 ,或 简称 对 合 . 以 下 假设 取 定 了 Ff 的 对 合 J， 
Sesq(V) 由 VV 上 全 体 栈 半 双 线性 型 组 成 , 对 每 个 hE€ Sesq(V), 定 
义 


hvV xXV—F, h(z, y) = h(y, 并 )， 

则 hh € Sesq(V) .这 就 定义 了 J 在 Sesq(V) 上 的 一 个 作用 .对 p= 
土 1EF*, 当 f€ Sesq(Y) 满足 条 件 f= pf 时 称 了 为 了 上 
0-Hermite 型 . 当 p 二 1 时 称 f 为 Hermite 型 ; 当 p= 二 一 1 时 称 为 
反 Hermite 型 ,也 称 人 儿 Hermite 型 . ( 注 ; 更 一 般 地 可 取 p 为 ZCF)* 
中 满足 条 件 p p=1 的 任 一 中 心 元 , 但 为 定义 西 群 , 取 o= 士 1 也 就 
够 了 ). 每 个 p-Hermite 型 上 在 了 V 上 定义 了 一 个 对 称 的 正 交 关系 ， 
此 时 对 VV 的 每 个 子 空间 W 可 定义 Wi= {x EV|f(z, w) = 0， 
Vw E W} 及 RadW 二 W 门 W+. 如果 RadW=0, 就 称 子 空间 W 是 
非 退 化 的 ;如 果 RadV =0, 就 称 f 是 非 退 化 的 p-Hermite 型 . 


第 1 章 体 上 典型 群 
记 
Fo 一 {a€ Fla= pa}, Fj = {a++ pala EF}, 


则 必 “ 和 Fj,o 都 是 的 加 法 子 群 , 且 Fj,。 己 F7?, 仅 当 charF 二 2 
时 , 才 有 可 能 出 现 FF.。 皇 F"*? 的 情形 . 到 :中 的 元 素 也 就 是 下 中 
被 固定 不 动 的 元 素 , 称 为 对 称 元 ,F”'! 也 被 记 为 Fj. 天 :中 的 元 
素 称 为 反对 称 元 .天 :的 元 素 a 十 (aE 下 ) 叫 做 迹 ,Fj. ,也 被 记 为 
TrF. 设 f 是 p-Hermite 型 , 则 f(x, z) ER 对 所 有 的 zxEy 成 
立 , 如 果 进 一 步 要 求 F(z, z) € ,对 所 有 的 zEV 成立 , 则 了 被 
称 为 迹 式 Hermite 型 . f E€ Sesq(V) 是 迹 式 p-Hermite 型 当 有 目 仅 
当 它 能 写成 了 一 六 十 Ph 的 形式 ,其 中 hE Sesq(V), /一 h 二 1h 
称 为 与 h € Sesq(V) 相伴 的 迹 式 CHermite 型 . 

V 上 迹 式 p-Hermite 型 f 称 为 V 上 的 一 个 内 积 . 除非 另外 说 
明 , 我 们 将 总 是 假定 7 为 非 退化 的 . 在 不 会 引起 混淆 时 ,我们 也 将 
内 积 f(z, y) 简 记 为 (x,，y). 如 果 需 要 特别 指明 V = V(x, F) 上 
定义 了 内 积 f, 我 们 将 VV 写 为 (V, 让 或 Vn, F, 由. 设 (V, /) 和 
(V1, 1) 是 下 上 两 个 同 维 数 的 空间 ,分 别 定义 了 关于 下 的 同一 个 
对 合 J 了 的 两 个 内 积 了 和 五 . 设 有 线性 同 构 ( 即 可 道 线性 上 映射) 
0:V 一 Vi 及 由 o 决 定 的 YE FF' 使 六 (zc yo) =Yf(x, y) 对 所 
有 的 x、y EV 成 立 , 则 c 称 为 V 到 Vi 的 度量 相似 . 由 V 非 退 化 可 选 
ZX、y, 使 f(z, yy) = 二 1, 从 而 用 (xo, yo) 7, 且 对 所 有 的 a€EF 有 


a7 = fi(azo, ya) = 7Yf(axr, y) = Ya, 


这 说 明 YE ZCF)* ;又 由 Pp7=fi(yo, zo)==Yp 知 7=7, 即 7 必须 
是 中 心 对 称 元 . 当 7Y = 1 时 称 o 为 度量 同 构 .车 (V, ) 与 (V,, f,) 
之 间 存 在 度量 同 构 ( 或 度量 相似 ), 则 称 内 积 /和 f, 是 等 价 (或 相 
似 ) 的 ; 称 空间 V 和 Vi 是 度量 等 价 (或 度量 相似 ) 的 . 在 特殊 情形 
V 二 Vi 下, 上面 定 义 的 就 是 同一 个 空间 V 上 两 个 内 积 f 和 的 
相似 或 等 价 . 更 进一步 ,在 了 = Vi. 且 f= 的 情形 ,CV, /) 到 自 
身 的 度量 同 构 称 为 (VY，f) 上 的 酉 变换 ,而 (V，f) 到 自身 的 度量 相 
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似 称 为 V 上 的 广义 本 变换 . (V，f) 上 全 体 酉 变换 组 成 GL(V ) 的 
一 个 子 群 , 称 为 V 上 由 内 积 f 决定 的 酉 群 , 记 作 U(V，f), 当 
V ==V(n, ,有 时 ,也 记 作 Ur, Ff 有 ).(V,f) 上 全 体 广义 西 变 
换 也 组 成 一 个 群 , 称 为 广义 酉 群 , 记 作 GU(CV, 或 GU (Caz， 开 ， 
万. 按照 定义 ,每 个 g€GUC(V, 了 ) 对 应 于 非 零 的 一 个 中 心 对 称 元 
7, 使 f(xg, yg) = 二 7Yf(x,y) 对 所 有 的 zx、yEV 成 立 , 这 个 7 称 为 
8 的 夹子 . g r> 7 是 乘法 群 的 同 态 , 同 态 核 就 是 UCV, 放 ). 因此 
UV, 有 GU(V, 了 有). 事 实 上 ,GU (V, f) 就 是 UC(V, 了 f) 在 
GLCV) 中 的 正规 化 子 .我们 还 定义 
SU(V, f) = UC(V, 1) SLOV), 


称 为 特殊 酉 群 , 它 显然 是 UCV， 了/) 的 正规 子 群 . 如 果 V 上 两 个 内 
积 了 和 fi 相似 , 则 它们 决定 的 西 群 U(V, 有 和 UV，f,) 在 
GL4Y) 中 相互 共 斩 , 可 以 认为 实质 上 是 相同 的 . 

设 W 是 (V, 了 ) 的 子 空间 , 则 每 个 g € U(V, 显然 诱导 出 
W 到 Weg 的 度量 同 构 . 反 过 来 ,我 们 有 (但 是 并 不 显然 ) 如 下 定理 : 

定理 1. 4.1CWitt 扩张 定理 ) 设 (V, 了/) 的 两 个 子 空间 W 和 
Wi 之 间 存 在 度量 同 构 o:W -> W, , 则 o 可 扩充 为 gE€EU(CV，, 了 )， 
使 g 在 W 上 的 限制 glw = o. 

如 果 J = 1, 则 已 是 域 ,7- 半 双 线 性 型 成 为 双 线 性 型 ,此 时 称 
P-Hermite 型 f 为 p- 对 称 双 线 性 型 , 当 p = 1 或 一 1 时 分 别称 为 下 
上 的 对 称 或 针对 称 双 线 性 型 .了 是 迹 式 的 斜 对 称 双 线性 型 , 当 且 仅 
当 f(x, zx) 二 0 对 所 有 的 x EV 成立, 这 样 的 了 上 称 为 交错 型 . 当 上 
是 非 退 化 交错 型 时 ,n 必然 是 偶数 ,此 时 群 UC(V，f) 称 为 半 群 , 记 
作 SplV, 让 或 Sp(n, ,有 ;而 GU(V， 亡 称 为 广义 辛 群 , 记 作 
GSp(V, 让 或 GSp(n, 下 ， 记 .我 们 有 


Sp (>， EF, f) SLG, F), 并 且 Sp (2， 下 ， A) = SL(2, F), 


因此 Spln, F, f) 全 SL(n, F) 就 等 于 Sp(n, F, 万) ,不 需要 使 用 
“特殊 辛 群 * 这 一 名 称 . 同一 空间 Y(2m, F) 上 所 有 的 非 退 化 交错 
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型 相互 等 价 , 实 质 上 只 有 一 种 辛 群 ,因此 我 们 也 可 将 Sp (2m, F， 
让 简 记 为 Sp(2m， 下 ). 当 char 关 2 时 ,对 称 双 线性 型 f 一 定 是 
迹 式 的 , 它 决定 的 群 UC(V, 了 ) 称 为 正 交 群 , 记 作 Ol(V， 或 O(n， 
F, 内 ;而 此 时 GU(V, 有 ) 称 为 广义 正 交 群 , 记 作 GO(V, 或 
GO(n, 户 , 有 ). 群 SO(n, ,了 ) Oln, FF, 了/) 中 SL(n, FF), 称 为 
特殊 正 交 群 ,或 称 几 转 群 (char = 2 时 的 正 交 群 将 在 下 一 节 另 外 
定义 ). 

由 于 J 了 = 1 时 的 酉 群 另 有 辛 群 . 正 交 群 的 名 称 ,在 很 多 时 候 丁 
群 这 个 名 称 专 指 J 关 1 的 情形 . 当头 1 时 ,存在 9EF 使 6 一 
0 一 9 关 0, 且 5 = 一 6 ( 即 6 是非 零 反 对 称 元 ).V 上 的 二 元 函数 
(f6)(z,y) = f(x,y)6 是 关于 对 合 j :ar> 0 7156 的 非 退化 的 迹 
式 ( 一 p)-Hermite 型 , 它 所 决定 的 群 U(V, 司 ) 与 了 /决定 的 群 
UV， 轧 相同 . 如 果 我 们 用 有 代替 六 则 酉 群 不 改变 ,但 o 变 为 
一 p. 因此 , 当 J 关 1 时 ,对 同一 个 西 群 我 们 可 以 按 需 要 随意 假定 
P 二 1 或 假定 p= 一 1 .特别 地 ,我 们 可 以 总 是 认为 p = 一 1. 如 果 
再 将 J = 1 的 情形 也 考虑 进去 , 则 当 UCV, 六 关 O(V, 有) 时 ,我 
们 总 可 以 设 p 一 一 1. 

设 了 上 已 定义 了 一 个 内 积 f, 并 简 记 f(x, yy) 为 (xz,，y). 对 任 
意 0 关 XEV, 当 (zx, x) = 0 时 , 称 z 为 迷 向 向 量 , 称 它 所 张 成 的 
一 维 子 空间 (xz) 为 迷 向 线 ; 当 (zr, Xx) 关 0 时 ,分 别称 x 和 (zx) 为 非 
过 向 向 量 . 非 过 向 线 . 对 (V, 了/) 的 每 个 子 空间 W, 当 RadW =W 
时 ,也 就 是 flw = 0 时 , 称 WW 是 金 迷 向 子 空间 .一 维 的 全 迷 向 或 非 
退化 子 空间 分 别 是 奇异 线 、 非 奇异 线 . 如 果 W 是 全 迷 向 子 空间 , 且 
不 存在 全 迷 向 子 空间 真 包含 WW, 则 称 W 是 极 大 全 过 向 子 空间 . 由 
Witt 扩张 定理 可 以 推 知 :V 的 极 大 全 迷 向 子 空间 的 维 数 都 相等 ， 
这 个 维 数 称 为 了 的 Witt 指数 ,也 称 为 酉 群 UCV, /) 的 Witt 指数 ， 
记 作 v( 几 ). 我们 将 主要 研究 Witt 指数 vy(f) 二 1 的 情况 . 

设 F"? 关 0, 即 UCV, 有 ) 关 OlV, 有 /) (此 时 总 不 妨 设 
2 三 一 1, 从 而 fF *?== FF ), 并 且 设 Witt 指数 v(f) 二 1. 对 迷 向 
向量 w EV (满足 flu, wu) =0) 及 s € 天 ,定义 六 上 线性 变换 
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pp ,:Z Hz 十 zy wu)su. 则 ps,;EUCV, 放 ,是 当 s 关 0 时 pi; 是 
平 延 , 称 为 西平 迁 ( 当 U(V, 由 是 辛 群 时 也 称 为 辛 平 廷 ). 全 体 酉 
平 延生 成 U(V, 有 ) 的 一 个 正规 子 群 , 记 作 TU(V， 了), 也 记 作 
TU (n, FEF, . , 称 为 西平 延 群 . 显然 TU(Cz， F,， f) = SU (n, 下 ， 
万) .事实 上 , 当 了 是 交错 型 时 ， TU (Cn， F, DD = Sp(n, F,， 万 ) ; 当 
F 是 域 日 了 关 1 时 , TU(n， 下 ， 门 一 SU(Cn， F,， 让 ,但 当 n = 二 3 是 
F =F, 时 例外 . 

取 定 了 一 组 基 8 = {el, …, e,}, 将 Y 写 成 行 向 量 空间 
MatixnF, 则 V 上 每 个 J- 半 双 线 性 型 hh 对 应 于 一 个 矩阵 五 = 
(hi; )axn, Ar = hle;, ej)， 称 为 h 在 基 下 的 方 阵 . 是 h 具有 形式 

h(xz, y) = rHy, Vz y EV = Matx,rk. 
这 建立 了 Sesq(V) 与 Mat.F 之 间 的 一 一 对 应 (事实 上 是 加 群 的 同 
构 ). 设 疡 ESesq(Y) 对 应 于 和 矩阵 五 , 则 hh 是 p-Hermite 型 汪汪 
HH' =pH (这样 的 已 称 为 p-Hermite 方 阵 );h 非 退 化 < 已 是 
可 道 方 阵 ;h 是 迹 式 p-Hermite 型 < 之 妃 是 p-Hermite 方 阵 , 且 主 
对 角 线 元 素 全 部 含 于 F,.,( 这 样 的 方 阵 鼠 称 为 迹 式 p-Hermite 方 
阵 ). 设 疡 E Sesq(Y) 的 矩阵 是 A, 则 有 h 所 关联 的 迹 式 p-Hermite 型 
二 hh 十 所 的 矩阵 事 二 A 十 pZ' .现在 设 了 是 Y 上 的 一 个 内 积 
《 即 非 退化 迹 式 p-Hermite 型 ) , 它 在 基 2 下 的 矩阵 是 矿 ;V 上 线 
性 变换 g 在 基 2 下 的 矩阵 是 A, 则 

gE€EUl,F,f) < AHA' =H. 

这 样 ,用 几何 观点 定义 的 西 群 UGn， F，/) 就 可 以 用 秆 阵 语言 重新 
定义 为 

Uln, F, H)= {A € Mat,F|AHA’' = H)}, 
而 广义 本 群 GU (n, F, 的 矩阵 形式 为 

GU(n, F, H) = {A € Mat,F|AHA' = 7 万 ， 


对 某 个 7=7 € 2Z(F)"). 
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当 J==1 且 Pp 二 一 1 时 ,也 分 别 记 U(x, 下, 瑟 )、GU(z， 开 , 瑟 ) 为 
Sp(n, F, H)、 GSpn, F, HH); 当 J==1 且 p= 二 1 关 一 1 时 ,也 分 
别 记 Ux, F, H)、 GU(n, F, 万) 为 O(a, F, H)、 GO(n, F, 
屿 ). 注意 : 西 群 U(n, FF, 仿 ) 不 仅 与 %、F、 瑟 有 关 , 与 J 也 有 关 . 
当 有 必要 指明 J 时 ,我 们 说 U(n, FF, 矿 ) 是 关于 J 的 西 群 . 另 一 方 
面 ,只 要 给 定 了 n、F、J、 瑟 ,就 可 以 定义 矩阵 群 U(xn, F, 及 ) 和 
GU (> 下， 五 ) ,不 需要 涉及 任何 向 量 空间 V. 但 是 ,一 旦 矩阵 群 
Ul, FF, 及 ) 各 GUCn, 已 ,已 ) 已 被 定义 出 来 ,我 们 总 认为 它们 是 
通过 右 乘 作用 于 行 向量 空 间 M = Matix.F 上 的 线性 变换 群 ,是 
GL(M/F) 的 子 群 .H 在 M 上 决定 一 个 内 积 f(x, y) = zy ,而 
矩阵 群 U(r, 所, 右 ) 和 GU(n, 下 , 防 ) 在 M 上 引起 的 变换 群 恰好 
分 别 是 作用 于 M 上 的 U(n,，F,，f) 和 GU (n, FF，/). 内 积 
f(x,y) 二 TH3 的 Witt 指数 "六 也 称 作 妃 的 Witt 指数 , 记 作 
v( 右 ). 当 v( 吾 ) 二 0 时 称 态 为 定 号 算 阵 .当下 * 关 0 且 v(H) 二 
1 时 , 易 见 西平 延 p,; 的 矩阵 为 1 十 Hz'su, 其 中 5 二 一 ps 是 
uHz 一 0, 这 样 的 矩阵 全 体 生成 的 群 记 作 TU (n, 下 , 矿 ), 它 就 是 
西平 延 群 TU (nm, F,， 了 ) 的 矩阵 形式 ， 

设 8= (el，…，e) 和 有 一 (Bi, “ns B,) 是 V 的 两 组 基 , 有 
过 渡 和 矩阵 P 二 《pp,),xs 使 B; = 2) ,Pues, Vl 二 i 二 nn. 设 he 
Sesq(V) 在 这 两 组 基 人 2 和 名 之 下 的 矩阵 分 别 是 Hl 和 妃 , 则 
Hi 二 PH1P' . 即 Hi 和 五 ;关于 J 相合 . 另 一 方面 ,我 们 指出 ; 同 
一 空间 上 关于 同一 个 v 的 两 个 内 积 上 和 户 等 价 后 > /和 广 在 同 
一 组 基 下 的 抢 阵 关于 J 相合 . 设 f 是 V 上 的 内 积 ,其 Witt 指数 
v( 了 ) 二 =v, 适当 选取 V 的 基 @ = {e1,…, e,}, 可 使 f 在 基 26 下 的 
和 矩阵 为 


O To O 
H= plo, O O 9 
O O 已 。 


其 中 H,E Mat,_»F 是 定 号 对 角 阵 . 这 也 就 是 选取 基 2 使 (e;， 的 
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e,) 和 《erl，…，ea) 是 极 大 全 迷 向 子 空间 , flei, er) 二 1 对 1 三 
i 三 vy 成立 ,而 其 余 的 f(e;, ej) = 0G 二 站 .这样 一 组 基 称 为 西 空间 
(V， 让 的 标准 酝 基 ,而 称 这 样 的 矩阵 如 具有 标准 形 . 

当下 二 Ff, 是 有 限 域 时 ,将 辛 群 Sp (2m，F,) 记 为 Sp (2m，, g); 
当 FF 是 有 限 域 且 J 关 1 时 ,= Fr, 此 时 Vn, F) 二 V(n, gq’) 上 
的 非 退 化 西 内 积 都 相似 ,实质 上 只 有 一 种 西 群 , 记 为 Un, gqg?)( 也 
有 的 作者 记 为 U(n, q), 比 如 ,上 的 维 酉 群 记 作 U (n，3’) 或 
Uln, 3) 而 不 记 作 U (mn，9)). 对 特征 不 为 2 的 有 限 域 F,, 当 
n 二 2m 十 1 为 奇数 时 ,也 只 有 一 种 正 交 群 , 记 作 OC(2m 十 1, g); 
但 当 = = 2m 为 偶数 时 ,V C(x, gq) 上 可 以 定义 两 种 互 不 相似 的 对 称 
内 积 , 其 Witt 指数 分 别 是 x 或 mx 一 1, 对 应 的 正 交 群 分 别 记 作 
Ot (2m, gq)、 O- (2m, 9g). 

我 们 在 此 只 限于 讨论 具有 正 Witt 指数 vy( 了) 的 西 群 U(V, /) = 
Un, 下 ， 放 ), 此 时 当然 之 2, 对 这 样 的 西 群 ,我 们 有 如 下 定理 ; 


定理 1. 4.2 设 西 群 G==Uln, FF, 有) 的 Witt 指数 v( 站 二 1， 
则 它 的 中 心 由 所 含 的 中 心 纯 量 变换 入 (XE ZCF)* , 从 =1) 组 成 ， 
仅 当 G = O+ (2，3) 时 例外 . 


oar- 全息 


是 由 四 个 元 素 组 成 的 交换 群 , 确 实 是 定理 1. 4. 2 的 例外 情形 . 
酚 群 U (mn, Ff， 放 在 标准 同 态 


GL(n, F) ~ PGL(Cn, F) = GL(n, F)/Z(F)'*1 


下 的 象 记 作 PU (x, 下, 了/), 称 为 射影 盏 群 . 它 也 就 是 UCn, FF, 了) 
对 Un, 瑟 ,， 了 7) 站 ZCF)*1 的 商 群 , 除 例外 情形 O+ (2, 3) 外 ,是 
U(n, FF, 有 ) 对 中 心 的 商 群 . 类 似 地 ,Sp (xn, F, 有 )、O(n, F, /)、 
SUQn, 下 ,1)、TU (n, 由 等 在 PGL(n, FF) 中 的 象 分 别 记 为 、 
PSp(n, F, f)、 PO(n, F, f)\.PSU(n, F, f), PTUGn, F, f) 
等 ,分 别称 为 射影 辛 群 . 射 影 正 交 群 .射影 特殊 酝 群 ,射影 西平 延 群 
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等 . 
定理 1.4.3 设 v(/) 之 1, 则 G = PTU(n, ,了 ) 是 单 群 , 仅 
在 下 列 情形 下 例外 : G = PSp(2, 2)、PSp(2,，3)、PSp(4，2)、 
PSU(2, 2:)、 PSU(2, 3:)、 PTU (3, 2°). 
事实 上 ， 
PSp(2, 2) = PSU(2,22) = SL(2, 2), 
PSp(2, 3) = PSU (2, 3:) = PSL(2, 3), 


它们 也 是 关于 PSL(n, FF) 的 单 性 定理 (定理 1. 3.2) 的 例外 情形 . 
PSp(4, 2) 弓 5S, 不 是 单 群 . 取 TU(3, 2?) 所 作用 的 三 维 空间 V = 
V(3, F,, f) 的 任 一 组 正 交 基 {ei， €2， es), 则 PTU (3， 22) 是 射影 
点 集合 {《ei) 1i 二 1, 2，3} 上 的 置换 群 , 它 到 对 称 群 S; 中 有 同 态 ， 
同 态 核 是 非 平 凡 正规 子 群 . 这 表明 了 PTU(3，22) 不 是 单 群 . 

U (2z， 瑟 ， - 门 是 正 交 群 时 ,不 存在 PTU(n, F, f)， 因此 定理 
1.4.3 没有 涉及 正 交 群 ,由 正 交 群 得 出 的 单 群 将 在 下 一 节 叙 述 . 

本 书 中 将 用 到 关于 辛 群 的 自 同 构 的 定理 . 由 于 辛 群 Sp(2, F) 
等 于 特殊 线性 群 SL(2, ), 它 的 自 同 构 已 在 定理 1. 3. 4 中 叙述 
了 .下 面 只 叙述 闷 二 2 时 的 辛 群 Sp(2m, FF) 的 自 同 构 定理 . 

定理 1.4.4 设 F 是 域 ,mx 过 2, 则 G==Sp(2m, 下) 的 自 同 构 
ac 具有 形式 


0:4 rr> PA'P-!, 其 中 PE€ GSpC2m, 下)，zrE AutF, 


仅 当 下 是 特征 2 的 完全 域 且 G 二 Sp(4, F) 时 有 例外 . 在 例外 情形 
下 ,o 将 G = Sp(4, F) 的 辛 平 延 变 成 辛 二 平 延 ,而 将 辛 二 平 延 变 
成 辛 平 延 . 


31.5 正 交 群 


任意 域 上 的 正 交 群 是 由 二 次 型 定义 的 . 设 V 是 域 让 上 nn 维 
空间 ,函数 Q:Y 一 下 如 果 满 足 条 件 : 
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(1) Q(azr) = a:Q(z), VTE V,a€EF, 

(2) f(z, y) = Q(z 十 y) 一 Q(z) 一 Q(y) 是 Y 上 对 称 双 线 
性 型 . 
则 称 Q@ 是 V 上 的 二 次 型 .而 上 述 定义 中 的 了 称 为 与 Q@ 相伴 的 对 
称 双 线 性 型 , 当 charF = 2 时 ,f 是 V 上 的 交错 型 .定义 了 二 次 型 
Q 的 空间 VV 二 Vr, F) 也 记 为 (V, Q) 或 V(wn, FQ). 如 果 已 取 
定 一 组 基 将 V= Va, F, Q) 写成 行 向 量 空间 Matixa, 则 
Q:V >F 是 二 次 型 当 上 且 仅 当 它 具有 形式 Q(x) = zA4Az', 对 某 个 和 矩 
阵 A € Mat,F .而 相伴 对 称 双 线性 型 具有 形式 f(x, y) = XxHy， 
其 中 和 矩阵 如 = 4A 十 人 A. 当 V 的 菇 给 定之 后 ,五 由 了 唯一 决定 ,但 
4 并 不 由 Q@ 唯一 决定 . 事实 上 ,和 矩阵 4 与 A 决定 同一 个 二 次 型 
Q(z) = xAx' = XAix' (zx E€ V) 的 充分 必要 条 件 是 ; A 一 4 是 交 
错 方 阵 ( 记 住 交错 方 阵 是 指 对 角 元 全 为 0 的 斜 对 称 方 阵 ). 按 
$ 1.1 中 的 记号 ,将 Mat.F 中 全 体 交错 方 阵 组 成 的 加 群 记 作 
Mo(， 天), 则 二 次 型 Q 与 加 法 商 群 Mat,F/Mo(n, FF) 中 的 元 素 一 
一 对 应 . | 

二 次 型 Q 称 为 正则 的 ,是 指 RadV 一 V1 中 不 存在 非 零 的 奇异 
向 量 , 即 ; x € RadV 且 Q(Cz) =0 当 且 仅 当 z= 0 .如果 下 为 非 退 
化 , 即 RadV 二 0, 当然 QQ 正则 . 当 charF 关 2 时 ,Q 正 则 > f 非 
退化 .但 当 char = 2 时 ,与 正则 的 二 次 型 Q 相伴 的 f 可 能 退化 ， 
此 时 称 @ 是 有 亏 数 的 二 次 型 ,而 Rady 的 维 数 d 称 为 Q 的 亏 数 . 

设 下 上 的 两 个 同 维 数 的 空间 了 和, 上 分 别 定义 了 二 次 型 Q 
和 Qi, 如 果 存 在 线性 同 构 c:(7, Q) 一 (Vj, Q@) 及 7YE F*', 使 
Q(zo) = 二 YQ(z) 对 所 有 的 Xx EV 成立, 则 称 o 为 度量 相似 , 当 7 一 
1 时 o 还 称 为 度量 同 构 . 当 (V, Q) 与 (V1, Q,) 之 间 存 在 度量 同 构 
(或 度量 相似 ) 时 ,我 们 称 二 次 型 Q 与 Q, 等 价 (或 相似 ). (V , Q) 到 
自身 的 度量 同 构 称 为 (V, Q) 上 的 正 交 变换 . (V, Q) = 二 VC(n,F， 
Q@) 上 全 体 正 交 变 换 组 成 GL (V) 的 一 个 子 群 , 称 为 正 交 群 , 记 作 
OV ,QQ@), 也 记 作 O(n, FQ). 换 句 话说 ， 
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OV, Q)= lg EGLOV)IQzg) = Q(x), Vr EV)}. 


(V, Q@) 到 自身 的 度量 相似 称 为 广义 正 交 变换 ,(V, Q) = V(n， 
FF, Q) 上 全 体 广义 正 交 变换 组 成 一 个 群 , 称 为 广义 正 交 群 , 记 作 
GO , Q) 或 GO(n, 下 , Q). 每 个 g € GO(V, Q) 决定 一 个 来 子 
7YEF' 使 Q(xg) =7QCz) 对 所 有 xzEV 成立, 映射 GO(V, Q) 一 
F"，g Fr 是 群 同 态 , 同 态 核 为 O(V, Q)<GO(V, Q). 事 实 上 ， 
GO(V ,QQ@) 就 是 O(V, Q@) 在 GL(V) 中 的 正规 化 子 . 正 交 群 OC(V， 
Q) = On, F, Q) 的 换 位 子 群 记 作 QV, Q) 或 Qln, FF, Q). 虽然 
正 交 群 的 定义 适合 于 任意 的 二 次 型 ,但 我 们 只 研究 正则 二 次 型 Q 
所 决定 的 群 O(V, Q@)、QCV, Q@) 和 GOCV, Q). 

与 西 群 的 情形 类 似 , 对 正 交 群 也 有 Witt 扩张 定理 如 下 ; 

定理 1. 5. 1CWitt 扩张 定理 ) 设 (V, Q) 的 两 个 子 空间 W 和 
Wi 之 间 存 在 度量 同 构 


o:W 一 Wi( 使 Q(zo) = Q(z), Yr EW). 


则 c 可 扩充 为 某 个 g € OC(V, Q@). 

设 V 上 已 定义 了 二 次 型 Q 及 相伴 的 对 称 双 线 性 型 f, 向 量 
Xx EV 如 果 满 足 条 件 QCz) = 0, 就 称 为 奇异 向 量 ;否则 , 称 为 非 奇 
异 向 量 . Q(z) = 0 一 f(x, z) = 0, 即 :奇异 向 量 一 定 迷 向 . 当 
charF 关 2 时, 迷 向 向 量 一 定 奇异 . 但 当 charF == 2 时 ,了 是 交错 
型 ,所 有 的 向 量 都 迷 向 ,但 却 不 一 定 奇异 . 非 零 的 奇异 (或 非 奇异 ) 
向 量 张 成 的 一 维 子 空间 称 为 奇异 线 ( 或 非 夺 异 线 ).V 的 全 迷 向 子 
空间 W 中 的 向 量 如 果 全 都 是 奇异 向 量 ,就 称 W 是 全 奇异 子 空间 . 
由 Witt 扩张 定理 可 推 知 ;:(V, Q@) 的 极 大 全 奇异 子 空间 的 维 数 都 
相等 , 称 为 二 次 型 Q 的 Witt 指数 , 记 作 vy(Q), v(Q) = 0 时 称 
(V, QQ@) 为 定 号 空间 .我 们 把 二 次 型 的 Witt 指数 x(Q) 也 称 为 正 交 
群 O(V, Q) 的 Witt 指数 . 

如 果 V 上 的 两 个 二 次 型 Q@ 和 Q 相似 , 则 它们 决定 的 正 交 群 
O(V, Q) 与 O(V, Qi) 在 GL(V) 中 苍 ,可 以 认为 实质 上 是 相同 
的 群 . 特别 当 F = F, 为 有 限 域 时 ,Ff 上 奇数 维 空间 VC2m 十 1, gq) 
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上 所 有 的 二 次 型 都 是 相似 的 ,本 质 上 只 有 一 种 正 交 群 O(2m 十 1， 
F,，Q), 我 们 将 它 记 为 O(2m 十 1，9q)， 其 换 位 子 群 记 作 
QC2m 十 1, 9). 偶数 维 玉 - 空 间 Y(2m, g) 上 可 定义 两 种 互 不 相似 
的 二 次 型 Q@ 和 Qi, 它们 的 Witt 指数 分 别 为 v(Q) = m 和 v(Q1) = 
m 一 1 .我 们 将 具有 这 两 种 不 同 的 Witt 指数 的 空间 V (2m, F， 
Q)、V (2m, 下， Q1) 分 别 记 为 V1 (2m, gq)、V- (2m, gq), 相应 的 正 
交 群 分 别 记 作 O+ (2m, gq)、O- (2m, 9), 换 位 子 群 则 分 别 记 作 
QT (2m，9)、0- (2 ，9). 一 般 地 ,在 ”= 2m 是 偶数 的 情形 ,对 任 
意 域 下 ,我 们 也 写 为 VY+(2m, FF) 来 表示 具有 极 大 Witt 指数 
v(Q) 二 m 的 空间 VC(2m, FQ), 用 O+ (2m, F)、Q1(2m, 下 ) 表 
示 V1+ (2m， F) 上 的 正 交 群 OC(2m, F, Q@) 及 其 换 位 子 群 QC(2m, Ff， 
Q). 

由 于 (CV, Q) 上 的 内 积 f(z, y) = Q(z 十 y) 一 Q(z) 一 Q(y) 
由 QQ 决定, 我 们 有 OCTV, Q@) 三 UC(V, 让. 当 charF 关 2 时 , UC(V， 


有 n = OO P， 亡 , 而 此 时 Q(z) 二 二 f(z， zx), 反 过 来 也 由 /只 
一 决定 , 故 O(V, Q@) = OCV, 内 ). 当 charF = 2 时 , U(， 门 二 
Sp(V, f), OW, Q) < Sp(V, f). 
如 果 已 被 写成 行 向 量 空间 且 Q(x) = xhAx', 则 O(n, 下， 
Q@) 就 是 矩阵 群 
O(n, F, A)= {A € GL(n, F)|AAA'’ 一 人 AGE Mn, F)}, 


Mo。(n, FF) 是 Mat.F 中 全 体 交错 方 阵 的 集合 .而 GO ln, F, Q) 的 
矩阵 形式 是 


GO(n, F, A) = {A € GL(n, F)|AAA’ — 7(A)AE Mn, 
FF), 对 某 个 依赖 于 4 的 7(4) € F'*}). 
每 个 非 奇 异 向 量 v EV 决定 OCV, Q) 中 一 个 元 素 
So:z hr> 工 一 QCo)-LCz， vv. 
OV，, Q) 可 由 所 有 这 样 的 S, 生成 , 仅 当 O(V,Q) = 0(4, F,, Q) 
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且 vQ) = 2 时 例外 .事实 上 , 除 这 一 例外 情形 外 ,每 个 g € O(n， 
FE, Q) 可 写成 不 超过 n 个 S, 之 积 ,偶数 个 Ss 之 积 组 成 Ol(V,， Q) 
的 正规 子 群 , 记 作 SO(V,， Q) 或 SO(n, F, Q), 称 为 特 珠 正 交 群 ， 
也 称 为 次 转 群 . 当 charF 关 2 时 ,S, 将 v 下 一 v 而 将 超 平面 vt+ 中 的 
向 量 固定 不 动 , 称 为 关于 超 平 面 vt+ 的 对 称 . 每 个 对 称 S, 的 行列 式 
detS, 二 一 1, 因此 
[OV, Q) : SO(V, Q)] = 2. 
当 char 二 2 时 ,S。 是 平 延 , 称 为 正 交 平 廷 . 当 Q 无 亏 数 ( 即 f 非 
退化 ) 时 ,每 个 g € O(V, F, Q) 写成 正 交 平 延 的 积 J ,5。 时 ， 
因子 的 个 数 & 的 奇偶 性 由 g 唯一 决定 ,此 时 仍 有 
为 QC(V, QQ)( 或 Q(x, 下, Q)), 则 
QV, Q) = {S486, [Qo0) Qs) € F'?), 
式 中 *"? 是 FF 中 非 零 平 方 元 的 集合 . 如 果 Witt 指数 v(Q) 二 1, 对 
V 中 任 一 奇异 向 量 w 关 0 及 向 量 w € ut, 定义 VV 上 的 变换 
zu:Z >I (rz, Wu (rz, W)Cw + QCw)u), 

则 二 E Q(V, Q). 当 w 与 w 不 共 线 时 z 关 1, 称 作 QC(V, Q) 
的 根 元 素 . Q(V，Q) Cv(Q) 二 1) 可 以 由 它 所 含 的 全 体 根 元 素 生 
成 . 当 zw 也 是 奇异 向 量 ( 即 (x, w) 是 全 奇异 平面 ) 时 , 根 元 素 z。 
称 为 正 交 二 平 延 ; 当 zw 非 奇 异 时 , 志 ,。 称 为 短 根 元 素 .本 书 第 3 章 
将 对 正 交 群 的 根 元 素 及 其 生成 的 群 作 详细 讨论 . 

设 char = 2, FF 中 所 有 元 素 的 平方 a:(a EF) 构成 下 的 子 域 


,下 可 以 看 作 FF? 上 的 向 量 空间 .对 任意 x、y € Rady 和 a、bE 
,由 flzx,y)= 二 0 得 
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Q(az + by) = olQ(z) + PQ(Y). 


这 说 明 集 合 工 = {Q(z)|zx € RadV} 是 Fr 上 的 向 量 空间 ,是 下 作 
为 FF?- 空 间 的 子 空间 .如果 Q(z) = Q(y) 对 zx、yERadV 成 立 , 则 


Q(zT 二 yy) = Q(z) + QC)=0, 


Q 的 正则 性 迫使 + 十 y= 0, z= y. 这 说 明 喘 射 Rady 一 L, zr 
Q(z) 是 集合 之 间 的 一 一 映射 ,并 且 是 加 群 同 构 . O(V, Q@) 定 驻 
RadV., 且 保持 每 个 向 量 的 二 次 型 值 ,因而 定 驻 RadV 中 所 有 的 向 
量 , 在 RadV 上 诱导 出 单位 变换 , 写 为 V 一 V。 四 RadV, 则 V。 是 非 
退化 子 空间 , x my x 十 RadV 是 V 到 商 空间 V/RadV 的 线性 同 
构 . 将 Q、f 在 V。 上 的 限制 分 别 记 作 Q。、f。. 则 每 个 g € Sp(V， 
了 定 驻 RadV ,诱导 出 商 空 间 V/RadV 上 一 个 线性 变换 ,从 而 诱导 
出 V。 上 线性 变换 pl(g) 使 xp(g) 一 xg € RadV . 易 见 gSp(V， 
力 ) 三 Sp(Vo, fo) .而 g € 0O(V, Q) < g 定 驻 Rady 中 每 一 个 
向 量 , 且 Q(zxp(g)) 一 Q(z) EL, Yrx EVo. 因此 ,p 诱 导出 OC(V， 
Q@) 到 Sp《V。, 六 ?中 的 府 入 映射 : 


2CO(T ， Q)) em O(lV', Q， 也 ) 
一 {g € Sp(V。， fo0)|Q(rg) 
一 QCrz) EL, Yr EV). 


因此 ,我 们 可 以 用 OCV。, Qo, 工 ) 代 震 OC(V, Q), 从 而 用 f 代替/， 
化 为 了 非 退化 的 情形 . 除非 另外 声明 ,我 们 在 以 后 总 不 妨 假定 二 
次 型 Q 相伴 的 对 称 双 线性 型 f 为 非 退 化 的 ,而 将 正 交 群 定义 为 


OV, Q, 7)= {gE€EUV, Q(zre) — Q(xr) EL ,Yr EV}, 


其 中 当 charF 了 头 2 时 , 工 二 0， 而 当 char 一 2 时 ， 工 是 Ff 在 Fr 上 
的 一 个 子 空间 . 广义 正 交 群 定义 为 


GO(V, Q, L) = {g € U(V, 由)| 存 在 7Y(g)EF* 使 
Q(zrg) ~ 7(g)Q(r) EL, Yr EV). 
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O(V, Q@, 工 ) 的 换 位 子 群 记 作 Q(V, Q, LL). 群 O(V, Q, 工 )、 
GO , Q, L)、Q(V, Q, 荆 ) 也 分 别 记 作 Oln, F, Q, L)、GO(n， 
F, Q, L).、 Qn, FE, QQ， 工 ). 显然 OV,， QQ， 0) = OV,， Q) 。 而 
工 关 0 代表 有 亏 数 的 情形 ,L 在 严 上 的 维 数 就 等 于 亏 数 . 当 了 一 
下 时 ,有 OV, Q, LL) = 二 Sp(V, 几 .特别 当下 是 特征 2 的 完全 域 
时 ,此 时 工 只 能 为 0 或 下 ,就 得 到 
Ol(2m 十 1], F, Q) 二 Sp (2m,， EF, fo). 

特别 , 当 g 是 2 的 短 时 ,有 

O(2m + 1, 9g) Sp (2m, q). 
设 V 已 被 写成 行 向 量 空间 且 Q(x) = zxAz' . 记 
Miln;, F)= (HE MatF| 厅 一 -万 , 且 


昌 的 主 对 角 线 元 素 全 含 于 工 )， 
则 O(n, 玉 , Q@, 工 ) 对 应 于 和 矩阵 群 
Oln, F, A, 71)= {AEGLn, F)IAAA’'—A 
€ Mi(n, F)}. 


上 面 将 有 亏 数 的 (V, Q) 上 正 交 群 O(V, Q) 变 成 非 退 化 空间 
(Vo， Qo) 的 正 交 群 OC(Vo, Q,, 7Z), 荆 = {Q(z)|zx E€ RadV} 是 下 
的 FF- 子 空间 ,而 zor> zo 十 RadV 定义 了 V 到 商 空间 V/RadV 的 
同 构 . 注意 ,每 个 x EV 与 它 所 在 陪 集 z 十 Rady = zo 十 RadV 的 
代表 元 x。E€ V 的 Q 值 不 一 定 相 等 . 但 一 定 满足 条 件 Q(z) 一 
Q(zo) E 工 . 特别 z 是 奇异 向 量 当 上 且 仅 当 Q(zo》E 工 .我 们 将 V。 
中 满足 条 件 Q(z) € 工 的 向 量 称 为 -奇异 向 量 ,Vo 中 全 体 工 -奇异 
向 量 代表 了 V 中 全 体 奇异 向 量 . 

一 般 地 ,假设 预先 给 定 了 特征 2 的 域 下 的 一 个 FF- 子 空间 工 ， 
并 在 F- 向 量 空 间 V 上 定义 了 一 个 二 次 型 及 相伴 的 对 称 双 线 性 型 
7 (并 不 要 求 了 非 退化 ). 仍 将 满足 条 件 QCz) E 工 的 向 量 zEey 定 
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义 为 了 -奇异 向 量 . 如 果 RadV 二 V1 中 不 含 非 零 的 -奇异 向 量 , 即 
zxERadyV 有 QC) EL < r=0, 则 称 Q@ 是 VV 上 的 工 正 则 的 二 
次 型 . dimRady 称 为 @Q 的 二 - 亏 数 . (7T，Q, 工 ) 仍 决定 一 个 正 交 群 


O(V, Q, L)= {g € GL(V)|IQ(zg) — Q(z) 
EL, Vz EV)}. 


如 果 工 = 二 0 或 者 RadV = 0, 当然 又 回 到 前 面 讨论 过 的 情形 .但 即 
使 工 关 0 并 且 RadV 关 0, 这 样 定义 的 正 交 群 仍 可 重新 写成 
RadV =0 的 情形 ,也 可 重 写成 世 = 0 的 情形 .为 化 为 RadV 一 0 的 
情形 ,我 们 记 


V=V,®RadV,L=1LO {Q(zr)|r € RadV), 


则 Li 仍 是 瑚 -空间 ,也 是 它 的 子 空间 . Vo 非 退化 并 且 可 以 与 
V/RadV 等 同 ,Q 在 V。 上 的 限制 Q. 是 无 亏 数 的 二 次 型 ,而 O(Y。， 
Q, 工 ) 二 OV, Q, 工 ), 其 中 RadV。 = 二 0. 反 过 来 ,我 们 取 工 在 FF 
上 的 任 一 组 基 乡 = {sli € M}, 其 中 的 指标 集合 M 可 能 有 限 或 
无 限 , 但 每 个 *E 工 是 有 限 个 a8s;(as € F, i € M) 的 和 .再 取 与 到 
等 势 的 集合 2 = {uli € M) 作为 基 , 在 上 张 成 向 量 空间 U 
= DieuFu. 在 F- 向 量 空间 V, = VEOU 上 可 唯一 地 定义 二 次 型 
Qi 及 相伴 的 对 称 双 线性 型 广 , 使 Z SRadyi，Qi(Cz) = 
Q(X)YVT EV) HQ) = 一 25CVIEM). 则 


OV', Q1) = OV,，, Q, 之 二 OV,, Qo, L,). ~ 


可 见 , 我 们 既 可 以 将 正 交 群 O(V, Q@) = OC(V, Q, 0) 写成 O(V， 
Q。, 工 ) 使 Q 无 亏 数 ( 即 RadV = 0 ) ,但 也 可 根据 需要 写成 其 他 形 
式 Ol(Vi， G， 1)， Li 可 以 取 工 的 任何 F?- 子 空间 ,使 

了 三 了 (> {Q(z) |z € RadV')}. 


不 论 在 哪 种 情形 ,对 V 的 子 空间 W, 如 果 w EE€ RadW 且 Q(w) EL 
仅 当 zw = 0 时 才能 成 立 ,就 称 W 是 玉 的 -正则 子 空间 . 
正 交 群 G = O(n, 下,Q, 工 ) 所 含 的 纯 量 变换 只 有 { 土 1} ,因此 
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G 在 PGL(n,F) 中 的 象 就 是 G/{ 土 1), 记 作 PO(n, F, Q, 工 ), 称 
为 射影 正 交 群 . C 二 Qln, F, Q, Z) 在 PGL(n, 下 ) 中 的 象 G'/ 
CG'N{ 土 1)) 记 作 PQ(x, F, Q, LL). 当 charF = 2 时 


PO (n, 下 ， QQ， L) 3 Qn, F, Q,， L). 


关于 PQ(n, F,，Q, 工 ) 的 单 性 有 如 下 定理 : 

定理 1.5.2 设 V = 二 V(xn, fF) 上 定义 了 二 次 型 Q, 与 Q 相伴 
的 对 称 双 线 性 内 积 f 为 非 退 化 的 , 则 

(1) 当 n 宇 3 且 v(Q) 之 1 时 , G = PQ(n, F, Q) 是 单 群 , 仅 
在 以 下 情形 例外 :G = PQ(3, 3), PQ+(4, F), 0Q- (4, 2). 

(2) 当 charF = 2, vy.(Q) 之 1 且 0 关 LF 时,Q(n, FF, QQ， 
工 ) 是 单 群 . 

定理 中 排除 了 PQ(2, F, Q) ,是 因为 它 是 交换 群 ,不 是 非 交换 
单 群 . 而 当 char = 2 时 ,排除 工 == 下 的 情形 ,是 因为 当 工 = 时 ， 
Oo 天 Q,Z) = Sp(n, FF), 它 的 单 性 已 在 定理 1.4.3 中 叙述 了 
( 除 Sp(2，2) ,Sp(4, 2) 外 都 是 单 群 ). 而 0 关 工 痛 仅 当 F 是 特 
征 2 的 非 完全 域 (从 而 一 定 是 无 限 域 ) 时 可 能 出 现 . 


§1.6 体 上 丁 群 的 一 般 定 义 


二 次 型 和 正 交 群 的 上 述 定义 可 以 推广 到 非 交换 体 上 . 设 严 是 
任意 体 , 且 带 有 对 合 J:a ra,V 是 FF 上 维 左 向 量 空间 , 设 h 是 
VV 上- 半 双 线性 型 ,与 之 相伴 的 迹 式 p-Hermite 型 f= 二 有 十 ph 为 
非 退 化 的 ,h 决定 一 个 函数 Q:V 一 下, Q(z) 二 h(z, zx)，, 称 为 伪 二 
次 型 .Q 与 了 之 间 有 关系 式 


jz y) = Q(z y) — Q(z) 一 QCy)CmodFy，)， 
Vz， 了 € V. 


当天 ,天 下 时 ,由 @@ 队 一 决定 . 设 工 是 下 的 加 法 子 群 , 且 满 足 
条 件 忆 ，,S 工 拓 本 -及 of5SEL,YaEF , 则 当 基 尖 下 时 , 定 
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UC(V, Q,L)= {gE GL(V)|IQ(rg) — Q(x) EL, 
Yrx EV), 


称 为 由 Q、 工 决定 的 伪 正 交 群 ,也 记 作 Uln, F, Q, LL). U(V, QQ， 
工 ) 是 西 群 U(V, /) 的 子 群 , 旦 当 工 = F”? 关 下 时 , UC(V，, QQ&， 
工 ) 二 U(7Y ， 亡 成立. 当 五 ,天 已 = 有 时 ,由 QQ 唯一 决定 ， 
因而 可 定义 UCV, Q, F) = UCV, 几 , 此 时 仍 有 UC, @&， 
9) 二 U(V, 站. 注意 , 当 J = 1 (从 而 下 是 域 ) 时 ,Q 就 是 二 次 
型 , U(V, Q, 工 ) 就 是 正 交 群 O(V, Q, L). U(V, Q, L) 二 U(V， 
了 ) 当 且 仅 当 工 和 至 了 一 时 成 立 .此 时 必然 忆 , 于 本， 
charF 一 2, 且 的 中 心 元 全 是 对 称 元 . 

我 们 将 UC(V, Q, 工 ) 作 用 的 空间 V 记 作 (V, Q, L), (V, QQ， 
工 ) 的 子 空间 WW 和 Wi 之 间 的 线性 同 构 oc:W 一 W, 若 使 f(xo， 
y0) = 二 f(x, y) 及 Q(zo) 二 Q(z) (mod 工 ) 对 任意 x、y EV 成 立 ， 
则 称 o 为 度量 同 构 . 我 们 有 如 下 定理 ， 

定理 1.6.1CWitt 扩张 定理 ) 设 玉 和 WW 是 (V, Q, 工 ) 的 两 
个 子 空间 ,车 存在 度量 同 构 oc:W 一 Wi, 则 o 可 扩充 为 某 个 g € 
UC(V, Q, L). 

U(V, Q, 工 ) 也 可 用 另 一 方式 定义 : 仍 设 h、 工 、 Q@、f 如 前 ,对 
8 EGL(V)、hE€ Sesq(V) 定 义 hg:VXV> 玉 使 (hg)(z, y) = 
h(xg，yg8), 则 hg E Sesq(V). 这 样 就 定义 了 GL(CV) 在 Sesq(V) 
上 的 作用 . 按照 这 个 定义 ,U(V， 有 ) 就 是 f 在 GL(V) 中 的 稳 
定子 群 ,GU(V, 放 是 f 所 张 成 的 ZC(F)- 空 间 Z(F)f 的 稳定 子 群 . 
记 


Sesqzi’(V) = {h € Sesq(V)|h=— ph, hr, xz) € LL). 


则 GL(V) 定 驻 Sesqz*(V), 诱 导出 了 在 加 法 商 群 Sesq (V)/ 
(Sesqz*(V)) 上 的 一 个 作用 . 于 是 可 以 定义 所 在 的 同 余 类 在 
GL(V) 中 的 稳定 子 群 : 
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UCV, hh, 7L)= {g €E GL(V)Ihg — hE€ Sesqi°(V)), 


或 记 为 Uln, ,hh, 工 ) , 称 为 由 及 和 工 决 定 的 西 群 . 当 Fj,., 关 下 
时 , UCV ,hh, 工 ) = UGCV, Q, 荆 ), 特别, UC(V, hh, F"-?) = 二 UCV， 
站 ;而 当 太 -一 下 ( 即 了 =1， p= 二 一 1 并且 charF 关 2) 时 ， 
U(V,h, 工 ) 仍 有 定义 ,等 于 SpCV， .可见 UC(V,h, 工 ) 包 括 了 
前 面 所 定义 的 辛 群 , 西 群 \ 正 交 群 、 伪 正 交 群 的 所 有 的 情况 ,可 以 作 
为 西 群 的 最 广泛 的 定义 . 

在 工 关 0( 邑 U(V, 有 h, 工 ) 取 OV, Q@)) 的 情形 , 任 取 0 关 5 € 
工 , 则 下 的 反 自 同 构 ; jh :a ra 一 6a6-! 也 是 对 合 性 反 自 同 构 . 分 
别 将 集合 下、 工 、 太 中 的 所 有 的 元 素 右 乘 671, 得 到 集合 
五 -08 1!、 L671、 天 281 则 下 ,5 与 天 分 别 是 在 对 合 已 
下 的 迹 集合 TrF 和 对 称 元 集合 Fi ,而 元 二 L567! 是 二 者 之 间 的 加 
法 子 群 ， 县 满足 aLia 一 Li, Va EF'*, 并 且 1 E€ L. 定义 
hi(z, y) =h(z, y)6 ', YT、y EV, 则 hi 是 J1- 半 双 线 性 型 , 旦 
UV ,有 有 , 世 ) = UCV ,一 ), 因此 ,可 以 用 九 、 工 、 分 别 代 痊 
J、 工 、h 而 不 改变 西 群 U(V, h, 工 ). 相关 的 上 和 Q 也 相应 地 被 
有 (zy) = 二 f(z, y)6-! 和 Qi(z) 一 Q(x)6-! 代 替 . 经 过 这 样 代替 
之 后 ,化 成 了 一 p=1( 即 p= 一 1) 且 1E€ 工 的 情形 .因此 , 当 工 关 
0 时 ,总 不 妨 设 p= 二 一 1, 从 而 友和 书 ,， ,分别 是 对 称 元 集合 下, 
和 迹 集 合 TrF, 且 假定 1€ 工 , 特别 当 TrF 关 0 时 ,假定 1€ TrF. 

设 4 是 任意 自然 数 ,F 是 带 对 合 J:ar>a 的 体 ,p = 士 1E 卫 ， 
抢 阵 4 二 Mat 满足 条 件 石 二 A 十 pA' &€ GL(n, Ff), 工 是 
F 的 加 法 子 群 , 且 工 满足 条 件 Fi, ,LECF"~ 及 aLaC 
LCYa EF), 则 可 以 定义 矩阵 群 


Un, F, A,L)= {AEGLn, F)|AAA' 
—AE Sesgr’(n, F)}, 


式 中 Sesqr“(n, F)= {$= 《Si )nxn € Mat,.F |S’ 一 09， 5 人 工 ， 
Yl 三 i 之 n}， 
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Un, FE, 4， 上) 过 Un， 下 ， H) 
= {AE€GL(n, F)IAHA= H). 


我 们 将 这 样 定义 的 矩阵 群 Un, F,，A, 了 ) 及 Unz， 互 , 如 ) 看 成 是 
(通过 右 乘 作 用 ) 作 用 于 行 向 量 空间 M = Matixt 上 的 变换 群 , 即 
GL (M/F) 的 子 群 . 在 M 上 定义 J 半 双 线性 型 h(z, y) = xzAY， 
则 f(z, y) =zHY 是 与 h 相伴 的 迹 式 p-Hermite 型 .而 UCn, 下 ， 
4, 工 ) 和 UCn, F, 石 ) 分 别 是 作用 于 M 上 的 Un, F, 及 工 ) 和 
U(n, ,有 ). 反 过 来 , 设 U(n, 户 , h, 工 ) 达 U(n, ,了 ) 是 作用 于 
空间 V 二 V(n, F) 上 的 酉 变换 群 . 任意 取 定 一 组 基 将 V 写成 行 向 
量 空 间 Matixs, 则 有 h 具 有 形式 h(x,，y) = zxA 有 ,对 应 于 一 个 矩 
阵 AE MatsF, 且 f(r, y) = zxHY, 其 中 厂 = A 十 PpU'. 而 群 
Uln, FF, h,L)、U ln, 记分 别 具 有 和 矩阵 形式 Un F, A, 工 )、 
Ul(n, F, H). 

设 h、 工 已 给 定 , 从 而 相关 的 了、 QQ 也 已 给 定 , 非 零 向 量 z EV 
如 果 满 足 条 件 Q(x) € 工 , 就 称 为 工 -奇异 向 量 , 它 所 张 成 的 一 维 子 
空间 (z) 称 为 工 奇 异 线 ,或 简称 为 奇异 向 量 . 奇 异 线 .反之 , 当 
Q(T) 父 工 时 , 则 分 别称 z，(z) 为 非 奇 异 向 量 、 非 奇异 线 . 当 工 一 
了 时 ,Q(Cz) EL < f(r, z) = 0,“L- 奇 异 ” 就 是 “ 迷 向 ”. 当 
工 关 FY' 时 ,奇异 向 量 z 必然 是 迷 向 ,但 迷 向 向 量 不 一 定 是 奇异 
向 量 .V 的 全 迷 向 子 空间 W 中 的 向 量 如 果 都 是 -奇异 向 量 , 则 称 
W 是 工 -全 坷 异 子 空间 ,或 简称 全 奇异 子 空间 .V 的 极 大 全 奇异 子 
空间 的 维 数 都 相等 , 称 为 群 U(V, 有, 工 ) 的 Witt 指数 , 记 作 vw(h)， 
当 ,op 关 下 时 也 记 作 4Q), 当 工 = Fj,_, 关 下 时 也 简 记 为 
v(Q). 和 矩阵 群 UC(n,， ,A, 工 ) 的 Witt 指数 v.CA) 定 义 为 ww(h), 这 
里 h(x, y) = zxA3 是 AE MatsF 在 行 向 量 空间 Matix,F 上 定义 
的 J- 半 双 线 性 型 . 设 群 UC(V , h, 工 ) 的 Witt 指数 v.(h) = v, 则 可 
适当 选取 V 的 基 台 将 V 写成 行 向 量 空间 ,使 

UCV, h, L) = Un, F, A, 1), 
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其 中 
O I, 0O 
A= |p1 OO 0|,， 
O 0 4 


4 E Mat,_wF 是 定 号 方 阵 ( 即 zh z' 了 关 0 对 所 有 0 并 E 
Matixo_a 成 立 ), 且 H。= 4 十 Pp ho' 是 可 逆 的 单项 矩阵 ( 即 HH。 
的 每 一 行 和 每 一 列 除了 有 一 个 元 素 不 为 零 外 ,其 余 元 素 都 是 零 ). 
这 样 的 矩阵 A 称 为 具有 标准 形 ,而 这 样 一 组 基 2 称 为 标准 酉 基 . 
如 果 工 关 0 且 v.04) 三 1, 则 UV,h, 工 ) 包 含 形 如 ps, ,的 西平 
延 ,其 中 Q(x) €E 工 且 s EL. 这 样 的 西平 延 的 全 体 生 成 UC(V ,4， 
二) 的 一 个 正规 子 群 , 记 作 TUCV , h, 工 ) 或 TU(n,, h, 工 ) ,相应 
的 矩阵 群 记 作 TU (n, FF，A, 工 ). 当下 是 特征 2 的 域 且 J= 1 时， 
TU(n, 下 , h, 工 ) 就 等 于 Qn, 下, Q@, 工 ). 我 们 将 Un, FF, h, 工 ) 
的 换 位 子 群 记 作 U' (xn, F, hh, 工 ), 则 当 工 了 关 0 且 (4) 之 1 时 ， 


U'(n, F, h, LL) = TU(n, F,h, L); 
而 当 工 二 0( 从 而 Uln, F,h, LL) = O(n, FF, QQ)) 时 ， 
U'(n, F,， h, L) = Qn, F, Q). 


我 们 希望 从 U'(V, hh, 工 ) 在 UC(V, 有 hh, 工 ) 中 的 每 个 陪 集中 找 
出 一 个 比较 简单 的 陪 集 代 表 元 . 为 此 ,需要 涉及 到 U(V , hh, 工 ) 中 
的 如 下 类 型 的 元 素 : 

双 曲 旋转 :在 Witt 指数 v.(4) 二 1 的 情形 下 ,一 对 奇异 向 量 
u、v 如 果 满 足 条 件 (4, v) = 1, 就 称 为 双 曲 对 . 每 一 个 双 曲 对 zx、 
v 和 每 个 元 素 AE 玉 ' 决定 U(V, A, 工 ) 的 一 个 元 素 人. 。， 称 为 双 
曲 旋转 , 它 将 zx r> X44, vr> 4-1v 目 定 驻 (u,v)+ 中 所 有 的 向 量 . 

拟 对 称 :对 Y 中 任 一 非 迷 向 向 量 ww, 如 果 1 关 4€ F* 满足 条 
件 

QAw) SQ(w) (mod L), 


则 V 上 的 变换 S。 :wwr> hw ,Tm>z,， YX Ewt 是 UV ,hh, 工 ) 的 
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元 素 , 称 为 关于 超 平面 w+ 的 一 个 拟 对 称 . 当 U(V, h, L) = O(V， 
Q) 是 特征 不 为 2 的 域 上 的 正 交 群 时 , 5, = 5S。, -1 称 为 关于 超 平面 
w+ 的 对 称 , 它 具有 形式 


Sy: To QW zr, wW)w. 


当 U(V,h, 工 ) = OC(V, Q@) 是 特征 2 的 域 上 的 正 交 群 时 ,对 每 个 
非 奇 异 向 量 包 , SS:zrrz 一 Q(w)-1Czz) 也 仍 是 OCI7， QQ@) 的 元 
素 ,此 时 Ss 是 平 延 , 称 为 正 交 平 延 . 

引 理 1.6.1 (1) 设 L 关 0 并 且 v(h) 之 1, (u,v) 是 V 中 的 
双 曲 对 , 则 除 UCV, h, LL) = U(3，22) 的 情形 外 ,对 每 个 g € 
UV ,hh, 工 ), 存在 一 个 4E F*, 使 gA,,,,;€ TUCV, 有 hh, 工 ). 当 
下 是 域 时 , 任意 给 定 非 迷 向 向 量 ww, 则 对 每 个 gE U(n, F，, 了 )， 9 
gSw.r € SU(n, F, f), 其 中 X= (Cdetg)-L- 

(2) 对 每 个 g € O(V, Q), 当 g & SO(V, Q) 时 , gS, € 
SO(V, Q@) 对 任意 非 奇异 向 量 w 成 立 . 如 果 v(Q) 之 1, {u,v} 是 任 
一 双 曲 对 , 则 对 任 一 g € SO(V, Q@) 存在 一 个 EF* ,使 gA,,,.， 
€ NAV, Q). 

关于 PTU(n, F, 有 和 PQCn, FQ, 工 ) 的 单 性 ,已 分 别 在 定 
理 1.4.3 和 定理 1. 5. 2 中 叙述 了 . 对 剩 下 的 情形 有 : 

定理 1.6.2 设 F 是 特征 2 的 非 交 换 体 , 工 关 Fj 且 v.(h) 二 
1, 则 TU(n, ,有 hh, 工 ) 是 单 群 . 
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本 书 在 对 体 上 典型 群 进行 讨论 的 过 程 中 将 用 到 体 的 如 下 一 些 
性 质 : 

一 、 关 于 体 的 正规 子 体 和 乘法 群 

设 天 是 非 交 换 体 ,如 果 天 的 子 体 下 在 KK 的 所 有 的 内 自 同 构 
Te:zrroa tzala € KK*) 的 作用 下 都 保持 不 变 ,就 称 下 是 KK 的 正规 
子 体 . 显然 ,K 是 自己 的 正规 子 体 ,K 的 中 心 Z(K) 的 所 有 子 域 也 
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都 是 的 正规 子 体 .但 除了 这 些 平凡 情形 外 ,是 否 还 有 别 的 正规 
子 体 呢 ? 答案 是 否定 的 . 
定理 1.7.1 非 交 换 体 KK 的 正规 子 体 如 果 不 含 于 KK 的 中 心 ， 
就 必然 等 于 K. 
设 K 是非 交换 体 , 则 它 的 乘法 群 C = K* 是 非 交 换 群 . 定义 
CC 王孙 二 G, 并 归纳 定义 
GY i [GD GD 及 TY si [LC， Te | Yn 二 a 
则 
GBG® “PG 和 GPT BD-… BL, 
分 别 是 G 的 导 群 列 和 下 中 心 列 . 这 两 个 群 列 中 的 每 一 项 都 是 G 的 
正规 子 群 , 并 且 可 以 证 明 它 们 都 不 含 于 G 的 中 心 , 因 而 在 天 中 生 
成 不 含 于 中 心 的 正规 子 体 . 由 定理 1. 7. 1 就 得 到 以 下 定理 : 
定理 1.7.2 非 交 换 体 KK 的 乘法 群 KK* 的 导 群 列 和 下 中 心 列 
的 每 一 项 在 玉 中 生成 的 子 体 都 等 于 天 ,从 而 天 "不 是 可 解 群 (更 不 
是 医 零 群 ). 特别 ,天 "的 换 位 子 群 生成 的 子 体 等 于 天 . 
推论 1.7.3 如 果 非 交换 体 KK 在 它 的 中 心 上 的 维 数 为 有 限 数 
n, 则 KK' 的 导 群 列 和 下 中 心 列 的 每 一 项 太 生成 的 加 群 等 于 天 . 
证 明 " 设 五 生成 的 加 群 为 ,显然 S 是 环 . 只 要 能 证 明 S 是 
体 , 则 由 定理 1.7.2 即 得 S = 天 . 故 只 须 证 明 ; 任 一 非 零 元 a€ S 
的 逆 o7! 含 于 5S. 记 下 为 KK 的 中 心 , 则 扩 域 f(a) CK 在 FF 上 的 维 
数 [F(a) : Fj 过 n 二 co, 从 而 
F(a) = Fla] SS,a-'€s. 
如 所 和 欲 证 , | 
任 一 群 G 的 上 中 心 列 
{1} = G, AG 46; 4… <G, < 
由 下 面 的 条 件 定义 ; G+1/G, 是 G/G, 的 中 心 , Yn 盖 0. 关于 非 交 
换 天 "的 上 中 心 列 , 有 如 下 定理 : 
定理 1.7.4 非 交换 体 天 的 乘法 群 玉 "对 中 心 Z(K)' 的 商 群 
尺 “/Z(K)' 的 中 心 元 只 有 单位 元 ,从 而 G = 天 "的 上 中 心 列 为 
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{1} Ce <4G61 4G 4…, 其 中 G1 二 Z(K)*. 

二 、 关 于 广义 四 元 数 体 

实数 域 RR 上 的 四 元 数 体 Q@ 是 尺 上 的 由 两 个 元 素 i、j 生成 的 
以 R 为 中 心 的 四 维 代数 ,{1, i, j, 霜 ) 是 Q 在 R 上 的 一 组 基 , 且 i、 
7 满足 条 件 如 == 户 及 j= 一 并 记 k 二 二 一 亡 ; 则 及 = 一 1.Q 
有 对 合 性 反 自 同 构 g 一 2， 

ao 十 az 十 azy 十 aak 


一 0o 一 4 一 4j ask (Vao, ay aas ER). 
对 g = 二 ao 十 aii 十 4zj 十 ask 定义 
Tr(g)=g+T+9=24,， N(g)= 二 gg 二 十 a? 十 a2 十 ai， 


则 当 g 关 0 时 , N(gq) 二 0,g !'= N(g) 17. 

实数 域 上 四 元 数 体 的 概念 可 以 推广 为 任意 域 尺 上 的 广义 四 
元 数 体 .首先 , 域 玉 上 的 广义 四 元 数 环 @ 是 指 尺 上 由 两 个 元 素 a、 
8 生成 的 以 下 为 中 心 的 一 个 四 维 代数 F[e, Bj,{1, a, 8, 8) 是 Q 
在 已 上 的 一 组 基 , 且 a、B 满足 以 下 条 件 : 

(1) a 是 FLzxj 中 一 个 不 可 约 多 项 式 zx? 一 一 a 的 根 ,从 而 
F(Q) 是 下 的 一 个 二 次 扩 域 , 它 有 唯一 的 一 个 保持 F 中 的 元 素 不 变 
的 非 单 位 自 同 构 ,将 每 个 ae 十 ala E F(a)(ao, ai € FF) 映 到 


co 十 aia 一 ao 十 ai(l 一 oa)， 


(2) 记 二 bE F'*, 而 6b 不 是 F(a) 中 任何 元 素 的 平方 , 且 
BapB"! =# 二 1 一 a, 从 而 B98! 二 0 对 所 有 的 90E€ F(a) 成 立 . FCB) 
是 下 的 二 次 扩 域 , ao 十 asB FF>ao 一 ap (Vao, as € 下) 是 F(B) 的 
保持 中 的 元 素 不 变 、 且 将 6 :> 一 8 的 唯一 自 同 构 . 

广义 四 元 数 环 Q = F[a, PB] 的 子 域 FCa)、F(B) 的 上 述 自 同 
构 可 以 扩充 为 Q 的 反 自 同 构 J:g m4， 

ao 十 aa 十 ap 十 asap 


一 ao 十 al 一 oa) 一 as 一 asa8B8 (Va, ai， az2，a3 € 下). 
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当 charF 隆 2 时, 对称 元 的 集合 Qj 等 于 QQ 的 中 心 F; 当 charF = 2 
时 , Qj 二 下旬 FBh Fap 是 Q 的 三 维 F- 子 空间 . 
对 每 个 g = io 十 aa 十 azB 十 aap € QQ, 定义 


迹 TIr(q) 一 9 十 7 一 2ao 十 ar GE 和; 
范 N(g) 一 075 王 ai 十 coal 一 aa 一 bc 一 basai 十 aba3 EK. 
迹 集合 TrQ = 《Tr(Gq)lgEQ)} 等 于 已 对 ga € Q, 有 
Tr(gi + gq2) = Tr(gi) + Tr(g;), 
N (gig2;) = N (gq )N (gq,). 


特别 当 &g € Q 可 道 时 , N(q)N(q 1!) = 1, N(q) 关 0. 反 过 来 , 当 
N(g) 了 关 0 时 ,有 N(g) 5=97!. 因此 ,9g € Q 可逆 当 和 且 仅 当 
N(g) 和 0, 如 果 对 所 有 的 0 关 g EQ 都 有 N(g) 关 0, 则 QQ 是 体 ， 
称 为 上 的 广义 四 元 数 体 . 特别 当下 是 实数 域 尺 时 , 取 a 为 R 上 
的 不 可 约 多 项 式 x? 一 + 十 5/4 = (z 一 1/2)? 十 1 的 根 , 取 8 满 足 
条 件 户 = 一 1, 则 Q = RL[a,， PB] 就 是 实数 域 上 的 四 元 数 体 
R[i, 门 , 其 中 i 二 a 十 1/2, j= 8. 在 广义 四 元 数 体 Q 中 ,每 个 非 
中 心 元 9 € Q\F 都 是 F 上 一 个 不 可 约 二 次 方程 


zx: Trl(g)r+ N(g)=0 


的 根 ( 另 一 个 根 是 3). 反 过 来 ,有 如 下 定理 : 

定理 1.7.5 设 K 是 体 ,F 是 的 子 域 , 且 含 于 KK 的 中 心 .如 
采 中 任 一 不 属于 下 的 元 素 都 适合 上 的 一 个 不 可 约 的 二 次 方 
程 , 则 : 

(1) 当 KK 非 交 换 时 , 它 一 定 是 下 上 的 广义 四 元 数 体 . 

(2) 当天 交换 时 , 它 是 已 的 二 次 扩 域 ,或 是 特征 2 的 非 完 全 
域 下 添加 F 中 一 些 元 素 的 平方 根 所 得 到 的 扩 域 . 

前 面 定义 了 广义 四 元 数 体 Q 的 反 自 同 构 .1:9 mya, 它 在 Q 的 
中 心 上 的 限制 Jlz 等 于 1r( 即 ./ 定 驻 尺 中 所 有 的 元 素 ). 设 = 是 
Q@ 的 任意 一 个 反 自 同 构 , 则 c= J-! 是 Q 的 自 同 构 ,而 r=o, 且 
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当 rlz= 1 时 ,clr = 1r. 特别 当 o 是 Q@ 的 内 自 同 构 时 ,tr 具有 形 
式 r:q +>636 1!, 其 中 65 € Q* 预先 取 定 .下 面 的 定理 指出 ,这 样 的 
rt 实际 上 穷尽 了 所 有 的 满足 条 件 r|s = lz 的 反 自 同 构 . 

定理 1.7.6 设 o、r 分 别 是 四 元 数 体 Q 的 自 同 构 和 反 自 同 
构 , 并 且 都 定 驻 中 所 有 的 元 素 , 则 co 是 Q@ 的 内 自 同 构 , 而 rt 具 有 
形式 r:g mr 656-!, 其 中 6 € Q”. 

证 明 只 须 证 明 o 是 内 自 同 构 , 具 有 形式 I:g r> 6g6-!, 则 由 
tJ "! 是 自 同 构 且 诱导 出 1r 即 可 知道 r 三 :是 内 自 同 构 ,z 也 就 具有 
所 说 的 形式 了 . 在 文献 [15] 中 对 下 是 实数 域 的 情形 进行 了 证 明 ， 
那里 的 证 明 思 路 也 完全 适用 于 下 是 任意 域 的 情形 . 不 过 ,为 了 简 
化 运算 ,我 们 稍微 作 了 一 点 改动 . 按 文献 [15] 中 的 方法 ,是 将 8 写 
成 Fh 上 的 4 维 向 量 ,在 F 上 解 四 元 线性 方程 组 . 而 我 们 是 将 5 写 
成 域 fF[a] 上 的 2 维 向 量 ,在 F[aj 上 解 二 元 线性 方程 组 . 

(1.7.6.1) 设 wE€Q 被 o 映 到 v, 则 Tr(u) = Tr(v), N (wu) 一 
N(v), 

wu 满足 二 次 方程 w? 一 TrCw)u 十 N(xu) 一 0. 由 的 作用 知 ,v 
也 满足 同一 个 方程 v? 一 TrCw)v 十 N(u) = 0, 这 说 明 TrCu) = 
Tr(v), N(x) = N(wv). 

(1.7.6.2) 设 v 二 ola), 则 存在 6 EQ*, 使 6v6-!1 二 a. 

记 v 二 vw 十 v1B,6== do 十 d1B, 其 中 vw、d; (i 二 0, 1) 舍 于 
Q@ 的 子 域 E= Fo = 下 四 Fa, 且 


Tr(o) = 十 页 =Tr(o) 一 1， 
NGCo) 一 mm 而 一 轨 机 一 Na) 一 一 wa. 


我 们 用 待定 系数 法 求 不 全 为 零 的 d。、d, € E, 使 6v = a6, 所 
得 的 6 即 为 所 求 . d。、d' 所 满足 的 条 件 为 


(do 十 d18) (vo 十 vB) re al(do 十 db),， 
(vo 一 a)do 十 页 bd 一 0， (1) 
vido 十 (TW 一 ad =0. (2) 
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(1)、(2) 两 式 组 成 关于 ds、d 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 
为 


A= (vo 一 0)( 机 -一 a) — vv 
= a (vo va (vo To — vi Tio) 
a—a—a=0. 


这 说 明 方程 组 存在 非 零 解 (d。、41), 恰 如 所 需 . 

(1.7.6.3) 设 o 将 a、 分 别 映 到 u、v, 则 存在 6EQ', 使 Q 
的 内 自 同 构 TI:q hr 6g6-! 将 a、B 分别 映 到 zw、v, 从 而 5 = J 

首先 ,由 (1.7. 6.2) 知 存在 内 自 同 构 o1, 将 ww r> a. 记 olv) = 
w. 只 要 能 找到 内 自 同 构 os 在 定 驻 a 的 同时 将 B86r>w, 则 内 自 同 
构 oflcs 将 w、B 分 别 映 到 “<、v， 恰 如 所 求 . 以 下 只 需 找 出 os 即 可 . 
也 就 是 说 ,只 要 找 出 一 个 6€ Q* 将 a、B 分 别 共 轿 到 a、w. 

6 中 心 化 a, 因 而 含 于 E= FLal. 

记 v 二 vo 十 v1B, vo、 v1 EE Ek. 由 a6= 二 BB 知 av = 二 va, 即 


avo 十 aviB = a&vo 十 avip. 
从 而 (a 一 zw = 0, vo 二 0. v 具有 形式 v == vipB. 且 由 N(v) 一 
— vivb =N(B) =—b 和 v= 1. 
我 们 需要 选 6 € E* ,使 886-! = 二 v, 即 
68 = v6 = (vB)6 = v6B, $ = v6. 
如 果 vo 天 一 1， 取 65=vw 十 1 关 0， 则 
v6=vw 术 十 1 二 1 十 v=， 
恰 如 所 需 ; 如 果 w = 一 1, 则 要 求 6 = 一 8 当 charF == 2 时, 取 


3 一 1, 当 charP 关 2 时 , 取 9 一 一 六 十 ww 都 能 满足 需要 . | 
三 、 关 于 带 对 合 的 非 交换 传 
设 开 是非 交换 体 , 具 有 对 合 性 反 自 同 构 J:a >a. 为 了 定义 


西 群 ,我 们 在 $1.6 中 考虑 了 满足 以 下 条 件 的 K 的 加 法 子 群 工 ; 
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(GD TrK CLSK,, TrK 与 Kj 分 别 是 在 对 合 J 下 的 迹 集 合 
及 对 称 元 集合 , 且 由 于 TrK 关 0, 总 假定 1 € TrK ; 

(ii) aL&a = 二 上 虐 对 所 有 的 a E€ KK* 成 立 . 

注意 , a(TrK)a= TrK 与 a(K,)a 二 Kj 也 对 所 有 的 a€ 天， 
成 立 . 特别 由 1 € TrK 得 aa = ala€ TrK 对 所 有 a EK 成立， 
即 迹 集 合 TrK 也 包含 了 所 有 的 范 数 < a(a€ KK). 

由 于 天 非 交 换 , 它 一 定 是 无 限 集合 . 进一步 还 有 如 下 命题 ; 

命题 1.7.7 TrK 是 无 限 集合 . 

命题 1.7.8 设 工 如 上 定义 ,E 是 工 在 居中 生成 的 子 环 . 则 

(1) 如 果 工 不 含 于 天 的 中 心 , 则 五 一天 ; 

(2) 如 果 工 含 于 的 中 心 , 则 工 等 于 K 的 中 心 ,K 是 LL 上 的 
广义 四 元 数 体 . 

证 明 ( 注 :在 文献 [15J 中 可 以 找到 工 == K, 的 情形 的 证 明 . 我 
们 在 这 里 对 任意 工 给 出 证 明 如 下 :) 

对 每 个 -ELCK,, 有 =zxzEL. 帮工 在 J 的 作用 下 不 变 ， 
从 而 工 生成 的 环 EE 在 J 的 作用 下 也 不 变 , E = EE. 

我 们 证 明 E 是 KK 的 子 体 :对 任意 0 关 XE Ek, TEE, 目 x 
的 范 数 zx!x TE TrKCE, 故 x 1 二 (x-!1X- 1).TEE. 即 EE 是 
体 . 

再 证 明 巨 是 KR 的 正规 子 体 :对 任意 a € K" 和 xzE€L, 有 


ar a EL, 上 且 范 数 a ia !E€ TrKCL. 故 
aza != (ara)(a la!) GE 五. 


这 说 明 互 的 生成 元 集合 工 在 任意 aE K* 的 共 思 作 用 下 被 上 映 到 盛 
中 . 从 而 aEa-: = E, EE 是 KK 的 正规 子 体 . 
如 果 志 不 含 于 天 的 中 心 ,由 定理 1.7.1 即 知 E= kK. 
设 工 含 于 天 的 中 心 正 ,从 而 TrK 含 于 下 .每 个 9€ K\F 的 迹 
a 二 Tr0 = 0 十 9 和 范 数 5 = 二 N(0) = 6 都 含 于 TrKCF, 故 0 是 
下 上 二 次 方程 空 一 cz 十 2 一 0 的 根 . 此 方程 的 二 根 0 和 a 一 2 都 不 
含 于 五 , 故 方程 左边 是 上 的 不 可 约 二 次 多 项 式 . 由 定理 1.7.5 得 
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玉 是 下 上 的 广义 四 元 数 体 . 于 是 工 忆 TrK = F. 但 LCF, 故 
L=F.| 


A es 
2 


条 魏 早 


体 上 典型 群 的 极 大 子 群 类 型 


群 论 研究 的 一 个 重要 论题 是 研究 典型 群 的 极 大 子 群 . 这 一 研 
究 的 目标 当然 是 希望 定 出 所 有 的 极 大 子 群 ,但 要 最 终 完成 这 一 目 
标 ,至 少 现在 看 来 是 很 难 实现 的 . 因此 , 群 论 学 者 们 就 希望 先 做 一 
些 较 有 可 能 做 出 的 工作 ,一 步 一 步 向 上 述 最 终 目标 接近 . 比如 说 ， 
先 对 某 些 特定 类 型 的 极 大 子 群 做 出 完全 的 分 类 ,或 先 对 某 些 类 型 
的 典型 群 做 出 极 大 子 群 的 分 类 ,或 先 研究 某 些 特定 类 型 的 子 群 是 
不 是 极 大 子 群 ,等 等 . 在 这 一 方向 上 最 重要 的 成 果 , 首 推 M. 
Aschbacherm 关 于 有 限 典型 群 的 极 大 子 群 的 纲领 性 的 定理 ,由 于 
这 个 定理 ,以 及 P. Kleidman-M. Liebeckfo 、G，Seitz[65] 等 在 这 
个 定理 所 指 的 方向 上 的 一 系列 工作 ,有 限 典 型 群 的 极 大 子 群 的 分 
类 已 经 有 希望 完成 . Aschbacher 的 论文 中 定义 了 有 限 典 型 群 的 8 
类 子 群 . 对 无 限 的 典型 群 ,也 可 以 定义 类 似 的 子 群 类 型 ,并 研究 它 
们 的 极 大 性 ,这 构成 了 本 书 的 主要 内 容 . 当然 ,应 该 设法 将 
Aschbacher 的 定理 向 无 限 典 型 群 作 某 种 程度 的 推广 ,本 章 在 这 方 
面 作 了 一 些 初步 的 讨论 ,但 尚未 能 最 后 完成 . 


》2. 1 M. Aschbacher 关于 有 限 
典型 群 极 大 子 群 的 定理 


本 节 讨 论 有 限 域 上 的 典型 群 . 
设 G 是 有 限 域 F = ,上 的 典型 群 ,作用 于 维 F- 空 间 V = 
Vn, F) 上 . 设 M 是 G 的 极 大 子 群 , 则 Aschbacher 的 论文 [1] 的 
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主要 定理 所 述 , 必 有 以 下 两 种 情况 之 一 成 立 : 

1. M 属于 下 面 将 要 定义 的 子 群 类 型 Cl ~ Cs 之 一 ; 

2. M 是 非 交 换 的 几乎 单 群 ,不 属于 C ~ Cs 的 任何 一 类 ,因而 
它 在 V 上 的 作用 绝对 不 可 约 ,不 定 驻 Y 的 任何 一 种 张 量 积 结构 ， 
也 不 能 定义 在 下 的 真子 域 上 . 

G 的 子 群 类 型 C, ~ Cs 定义 如 下 : 

Ci: 由 可 约 的 极 大 子 群 M 的 全 体 组 成 ,每 个 M 是 的 某 个 
非 平凡 子 空 间 W 的 稳定 子 群 , 且 当 G 是 辛 群 . 酉 群 或 正 交 群 时 ， 
要 求 下 列 情 况 之 一 成 立 : 

Gi) W 非 退 化 且 与 W+ 度 量 不 相似 ; 

(ii) WW 全 奇异 ; 

Gii) G 是 特征 2 的 域 上 的 正 交 群 ,W 是 非 奇 异 线 . 

Cz: 由 非 本 原 的 极 大 子 群 M 的 全 体 组 成 ,每 个 M 是 V 的 某 
一 个 直 和 分 解 V = Vi 四 … 外 V。 中 的 直 和 因子 的 集合 {Vi,…， 
V。) 的 稳定 子 群 . 所 有 的 直 和 因子 Vi;(1 三 i 达 m) 的 维 数 相 等 , 且 
度量 相似 ,它们 或 非 退化 且 两 两 正 交 ,或 当 m = 2 时 全 奇异 . 

Cs: 由 下 = ,的 极 小 扩 域 太 二 Fy 上 的 空间 结构 V = 二 Vn/r， 
天 ) 的 稳定 子 群 组 成 ,r = [ 尺 : 下 是 的 素 因 子 . 

C4: 由 张 量 积 结构 V = UC@rW 的 稳定 子 群 组 成 . 

Cs: 由 下 的 极 大 子 域 天 上 的 空间 (z， 天 )( 使 了 一 
FOrV (n, 天 )) 的 稳定 子 群 组 成 . 

Cs: 由 这 样 的 r- 群 R 的 正规 化 于 组 成 ,r 是 素数 , 且 不 等 于 域 
五 的 特征 p, n 是 7 的 突 ,R 的 中 心 ZCR) 是 > 阶 循环 群 , 且 含 于 G 
的 中 心 , 商 群 R/Z(R) 是 初等 Abel > 群 (这 样 的 尺 称 为 Extra-spe- 
cial r 群 ). 

C1: 由 多 重 张 量 积 结构 V == Vi 的 … QQY。(m 之 3) 的 稳定 子 
群 组 成 ,其 中 所 有 的 V;(1 三 i 三 mx) 度量 相似 . 

Cs: 由 檬 在 G 中 且 作 用 于 同一 空间 V(xn, FF) 上 的 典型 群 M 
组 成 , 即 :(i) SL(n, F) 达 G 达 GL(n, F), M 是 Sp(n, F)、SU(n、 
有 或 QCn,，F, 了 了) 的 正规 化 子 ; (ii) charF = 2，M =-- 
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Oln, F, Q) <G = Spln, F, f). 

关于 上 述 类 型 的 子 群 的 更 详细 的 描述 ,请 参见 本 章 的 下 一 节 
82.2; 

上 面 所 述 的 Aschbacher 的 主要 定理 将 有 限 典 型 群 的 极 大 子 
群 的 分 类 工作 归结 为 两 件 事 :1) 验证 Ci ~ Cs 中 的 哪些 子 群 确实 
是 极 大 子 群 ,哪些 子 群 不 是 ;2) 对 C ~ Cs 之 外 的 几乎 单 的 极 大 子 
群 作 出 完全 的 分 类 . P. Kleidman 和 M. Liebeck 在 文献 [30] 中 做 
了 第 一 件 事 , 对 各 类 有 限 典 型 群 验证 了 C, ~ Cs 各 类 子 群 的 极 大 
性 ,但 他 们 的 论证 严重 依赖 于 有 限 非 交 换 单 群 的 分 类 定理 ,因而 难 
以 向 任意 域 上 的 典型 群 推广 . 本 书 作者 在 一 系列 工作 中 对 任意 域 
上 的 典型 群 验证 了 C, ~ Cs 中 大 部 分 类 型 的 子 群 的 极 大 性 ,甚至 
对 任意 体 上 的 典型 群 的 若干 类 型 的 子 群 成 功 地 进行 了 验证 ,所 作 
的 论证 是 基于 几何 方法 或 矩阵 技巧 .上 面 所 说 的 第 二 件 事 要 困难 
得 多 ,但 G. Seitz 在 这 方面 也 取得 了 重大 进展 ,对 M 是 李 型 单 群 
的 情形 做 出 了 分 类 ( 见 文 献 [65J). 这 样 ,基本 上 只 剩 下 M 是 对 称 
群 或 交错 群 的 情形 有 待 解决 . 当然 ,我 们 可 以 对 对 称 群 或 交错 群 在 
典型 群 中 的 一 些 具体 的 嵌入 方式 验证 极 大 性 ,但 要 作出 完全 的 分 
类 ,就 相当 于 定 出 对 称 群 和 交错 群 的 所 有 的 本 原 的 模 表示 ,其 难度 
可 想 而 知 . 
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设 C 是 任意 体 尺 上 的 典型 群 ,作用 于 空间 Y = 了 VC, F) 上 . 
我 们 可 仿照 Aschbacher 关于 有 限 域 上 的 典型 群 的 子 群 类 型 C,~ 
Cs 的 定义 ,对 体 上 典型 群 G 定义 子 群 类 型 如 下 : 

Ci: 由 可 约 的 极 大 子 群 M 的 全 体 组 成 . 每 个 M 是 V 的 某 个 
非 平凡 子 空间 W 的 稳定 子 群 Gw, 且 当 G 过 GU(n, F, hh, 工 ) 二 
GU (n, Ff) 时 以 下 情况 之 一 成 立 : 

Qi) W 非 退 化 且 与 W+ 度 量 不 相似 ; 

(ii) W 全 奇异 ; 
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(Giii) charF = 二 2, 工 关 Kj, W 是 非 奇 异 的 迷 向 线 . 

Cs: 由 非 本 原 的 极 大 子 群 M 的 全 体 组 成 ,每 个 MM 是 V 的 某 
一 个 直 和 分 解 V = V 四 … 外,。( 办 二 2) 中 的 直 和 因子 的 集合 
{V1，*…,，V。) 的 稳定 子 群 ,诱导 出 这 个 集合 上 的 传递 置换 群 , 因 而 
每 一 个 Vi (1 三 i 达 m) 都 与 V, 维 数 相等 . 当 


G 达 GU(n, F, h, L) GU(n, Fr, 万) 


GD 所 有 的 V; 非 退 化 , 且 两 两 相互 正 交 ; 

(ii) m 二 2, Vi(i 二 1, 2) 工 -全 奇异 . 

以 上 Ci、C: 中 给 出 了 可 约 的 或 非 本 原 的 极 大 子 群 应 当 满 足 
的 必要 条 件 , 但 这 些 条 件 是 否 充分 ,C,、C: 所 说 的 子 群 是 否 确实 是 
极 大 子 群 ,仍然 是 需要 验证 的 . 本 书 的 第 3 章 83.6 和 83.7 将 讨 
论 这 些 子 群 的 极 大 性 . 

Cs: 由 帐 在 G 中 且 作 用 于 同一 空间 V(rn, F) 上 的 典型 群 M 
组 成 . 

关于 同一 空间 V(n, F) 上 的 典型 群 的 相互 包含 关系 ,我 们 有 

Uln, F,h, LL)<UCn, F,h, LL)<U, FF, f) 
GL(n, F), 


其 中 工 己 工 . 我们 只 考虑 其 中 涉及 的 西 群 的 Witt 指数 二 1 的 情 
形 . 这 样 ,可 能 的 情况 是 : 

(GD SL(n, F) 之 G 达 GL(n, Ff) 是 线性 群 ,M 是 SU(n, 下 ， 
放 在 G 中 的 正规 化 子 ; 

GD Ua, F,h, Li) GZGU, F,h, 1),M 是 U'n, 
下 , h, 工 ) 的 正规 化 子 , 其 中 工 己 工 , 且 工 在 LL 中 为 极 大 . 

对 这 些 子 群 的 极 大 性 的 验证 将 在 本 书 第 4 章 中 给 出 . 我 们 所 
作 的 还 不 限于 此 ,而 是 解决 了 更 一 般 的 问题 . 即 : 

Cs 问题 ; 定 出 NN 二 U'(n, ,有 ,上 ) 在 GL(n, 已 ) 中 的 全 部 扩 
群 . 
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我 们 在 N 的 Witt 指数 " 1 这 一 假设 下 完全 解决 了 Cs 问 
题 ,并 作为 推论 导出 了 关于 Cs 类 子 群 M 极 大 性 的 结论 . 

Cs:: 由 下 的 极 小 扩 体 KK 上 的 空间 结构 V(r/r, 天 ) 的 稳定 子 
群 M 组 成 ,其 中 7 == dimrzK 整除 . 

设 KK 是 F 的 扩 体 ,扩张 次 数 7 = dimzK 二 2 整除 n,m = 
n/r， 则 V Cm, KK) 可 看 成 VY = V(n, F). 作用 于 VCm, K) 上 的 
GL(lm, KK) 是 Vl(n, F) 上 的 GL (n, 下 ) 的 子 群 .V Cm, 天 ) 是 在 
Vln, FF) 中 定义 的 KK- 空间 结构 . 当 m 过 2 时 ,这 一 空间 结构 在 
GL(n, F) 中 的 稳定 子 群 是 指 所 有 的 一 维 K- 子 空间 的 集合 
{Kz10 关 x EV) 的 稳定 子 群 ,由 满足 条 件 (Kzx)g = K(xzg)， 
Vz EV 的 所 有 g € GL(n, 了 F) 组 成 . 它 就 是 GL(m, 天) 在 GLCn， 
下 ) 中 的 正规 化 子 , 等 于 GL(n, F) % (Gal K/F), 这 里 


Gal K/F = {oc € Aut Kla’ =a, Ya EF) 


是 天 相对 于 玉 的 自 同 构 群 , 按 如 下 方式 作用 于 (nm, K) 上 : 取 定 
V 在 天 上 的 一 组 基 {e，…，en), 则 每 个 o E Gal K/F 将 每 个 
闷 ” ,ae 映 到 3)”,afe; 而 组 成 ,也 就 是 将 " 作用 于 坐标 (w ，…， 
wu) 的 每 个 分 量 . 当 mm = 1 时 ,整个 了 就 是 一 维 天 -空间 ,天 - 空 间 结 
构 V(1, 天 ) 的 稳定 子 群 定义 为 


GL(1, K) :A(GalK/F) 一 天 ”为 (Gal K/F), 


它 也 正 是 KK' 在 GL(n, FF) 中 的 正规 化 子 .一般 地 ,对 Vln, F) 上 
的 典型 群 G 二 GL(n, FF), KK- 空 间 结构 VGm, KK) 在 G 中 的 稳定 子 
群 M=GN (GLCm, 天) X GalK/F). 

如 果 在 与 FF 之 间 还 有 中 间 体 E, 使 F 生 EK, 则 d= 
dimzK 整除 + 从 而 也 整除 n, V Cm, 天) 也 可 看 作 VCmd，, EE). 
V (md,) 在 G 中 的 稳定 子 群 和 满足 M<X<G, 因此 ,要 想 使 
M 是 G 的 极 大 子 群 , 一 个 必要 条 件 为 :K 是 下 的 极 小 扩 体 ( 即 下 
是 天 的 极 大 子 体 ). 

设 Ulm, KR, hr, Lx) 三 UCm, KK, fx) 是 VCm, K) 上 的 西 
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群 , fx = hx 十 Phxr,J:ama 是 K 的 对 合 .我 们 来 看 看 K 上 的 这 
个 本 群 GL(n, 五) 中 的 栓 入 象 舍 于 怎样 的 U(ln, F,h, 工 ) 之 中 .对 
天 上 每 个 非 零 所 线 性 函数 9 ,可 定义 V 上 二 元 函数 hh 二 phx, 使 
hz，y) 二 9 (hx(x,，y)), 以 及 二 元 函数 = gfx 使 f(x, y) 二 
98 (fr(z,y)). 如 果 可 适当 选取 9 ,使 pg (6) = 42 (9))" 和 
9 (04) 二 9p 《0)a' 对 下 的 某 个 对 合 z, 某 个 ^== 土 1€ F* 和 所 有 的 
0 EKK, a EF 成 立 ,; 则 有 二 ghx 是 Vn, FE) 上 的 二 半 双 线性 型 ， 
了 二 9fx 二 hh 十 hph' 是 h 所 对 应 的 迹 式 (hp)-Hermite 内 积 , 且 非 
退化 , UCm, K, fx) < Un F, 有 ), 是 UGm, K, hr, Lr) < 
Un, FF,h, 工 ), 这 里 工 = 9 (Lx) 满足 条 件 


F,_w CLEF"™* 及 ala' CLlL, VaE€Erk. 


设 U'Gn, F,h, LL) <G GUG, F,h, 5), MU Gm, K, hx, 
Lx) 在 G 中 的 正规 化 子 M 就 是 KK- 空 间 结构 VCm, K) 在 G 中 的 
稳定 子 群 . 

综 上 所 述 ,G 的 C; 类 子 群 M 包括 以 下 两 种 情况 : 

(i) SL(n, F) 之 G 达 GL(n, fF), M 是 N = SL(n/r, K) 在 
G 中 的 正规 化 子 ; 

(ii) Un, F, h, L) AG GUn, F, kh, L),M 是 N= 
U' Garyr KK, hx, Lx) 在 G 中 的 正规 化 子 ,h = ghx, 工 = pg《Lx) 如 
上 定义 ， 

M 在 G 中 的 极 大 性 可 由 下 面 的 更 一 般 的 问题 (C: 问题 ) 的 结 
论 导出 来 . 

Cs 问题 ; 设 民 是 下 的 任意 扩 体 (不 要 求 尺 是 极 小 扩 体 ),r 二 
dimzK < co 定 出 NN 二 SLlm, KK) 臣 U'(m, 尺 ，hx，Lxk) 在 
GL(mr, 下 ) 中 的 全 部 扩 群 . 

我 们 在 第 6 章 中 相当 成 功 地 做 到 了 这 一 点 ,仅仅 附加 了 如 下 
的 限制 ， 

GD) 对 N = SL(m, 天 ) 的 情形 要 求 m 之 2, 遗留 下 m = 二 1 的 
情形 待 解决 ; 
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(ii) 对 入 = U'(m, KK, hx,，Lx) 的 情形 要 求 N 的 Witt 指数 
"之 2, 遗留 下 v 三 1 (主要 是 v 二 1 ) 的 情形 待 解决 . 

Cs: 由 五 的 极 大 子 体 开 上 的 空间 了 (nz， 玉 ) (使 7 = 
F CrkV (2 天 )) 的 稳定 子 群 M 组 成 ,V (x, 天 ) 的 基 也 是 了 (>， F) 
的 基 . 取 这 样 一 组 基 ,将 G 写成 矩阵 群 CCF)7 CC Mat.F 的 形式 , 则 
G(K) = 二 GC(F) 们 MatsK 是 GL(F) 的 子 群 ,而 M 等 于 GC(K) 在 G(F) 
中 的 正规 化 子 . M 的 极 大 性 将 在 第 8 章 中 讨论 . 我 们 希望 解决 的 
是 更 一 般 的 问题 : 

Cs 问题 : 对 体 下 的 任意 子 体 (不 一 定 极 大 ) 尺 , 定 出 NN 一 
SL(n, 民 ) 或 U'(n, 尺 ,， hh, 工 ) 在 GL(n, 下 ) 中 的 全 部 扩 群 . 

F 是 有 限 域 的 情形 已 在 文献 [3] 中 完全 解决 了 ,在 那里 不 限于 
讨论 典型 群 ,并 且 处 理 了 一 般 的 李 型 单 群 . 本 书 第 8 章 讨论 了 FF 
是 任意 域 的 情形 ,并 在 [F:K] 与 相 比 不 是 太 大 的 假设 下 , 定 出 
了 在 GL(n,) 中 的 扩 群 .C; 问题 还 可 进一步 推广 为 : 

对 体 政 的 子 环 尺 , 定 出 G(K) = G(F) 站 MatsK 在 GL(n， 
下 ) 中 的 扩 群 ,这 里 G(F) C MatsF 是 作用 于 Vln, 下 ) 的 某 个 典型 
群 . 

我 们 在 第 8 章 中 对 此 做 了 尝试 ,在 KK 是 域 F 的 极 大 子 环 ,但 
不 是 域 的 情形 下 ,证 明了 SL(n, KK) 的 正规 化 子 在 GCSL(n, Ff) 二 
G 三 GL(n, 了 )) 中 的 极 大 性 . | 

C4 与 C1: 在 下 是 域 的 情形 下 ,很 自然 地 可 将 Aschbacher 的 
定义 作 如 下 的 推广 :C, 与 C; 类 子 群 由 张 量 积 结 构 V = TV, @; 
… Cr Vi 在 G 中 的 稳定 子 群 M 组 成 . 当 & = 2 时 ,MM 组 成 的 类 型 
称 为 C,, 当 二 3 时 M 组 成 Ci. 这 里 , 张 量 积 结构 在 G 中 的 稳定 子 
群 MM 是 指 V 的 真子 集 {x @…@ulu EVi, yl 去 :过 从 在 G 
中 的 稳定 子 群 . 我 们 来 看 M 由 哪些 元 素 组 成 ? 

先 设 SL(V) 达 G 达 GL(V), 易 见 GLCV) 的 子 群 - 


Mi=GLVI)X.… Xx GL(V',) 


= {gO glg EGLOV), 1<i<<k} 
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定 驻 张 量 积 结构 ,其 中 g1… 的 gi 将 每 个 > Bf-iw; EV 送 到 
> @i-wwigi. 如 果 所 有 的 V 的 维 数 一 dim V1 三 i 三 &) 不 全 
相等 ,记忆 一 @,-。 Vi, Us, = 四 ,= Vi, 则 M 也 定 驻 张 量 积 结构 
V = Ui @U,, M 的 极 大 性 迫使 :一 2 且 M == Mi ncG:. 设 所 有 的 
Vi(1 三 i 三 有 ) 具有 相同 的 维 数 , 则 对 每 个 i 存在 一 个 线性 同 构 
9i:V1 一 Vi, V 中 每 个 向 量具 有 形式 


2) Biwipi, 其 中 ui € Vi, V1 i<kh. 


元 集合 {il1 三 1 三} 上 的 对 称 群 5; 中 的 每 个 元 素 o 对 应 于 
GL(CV ) 中 的 一 个 元 素 , 仍 记 作 o, 它 将 


大 [3 
> ， CO up 一 >， CO 1 ve， 
i 


粗略 地 说 ,o 引起 了 VQ 三 i 三 的 互 换 ,这 样 就 将 S 嵌入 
GL(OV). 此 时 M= (AM MMS) NG. 

现 设 在 每 个 V; 上 定义 了 关于 对 合 J 的 一 个 8:-Hermite 内 积 
,J 与 i 无关, 8 二 土 1 依赖 于 i. 设 2= 土 1 是 所 有 的 (1 二 
i 之 有) 之 积 , 则 V 上 可 定义 8-Hermite 内 积 了 = 万 四 … 氏 有 彤 ,使 


f (ui 多 “0 CO ui, Ui C9 加 | OO v1) = Tfik,s v;)，, 
i=1 


对 任意 zw vi € Vi, 1 三 i 三 k. 当 了 是 对 称 双 线 性 型 时 ,还 可 在 V 
上 定义 二 次 型 Q, 使 它 对 应 的 对 称 双 线 性 型 等 于 ,并 且 所 有 的 
Qu Bw) = 0 MM, = GL(VI) X … xX GL(V,) 的 子 群 
Mo = 二 UCVL, 1) X… XUOVi, 记 ) 被 模 入 UCV, 让, 且 当 了 是 对 
称 双 线 性 型 时 ,被 嵌入 OICY,，Q). 当 Q 有 定义 时 , 记 G。 = 
GO Q), G4 二 0(V,Q) :否则 , 记 Go = GU(V, 让, G4 = 
UOV, 内 . 设 % 三 G 三 Go. 如 果 V' 不 全 度量 等 价 , 则 M 的 极 大 
性 迫使 8 一 2, 且 导 二 Mo mcC. 如 果 所 有 的 Vi(l 三 i 三) 相互 
度量 等 价 , 则 对 每 个 i 存在 一 个 度量 同 构 9;:V1 一 Vi, 用 这 一 组 9， 
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按 前 述 方式 的 定义 ,将 S 嵌入 GLCIV), 则 嵌入 象 含 于 G6, 而 
M = (M, XSD) NM G. 


本 书 第 7 章 将 研究 在 二 2 的 情形 下 M 的 极 大 性 , 即 研究 C， 
类 子 群 的 极 大 性 . 这 类 子 群 的 极 大 性 可 以 由 以 下 问题 的 结论 推出 
来 . 

C4 问题 : 定 出 人 一 SLIVD) Xx SLCV,) 或 U'(Vi, /1) X 
U'CV， 六 ) 在 GL(V) 中 的 全 部 扩 群 . 

在 本 书 第 7 章 中 对 NN = SL(V1) Xx SL(V,) 或 Sp(Vi, 1) X 
Sp(V,, f,) 的 情形 完全 解决 了 C, 问题 .对 N = U’'(Vj, f1) X 
UV fi) 的 其 他 情形 ,我 们 在 对 用、fi 的 Witt 指数 附加 了 车 
干 限 制 之 后 , 定 出 了 _N 的 扩 群 (将 这 些 限制 取消 或 放宽 之 后 的 情 


形 遗 留 下 来 待 解决 ). 而 对 & 3 的 情形 ( 即 对 C; 类 子 群 ), 除 文献 “. 


[30J 中 解决 也 为 有 限 域 的 情形 外 ,对 下 是 无 限 域 的 情形 至 今 尚 
无 进展 . 

C4 类 子 群 的 更 一 般 的 推广 如 下 : 

设 眉 是 任意 体 ( 可 以 是 域 或 非 交换 体 ). 设 了 Y 是 4 维 左 天 - 空 
间 ,天 是 Endry 的 不 可 约 子 体 , 则 了 可 看 作 左 焉 右 天 双 空 间 , 开 
在 EndrY 中 的 中 心 化 子 E = EndrxkY 也 是 体 .Y 也 可 看 作 左 下 右 
E 双 空 间 . 取 > 维 左 -空间 U, m 维 左 玉 - 空 间 工 . 则 可 定义 张 量 
积 V = (Y @sU) Q@kT, 并 且 V 是 mrd- 维 左 空间 . 我 们 假定 玉 与 
EE 在 EndrY 中 互 为 中 心 化 子 , 此 时 


Mo = (ly @GL(U/E)) @ GLI/K) 


在 V 上 不 可 约 , 它 在 GL(V/F) 中 的 正规 化 子 M 就 是 V 的 张 量 积 
结构 的 稳定 子 群 .对 V/F 上 的 典型 群 G, 这 个 张 量 积 结构 的 稳定 
子 群 等 于 MN G. 

当 m、r 都 大 于 1 时 ,我 们 将 所 有 这 样 的 稳定 子 群 M mn G 称 
为 Cs 类 子 群 . 

如 果 7 二 1, 则 可 将 YC@sU 等 同 于 Y,V = 二 Y@x, 假如 此 时 
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Y 还 是 一 维 右 玉 - 空 间 , 则 可 写 为 了 = eK (其 中 0 关 e EY ), 将 每 
个 ee (ccE 天 ) 与 w 等同 起 来 ,就 可 将 Y 与 等 同 起 来 .还 可 将 下 
看 成 KK 的 子 体 (a EF 等同 于 gE 使 ae =ea), KK 看 成 F 的 真 扩 
体 ,这 样 ,V 的 上 述 张 量 积 结构 成 为 扩 体 玉 上 的 空间 结构 V = 五 ， 
AM = GL(H/K) 在 GL(V/F) 中 的 正规 化 子 M = GL(V/K) 这 
《GalK/F)，, 这 一 结构 的 稳定 子 群 M 门 G 是 Cs 类 子 群 . 现在 假设 
r 二 1 并且 dimrY = 1, 但 是 天 至 玉 , 则 张 量 积 结构 V 一 FF @xII 
在 GLCV/F) = GL(n, FF) 中 的 稳定 子 群 M 就 是 真子 体 玉 上 的 典 
型 群 GLGI/K7> 一 GL(C， 天 ) 的 正规 化 子 , MN 站 G 是 G 的 Cs 类 子 
群 . 

辣 理 ,如 果 m = 1, 则 当 Y 是 一 维 右 E- 空 间 时 , M 门 G 是 C 
类 子 群 , 当 dimrY = 1 时 , M NG 是 Cs 类 子 群 . 

在 r= 二 1 或 m= 1 的 其 他 情形 ,我 们 仍 将 MM NG 称 为 C, 类 子 
群 . 

对 王 是 域 的 情形 下 的 C4 类 子 群 可 作 进 一 步 的 讨论 如 下 : 

当下 是 域 时 , KK = Endry 包含 下 ,因此 ,不 可 约 F-K- 双 模 Y 
也 就 是 不 可 约 右 及 - 模 , 即 一 维 右 玉 - 空 间 , 可 以 等 同 于 天 ,而 天 在 
EndrY 中 的 中 心 化 子 互 = EndxY = Ki, 当然 了 也 是 一 维 右 E- 空 
间 , 故 Y @sU ==U. 左 EE- 空间 ( 即 左 Ki- 空间 )U 也 就 是 右 天 - 空 
间 . 了 Y == 7 @xH 可 等 同 于 Mat,xnK, 而 M, = GL(r, Ki) @ 
GL(m, KK) 由 了 上 全 体 相抵 变 换 4 @ Bx:XX AXB 组 成 ,其 中 
AEGL(r, K), BE GL(m, KK). Kn 站 Ki 就 是 KK 的 中 心 Z(K)， 
它 包 含 . 设 dimzwKK = 二 tt, 则 MM 在 GL(V/F) = GL(n, F) 中 的 
中 心 化 子 等 于 71”? @ZCK)*. 如 果 ZCK) 是 下 的 真 扩 域 , 则 M。 
的 正规 化 子 M 真 包含 于 V 的 Z(K)- 空 间 结构 V(xn/i, Z(K)) 的 
稳定 子 群 M1, MNG 皇 MNG 打 G, MNG 不 是 G 的 极 大 子 群 ， 
故 设 下 = Z(K). 当 d = 二 1 时 ,=K=E, 仅 当 m、r 之 2 时 ， 
M 站 G 才 是 G 的 真子 群 , 它 也 就 是 有 限 域 的 情形 下 Aschbacher 
对 C4 类 子 群 定义 的 直接 推广 . 当 4 二 2 时 ,KK 是 非 交 换 体 . 如 果 
7 二 1 或 m= 1, 则 张 量 积 结构 V =U @xHI 就 是 KK- 空 间 结 构 ， 
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M 首 G 是 C; 类 子 群 .因此 ,只 将 r、m 二 2 的 情形 列 入 Cs 类 型 .本 
书 第 7 章 证 明了 SL(Cr, Ki) SL(m, 民 ) 的 正规 化 子 在 SL (mrd， 
下 ) 中 的 极 大 性 . 

能 否 将 C; 类 子 群 也 作 类 似 的 推广 呢 ? 这 个 问题 待 研究 . 

Cs: 与 $2.1 中 对 有 限 典 型 群 定义 的 Ce 相同 , 即 由 Extra- 
special > 群 的 正规 化 子 组 成 ,r 是 素数 且 不 等 于 charF,n 是 7 的 
瞪 . 在 $2.7 中 我 们 将 证 明 , 具 有 可 解 的 正规 子 群 的 极 大 子 群 M 
都 属于 Cs 或 Ce 类 . 需要 指出 的 是 ,即使 C 是 无 限 典 型 群 ,Ce 类 子 
群 M 在 射影 群 PGL (n, FF) 中 的 象 却 都 是 有 限 群 . 这 样 的 M 能 否 
成 为 G 的 极 大 子 群 , 尚 待 研究 . 
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本 书 主 要 研究 典型 群 的 子 群 . 典型 群 G 的 每 个 子 群 都 可 以 看 
成 某 个 抽象 群 X 在 某 个 线性 表示 p 下 的 象 p(X). 除了 前 面 比较 
系统 地 定义 的 子 群 类 型 外 ,本 节 补 充 介 绍 一 些 这 种 表示 的 特殊 例 
子 , 以 备 应 用 . 

一 、 正 交 群 的 Clifford 代数 及 其 旋 量 表示 

关于 这 方面 的 知识 ,在 文献 [4] 中 有 详细 的 叙述 ,以 下 只 是 作 
一 个 简明 的 介绍 ,以 备 本 书 应 用 . 

设 下 是 域 ,在 V =V(n, 下) 上 定义 了 正则 二 次 型 Q 及 其 相伴 
的 对 称 双 线 性 型 


f(z, yy) = Q(z y) — Q(x) 一 QCy). 


不 妨 简 记 f(z, y) 为 (zx, y). 以 V 中 的 向 量 为 生成 元 生成 上 一 
个 代数 C, 满 足 关系 式 zx? = Q(z)(Vz EV), 则 C 称 为 (V, Q) 的 
Cliford 代数 ,也 称 为 正 交 群 O(V ,QQ@) 的 Clifford 代数 . 由 基本 定 
义 关系 zx? 二 Q(x) 还 可 推出 :对 任意 zx、y EV, 有 


(xX, 3) = Q(z ym Q(x) — Q(y) 
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一 (z 十 y)2 一 好 一 昂 一 Zy 十 3yZ. 


特别 当 z、y 正 交 时 ,zy = 一 yx. 

任 取 V 在 下 上 的 一 组 基 (wwl1 近 :过 2). 集合 M = (1，2， 
…, n} 的 每 一 子 集 S 对 应 于 C 的 一 个 元 素 us: 当 5 是 空 集 时 , 定 
义 us =1eER*; 当 1S1 = 之 1 时 ,将 8 所 含 的 上 个 自然 数 按 从 
小 到 大 的 次 序 排 成 ma < … 过 ,定义 4s 二 vy; 则 (sl 三 
MM}. 组 成 C 作为 F- 向 量 空间 的 一 组 基 . M 的 子 集 共 有 2" 个 ,因此 
dimzC 一 2". 利用 V 的 基 向 量 之 间 的 乘法 关系 式 woj = (vi, v)) 一 
vjv; 和 如 二 Q(v;) 可 以 得 出 C 的 基 向 量 ws 之 间 的 乘法 关系 式 . 


1S 为 偶数 } 张 成 C 的 一 个 子 空间 , 记 作 C+ ,其 中 的 元 素 


称 为 偶 元 素 ;和 us| 1S | 为 奇数 } 张 成 C 的 一 个 子 空 间 , 记 作 C- ,其 
中 的 元 素 称 为 奇 元 素 . 显然 C+、C- 都 是 C 的 2 一 ! 维 子 空间 , C = 
CC , 且 C? 是 C 的 子 代数 ,C+ 与 C- 都 是 C+- 双 模 . 

如 果 a EC 是 C 的 乘法 可 道 元 ,并 且 “ 在 C 上 的 共 罗 作 用 了 : 
chro xcue 将 了 仍 映 到 了 , 则 称 “为 C 的 正则 元 .正则 元 的 全 体 在 
C 的 乘法 下 组 成 一 个 群 , 称 为 Clifford 群 , 记 作 T. TN C+ 是 的 
正规 子 群 , 称 为 特殊 Clifford 群 , 记 作 +. 每 个 a ET 的 共 绒 作用 
引起 V 上 的 一 个 线性 变换 g(a) :z > a'ra. 且 对 任意 zx EV, 有 


Q(Czp (a)) = (a lza)2 = a Iria = a Q(zr)a = Q(z), 


这 说 明 pg (a) E O(V, Q). pg:T 一 OV, Q), cr>p(a) 是 群 下 的 
一 个 表示 , 称 为 工 的 向 量 表示 .9 诱导 出 特殊 Clifford 群 到 特殊 正 
交 群 中 的 一 个 表示 8+ :T+ 一 SO(V，Q) , 这 个 表示 的 核 Kerp+ 一 
五 “。 

V 中 的 非 奇 异 向 量 w 都 是 正则 元 . 事实 上 ,由 于 w= 
Q(w) 关 0, w ! 二 Q(w)-'w, 对 任意 xz EV 有 


w lrw = QWw) (zr, ww — zw’) 


一 一 (z QWw) zr, ww) = r(— S,), 
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可 见 w ET, 且 9 Cw) 一 一 Ss 是 负 对 称 或 正 交 平 延 . 对 任 一 组 非 
奇异 向 量 wr，…， ws 有 &(ro…reot) 二 《一 1)*S。…Sw,. 特别 ， 
wws € T+ (是 偶数 ) 在 向 量 表示 下 的 象 S。 …Sw。 可 取 壳 
SOCV, Q). 故 pg+ 是 满 同 态 . 而 Kerp+ 王 下 " ,可见 任 一 ccET+ 具 
有 形式 

a = hw = Nw) 〈 其 中 作 E 天)， 


即 a 是 偶数 个 非 奇 异 向 量 之 积 , 且 a 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 
上 由 9 (la) E SO(V,，Q) 唯一 决定 , TY /F* 室 SO(V, Q). 
QCw)…Q(wzm) E F* 在 相差 平方 因子 的 意义 上 由 9p (a) 唯 一 决 
定 , gp (a) E QIV，Q)<e 一 Q(CwD)…Q(Cwx) 是 平方 元 . 

设 xQ) 过 1, xz 是 Y 中 一 对 线性 无 关 且 相互 正 交 的 向 量 ， 
且 Qt) = 二 0, 则 对 ww EC+ 有 


(wu)’ =— wn =— Q(w)Qu) 一 0， 
故 (1 十 wu)-! = 1 一 wu, 对 任意 xz EV, 有 
(1+vwu) :zll+wu)=zri rx, wu (rz, u) (wtQw)u) 


= wt,, wy 


1 十 wu 在 向 量 表示 下 的 象 正 是 QC(V, Q@) 的 根 元 素 六 , 。 

设 (V,Q) = 二 Vl2m, FF, Q) 的 维 数 是 偶数 2m, 且 具有 极 大 的 
Witt 指数 v(Q) = m. 取 六 的 标准 西 基 @ = 人 Un, Vi， …， 
vn}, 即 U。= (ull i=m) 与 了。 一 (vll im) 都 是 极 大 全 
奇异 子 空间 , 且 (wi, zw) 二 0(Vi 关 让， (4i, v0;) 二 1(Yi). 记 e = 
za tm 人 EC. 设 ec 是 e 生 成 的 右 C-- 模 , 则 


(evovi [1 三 记 之 … 之 i 三 m, 上 是 偶数 } 


组 成 eC'* 的 一 组 基 ( 约 定 & = 0 时 的 基 向 量 为 e 本 身 ), W 一 eC+ 
是 上 2" ' 维 空间 .每 个 a ET* 通过 右 乘 诱导 出 友 上 的 FF- 线性 
变换 
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Xa) E GLOW/F) = GL(2™!, F), X(a) :z > za. 


X:T+ 一 GLC F) 称 为 特殊 Clifford 群 T+ 的 变量 表示 . 由 此 得 
到 特殊 正 交 群 SO+ (2m, FF) 到 PGL(2”!, FF) 中 的 表示 o:9 (4a) 
rz XC(a), 也 就 得 到 了 Q+ (2m, F) 到 PSL (2"-1!， rr 
示 . 注意 ,人 7 (2m, 已 ) 可 由 全 体 正 交 二 平 延 刀 ,。 uC 天 
j，s € F') 生成 .将 这 些 正 交 二 平 延 所 对 应 i 1 十 
svjvi、 1 十 svju: ET 在 eC+ 上 的 右 乘 作用 在 适当 的 基 下 写成 矩阵 ， 
就 得 到 Q+ (2m, 下) 在 SL(2”!1, 下 ) 中 的 一 个 矩阵 表示 , 仍 记 为 c. 
特别 取 v 二 2，3，4，5, 就 得 到 如 下 表示 
m = 2: o: Q+ (4, F) -> PSL(2, F) 


是 满 同 态 而 非 单 同 态 , Kero 宇 SL(2, F). 事实 上 , PQ+ (4, Ff) 之 
PSL(2, F) x SL(2, F). 


m= 3:0: Qt+ (6， 有 ) 一 SLC4， EF) 
是 同 构 ,eo 诱导 出 任 一 非 奇 异 向 量 在 Q+ (6, FF) 中 的 稳定 子 群 
0Q(5, 下 , Q) CCQ) = 2) 到 Sp(4, 玉 ) 的 同 构 . 

m 一 4、5 的 情形 :将 oCQt+ C2m, F)) 三 SL(2”!, FF) 所 作用 
的 空间 eCt+ = 二 V《(2”!, F) ( 维 数 2"7! 二 8 或 16) 在 适当 的 基 下 写 
成 行 向 量 空 间 , 并 定义 二 次 型 Q 如 下 : 

取 FR 上 4 维 行 向 量 空 间 V, = MatixsF 和 > 维 行 向 量 空间 
V, =Matix,f, 则 它们 的 张 量 积 V= Vi COrV, 是 4r 维 到 -空间 ， 取 
FF 上 具有 标准 形 的 4 阶 交错 方 阵 如; 和 > 阶 交错 方 阵 如;, 在 行 向 量 
空间 Vi、 V, 上 分 别 定 义 辛 内 积 用 (xz， y) 二 zxzHiy 和 f(x， 2) es 
ZHiy'，, 则 在 4r 维 空间 玉 = VrV, 上 有 对 称 双 线 性 内 积 广 = 
Fs Ff; 使 


7 (zi 0 zx， 1 © y2) = fi(x, If yz2)， 


并 唯一 决定 一 个 与 7 相伴 的 二 次 型 Q, 使 所 有 的 QCz@y) =0, 则 
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N= 二 Sp(Vi, 有) 的 Sp(Vi, f2) 是 QV,Q) 的 C, 类 子 群 . 设 V 的 
自然 基 为 @， = {ei， “8 es}, Vs 的 自然 基 为 8, = {&1, “0 Er )， 则 
= 064,= {eelli4, 1jZr) 是 7 的 基 , 在 这 组 
基 下 ,了 的 矩阵 为 媚 , @ 五 ,, Q 的 矩阵 为 
> OO diag(H,, H,) 

~ lo O 

而 N < Q(7Y,Q) 被 写成 矩阵 群 
N= Sp(4, FF, Hi) © Splr, F, HH.) 


< Qar, F, A) = Q+ (4r, F). 


下 面 建立 空间 eC+ 与 六 之 间 的 对 应 ,并 将 站 上 的 二 次 型 @ 赋 予 
eC+， 

m 一 4 的 情形 :c:Q+ (8, F) -SLCeC+ /F) = SL(8, F). 将 
eC+ 的 基 向 量 按 下 面 的 顺序 排列 为 <C+ 的 基 


和 二 {e， evsUs; eviV3, EU1U4 3S 


eVwiUz， EVIViV3U4; CVUV3, EV2UV4}. 


在 这 组 基 下 ,将 eC1 写 成 行 向 量 空间 MatixsF, 并 与 V 等 同 起 来 ， 
则 可 以 看 作 eC+ 上 的 二 次 型 . 将 生成 Q+ (8, FF) 的 正 交 二 平 延 在 
5 下 的 象 在 基 多 下 写成 矩阵 ,可 以 发 现 o 将 Q+ (8, FF) 映 到 
Q(8, F, A) 二 0+ (8, F), 因此 o 看 作 Q1(8, FF) 的 自 同 构 . 

取 V 的 正则 子 空间 W) = Gu wzs wi, va; U3 一 V3) 及 多 一 
WI 二 (vi Us 十 v3). 对 i 二 1，2, 记 QCW) 为 满足 条 件 wx、 
w EW 的 全 体 根 元 素 ,。sE€ Q(V, Q) 所 生成 的 子 群 , 则 X = 
QW1) x QW,) 是 QV, Q) 的 可 约 子 群 ,但 计算 表明 oC(X) = 
NN =Sp(4, ,HI1) @ Sp(2, ,有 H,), 它 是 QV, @) 的 不 可 约 子 
群 . 当 charF 头 2 时, V = W 外 W,. 在 第 3 章 中 将 证 明 X = 
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QW1) XQW,) 的 正规 化 子 是 Q+ (8, f) = Q(V, Q) 的 极 大 子 
群 . 从 而 C, 类 子 群 NN = c(X) 的 正规 化 子 是 Q+ (8, F) = Q(7， 


QI) 的 极 大 子 群 . 当 char 忆 二 2 时 , Wi 十 W, 二 z+ 是 V 的 7 维 正则 
子 空间 ,其 中 z = w 十 ws 是非 奇 异 向 量 , 从 而 = QCW1) x 
QW,) 合 于 zx 在 QC(V, QQ@) 中 的 稳定 子 群 Q(xt) = 0Q(7, FF, Q)， 
其 中 Qi 是 Q&Q 在 z+ 上 的 限制 ,其 Witt 指数 = 3. 0, = ac(CQCzL)) 


同 构 于 可 约 子 群 Q(7, F, Q,1), 但 0 本身 在 V 上 不 可 约 . 子 群 的 
包含 关系 


QWI) x QW,) < Nxt) <ATV, Q) 


经 过 c 作用 后 变 为 Sp(4, F) @ Sp(2, F) 二 0 二 Q+ (8, F). 取 
正 交 平 延 ,。 € Q(zr1)\X, 则 QCzt) 一 (X, tt,。). 由 计算 可 知 


oltu,,»,) 的 矩阵 为 
"= jl dj 


而 2 二 《N, oltw,w)) 可 由 具有 下 面 的 形式 的 全 体 和 矩阵 生成 : 


b 
TB)Traiaa(B) 1 Sj<2,i¢ (j,ij+2), B= . |s 
C a 


MatzF | . 
当 双 一 5 时 ,oz:0+ (10, fF) 一 SL(eCt+ /F) = SL(16, F). 将 
eC 的 基 向 量 按 下 面 的 顺序 排列 为 基 : 
B= {e,， EVU1V3, €VU1U,, EU2U3; 
€U3Us;, eViZV4 CV1IV2Z3V4， EU2745 
eU4D5， EU1U3V4U5 ， EUIV2U4U5， EV2UV3V4Uss 
一 eV3V5， 一 EUIV5， 一 eUliosV3u5 ， 一 ev2svs)}. 


将 eC "在 这 组 基 下 写成 16 维 行 向 量 空间 ,并 与 V=V(4, FF) 
CrV (4, 下) 等 同 起 来 ,从 而 把 Q 看 作 是 六 = eC+ 上 的 二 次 型 . 
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取 V = 二 V(10, FF, Q) 的 正则 子 空间 Wi = 《ws Uz, V1, Vv,， 
us 一 Za) 及 W, = Wt = (us Us V4 Vs Us 十 va), 则 对 X = 
QW1) XQCW,) 二 QCV, Q) 有 


ol(X) N = Sp(4， F, Hi) OW Sp(4， F, H.,) 


<ATV,Q) = 0Q+ (16, F). 
由 QC(V,Q) = (X, t,。) 得 
Qo = olQ+ (10, F)) = (N, olta,.)) 


= 《N, T,,(diag (1,， 0，1， 0))T(diag(0， 1， 0， 1))» 
区 Qt+ (16, F). 


另外 , 取 了 了 二 〈《X， tu )s 则 当 charF #2 时 ， Y = 0Q+ (0, F), 
ol(Y) = 0 ; 当 charF = 一 2 时 ， 


Y = Ql (us 十 v3)1) 3 4(9， 了 5 Q1) (RQ1) 一 4)， 


ICY) 人 0Q, 一 io， 且 Q, 一 QC7， Q) = €t (16， F). 


由 计算 表明 a(t,» ) 的 矩阵 为 Ts( 一 BTw(Bo), 其 中 B。 = Ei 
十 2s E MatsF. 记 Ro = 二 (SH,|IS € Mat 是 交错 方 阵 }, R, 一 
{B = (bi;) axs 和 Rio |b se bz2}. 并 定义 Rio 上 的 可 逆 变 换 将 每 个 
B= (bij) axs E Ro 映 到 B= (bu ba)T— BB, 则 所 有 的 T= 
Ti(B)Tjrz,iz2( B) (Ij<2,i€ {1,2,3,4}\(j, j++ 2), 
B € Rio) 生成 Qo, 其 中 BE R, 的 全 体 了 生成 0. 

二 、 对 称 群 或 交错 群 的 本 原 衣 示 的 若干 例子 

这 里 当然 不 可 能 给 出 对 称 群 或 交错 群 的 所 有 的 不 可 约 且 本 原 
的 表示 ,但 下 面 一 些 例子 在 本 书 的 定理 和 证 明 中 将 被 引用 . 

1. 对称 群 和 交错 群 在 f, 上 辛 群 或 正 交 群 中 的 嵌入 

设 自然 数 m 过 5,5。 和 4, 分别 是 作用 于 m 元 集合 8 = {e， 
…，em) 上 的 对 称 群 和 交错 群 . 以 8 为 基 在 二 元 域 ,上 张 成 mr 维 
空间 Y。 二 VCm, FF,), 则 基 向 量 的 每 个 置换 o € 5S, 引起 了 。 上 一 
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个 线性 变换 9E GL(m, 2). 这 就 得 到 S。 在 了 。 上 一 个 忠实 表示 . 
在 V, 上 定义 二 次 型 @ 及 相伴 的 辛 内 积 了 ,使 


f (le, e))=1 (Vi##), f (ei, ei) = 0(Yi), 


且 所 有 的 QCe;) 相 等 . 则 易 见 $ (CS。) 三 OC(V，, Q@) < Sp(V,, 了 )， 
进而 9 (4。) 过 QV。, 8). 不 过 ,S。 在 V。 上 的 这 个 表示 是 可 约 
的 . 比如 ,一 | 忆 ”ae| 于 wu = 0 是 S- 的 mw 一 1 维 不 变 子 
空间 ,所 有 基 向 量 的 和 ww。 = e 十 … 十 e 也 被 S。 定 驻 不 动 , 张 成 
S。 的 一 维 不 变 子 空间 (wwo). 将 广 _Q 在 V。: 上 的 限制 分 别 记 为 
记 、Qi, 则 9 诱导 出 S。 在 V。: 上 的 忠实 表示 
Pi:Sn OCTV。，Q) <Sp(VT。， 思 )， 
并 进而 诱导 出 忠实 表示 4。 ~ Q(V。,，Q). 注意 ,S。 由 对 换 生 
成 ,每 个 对 换 (ij) 在 OC(V。, 9) 中 的 象 就 是 正 交 平 延 p, 4.4. 而 4。 
可 由 两 个 不 相交 对 换 之 积 (ij) (st) (i, j, s, t 两 两 不 同 ) 的 全 体 生 
成 ,9 (Cj) (50)) = porte,ipstei = ttoreteoate 是 QC(V,, Q) 的 
短 根 元 素 ,p (4，) 就 是 由 这 种 形式 的 短 根 元 素 的 全 体 生成 的 子 群 . 
先 设 m = 2z 是 偶数 :此 时 
Wo =e@l 二 "二 em EV = V1, HB (wo) = RadVy i. 


由 Sw 定 驻 wo 知 ,p1 诱导 出 S。 在 商 空 间 Va-s 二 Va-1/《wo) 上 的 
忠实 表示 9, 且 fi 在 Vs- 上 诱导 出 一 个 退化 内 积 f. p 将 55 收入 
SplV,is, f) = Sp(2t 一 2，2). 

如 果 t = 2 十 1 是 奇数 ,m= 二 弦 十 2 : 则 当 m = 6 时 , 得 到 
同 构 Ss 衬 Sp《4, 2). 而 驶 == 锯 十 2 之 10 时 ,Sw4s 是 Sp(44, 2) 的 
极 大 子 群 . 

当 上 一 2k 是 偶数 时 ,wo 是 奇异 向 量 , 非 正则 的 二 次 型 Q, 在 商 
空间 Vs 二 Vw_1/(wo) 上 诱导 出 正则 的 二 次 型 Q， 9 将 S4 巾 入 
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OCVwu_z， QQ@) ,从 而 将 A 个 入 QC(Vw-z,Q). 当 mw 二 饮 二 8 时 ,得 
到 同 构 4 衬 Q+ (6, 2), 而 当 m 二 饮 二 12 时 ,4 是 QCVw 
Q) 的 极 大 子 群 . 

再 考虑 m = 2i 十 1 是 奇数 的 情形 :此 时 VV, = 二 Vs 是 Vwti 的 
非 退 化 子 空间 ,内 积 亡 非 退 化 ,91 将 Sati 谋 入 


Ol(V,, Q1) < Sp(V,, A) = Sp (2t, 2)， 


且 将 4Azii 杠 入 QC(Vs, Q1). 

如 果 上 = 2k 是 偶数 ,mr = 二 饮 十 1 : 则 当 m = 5 时 ,得 到 同 构 
45 人 0 (4，2). 当 m== 锯 十 1 之 9 时 , hu 是 QOV4, Qi) 的 极 
大 子 群 . 

再 设 上 = 2& 一 1 是 奇数 ,m= 二 和 2 一 1 :将 mr 元 集合 8 = {ei， 
en 扩充 为 mx 十 1 元 集合 8， 一 《el，…，en， en+1}， 取 Ge， 在 FF 
上 张 成 的 空间 Wri = 了 (4&，2), 将 V。 自然 地 看 作 磷 。+ 的 子 空 
间 ,V，。 上 的 辛 内 积 了 和 二 次 型 Q@ 可 扩充 为 Wm+1 上 的 辛 内 积 f。 和 
二 次 型 @,, 使 Qu(es iD) 一 olei) 及 了 le;, em41) 二 1 对 所 有 的 1 二 
i 三 m 成 立 .将 2 上 的 对 称 群 8。 看 作 21 上 的 对 称 群 S-+: 的 子 群 
( 即 e+ 的 稳定 子 群 ),Sp(V。, f) 看 作 Sp 《Wr1， fo) 的 子 群 . 取 


m 二 1 


w.- {Hael Da = 0), 
Wi = W.,/ le 十 … 十 ent1), 


并 记 Q, 在 Www :上 诱导 出 的 二 次 型 为 @Q,, 则 V。, = WW 人 间 V, 是 
W。 的 子 空 间 , 且 了 。 站 (el 十 … 十 Emr1) = 0, 故 驳 。 到 商 空间 
三 。: 的 自然 同 态 导出 子 空 间 V。: 到 友 。 :证 的 同 构 . 在 这 个 同 构 
的 意义 下 可 以 将 了 。: 与 W。-1 等 同 起 来 ,从 而 将 OCV,-1,Q1) 与 
OC(Wa-1，Q) 等 同 起 来 .于 是 杠 入 在 OCV.1,:Qi) 中 的 S， = Ss 可 
以 看 作 嵌 入 在 OCW。-1， Qo) 的 Su = Se 的 真子 群 . 我 们 知道 

Sm+1 可 以 由 Sn 添加 对 换 (m， m 十 1) 而 得 到 . 注意 到 em 十 en+l EE 
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W。-_1 等 同 于 Yi 中 的 e: 十 … 十 em 故 $ 过 OCT。，Q 添加 
正 交 平 延 CH+。 ,1 E OCV。，@Qi) 而 得 到 的 真 扩 群 就 相当 于 
Si 三 OCW,_i1， Qo). 这 说 明 : 当 和 三 银 一 1 时 有 3。 天 Si 去 
OCT。，QD)， 从 而 4 天 4 过 QIV。，QD). 当 m = 二 7 时 , A 
一 0Q+ (6, 2), 4, 是 A 的 极 大 子 群 从 而 是 Q+ (6, 2) 的 极 大 子 群 . 
而 当 和 三 饮 一 1 过 11 时 ,4 是 4。 在 QIV。，Q) 中 的 非 平凡 
扩 群 ,4, 不 是 QCV。:，Q) 极 大 子 群 . 

2. 对 称 群 和 交错 群 在 R, 上 的 正 交 群 中 的 嵌入 

设 V。 是 三 元 域 f 上 m 维 向 量 空间 , 8 = {e，…，en} 是 它 
的 一 组 基 , 并 在 V。 上 定义 了 二 次 型 @ 及 相伴 的 对 称 双 线性 型 广 ， 
使 所 有 的 G (e) =1, 且 了 (e;, e) = 0 (i 关门 , 则 作用 在 基 向 量 
集合 2 上 的 对 称 群 S。 被 嵌入 正 交 群 O(V。，Q) ,而 4。 被 仍 入 
9 的. Vi 一 (可 ae,| "a, = 9 是 S。 的 不 变 子 空 


间 . 于 是 又 得 到 $。 在 O(T。:，Q,) 中 的 嵌入 ,其 中 Q 是 Q 在 了 。， 
上 的 限制 .而 4 被 认 入 Q(V。:，Qi). 注 意 ,S。 可 由 对 换 生 成 ,而 
每 个 对 换 (j) 就 是 OCV。, Q) 中 的 对 称 S。. . 交错 群 4。 可 由 三 轮 
换 生 成 ,而 每 个 三 轮换 (ijs) = (ij)(is) (i, j, * 两 两 不 同 ) 在 
QV。1, QQ,) 中 相当 于 S。 .93。 二 #4otos-o’ 是 QCV,-1, Qi1) 
的 一 个 根 元 素 . 全 体 基 向 量 的 和 wo 二 e 十 … 十 en 被 S。 定 驻 ,从 
而 (wo) 是 $。 的 一 维 不 变 子 空间 . 

如 果 m 是 3 的 倍数 , 则 wo。E V。i， 且 (wo。) = Rad V ,是 奇异 
线 ,Q， 在 商 空间 V。sV(rw)》 上 诱导 出 正则 二 次 型 Q， Sn 被 嵌入 
OCV-:，Q), 从 而 4。 被 嵌入 Q(V。:，Q). 当 mm = 6 时 ,就 得 到 
4 人 0- (4, 3) = POQ- (4, 3). 当 m = 3 三 9 时 ,A 是 Q(V,,， 
Q@) 的 极 大 子 群 . 

设 mx 不 是 3 的 倍数 , 则 V,-; 本 身 就 是 非 退化 空间 ,Q, 是 正则 
二 次 型 (相伴 于 非 退 化 内 积 ), 4, 一 Q(V。,，Q) 是 所 需 的 嵌入 . 
特别 当 m = 4 时 ,得 到 4, 二 QC3, 3). 当 双 一 3 十 1 之 7 时 ,4，。 
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”是 QC(V。_1, Q,) 的 极 大 子 群 . 当 m = 二 3k 一 1 三 2(mod 3) 时 ,将 
扩充 为 @ = {ei, ”9 Em, Emtii}s Vm 扩充 为 Wt =V, | (@m+1)， 
使 Q es =Q(Ce) (V1 三 i 三 mr). 取 

更 十 1 


W, = D2 Da; = os 
i=1 i 
1 一 el 十 … 十 em+l， 


则 〈rw ) = Rad W,, @, 上 的 Sm+1 被 幅 入 Wi = Wa/ (wi) 上 的 正 
交 群 O(W,，_1). 由 Vi N ‘wi)=0 可 将 Y。: 与 商 空间 内。:; 等 同 
起 来 .于 是 


Sn < Sut OV,-1, Q), 
pe < Anti = QV.i, Q). 


当 m = 二 5 时 ,hs 是 4, = QQ) = 0 (4, 3) 的 极 大 子 群 . 当 
m 二 3k 一 1 过 8 时 ,hm 是 4 在 QCV。1, QQ@) 中 的 非 平凡 扩 群 ， 
4。 在 QCV,。_1, Q@) 中 不 是 极 大 子 群 . 
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我 们 希望 将 M. Aschbacher 关于 有 限 典 型 群 的 极 大 子 群 的 
定理 推广 到 任意 体 上 的 典型 群 G, 对 G 的 极 大 子 群 M 的 可 能 的 
类 型 尽 可 能 做 出 刻画 . 为 此 ,我 们 将 G 和 作用 的 空间 V 看 作 M 上 的 
模 ,G 的 元 素 和 五 的 元 素 的 作用 都 引起 Y 的 加 群 的 自 同 态 . 本 节 
先 考察 由 Y 的 加 群 自 同 态 组 成 的 环 在 Y 上 的 作用 . 

设 V 是 任意 加 法 群 , 即 整数 环 Z 上 的 模 .Y 的 加 群 的 每 一 个 
自 同 态 称 为 VV 上 的 一 个 算 子 .V 上 的 全 体 算 子 ( 即 加 群 自 同 态 ) 组 
成 一 个 环 更 = Endz(V),V 是 这 个 环 上 的 模 . 环 胞 中 乘法 的 定义 
依赖 于 是 把 V 看 成 右 家 - 模 还 是 左 农 - 模 . 如 果 把 V 看 成 右 . 灾 - 模 ， 
则 算 子 w、PE 约 的 积 a6€ 哆 由 v(aB) = (va)B (Yv EV) 定义 ， 
即 sb 是 先 作 用 a, 后 作用 8 的 合成 结果 . 但 如 果 把 V 看 成 左 绝 - 
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模 , 则 8 由 (abB)v = x(CpBo) 定义 ,是 先 施行 8, 后 施行 a 的 合成 结 
果 . 在 这 两 种 情形 下 的 家 虽然 是 同一 个 集合 ,加 法 的 定义 也 是 相 
同 的 ,但 乘法 的 定义 却 不 同 ( 顺 序 恰好 相反 ), 因 此 是 两 个 相互 不 同 
的 环 , 恒 等 映射 a r> a 是 这 两 个 环 之 间 的 反 同 构 . 

一 般 地 ,对 任意 环 RR, 我 们 可 在 R 的 加 群 上 重新 定义 乘法 
a x*b 二 ba, 得 到 另 一 个 环 R”, 称 为 RR 的 对 偶 环 .集合 R 的 恒 等 映 
射 + 是 两 个 环 之 间 的 反 同 构 ( 在 R 是 交换 环 的 特殊 情形 ,R” 与 R 
是 同一 个 环 ). 按照 这 样 的 说 法 ,将 加 群 V 分 别 看 作 安 = EndzV 
上 的 右 模 或 看 作 左 纪 - 模 的 两 种 情形 下 的 统 的 两 种 环 结构 是 相互 
对 偶 的 环 . 一 般 来 说 ,如 果 两 个 环 尺 和 R' 之 间 存 在 反 同 构 r:R 一 
R', 则 每 个 右 R- 模 V 可 通过 定义 rl(a)v= 二 va (Ya € R,vEV) 成 
为 左 R'- 模 ,而 每 个 左 R- 模 也 可 类 似 地 定义 成 右 R'- 模 . 特别 , 当 
尺 是 及 的 对 偶 环 时 是 如 此 ， 

本 书 中 通常 认为 加 群 了 是 家 = EndzV 上 的 右 模 . 也 就 是 说 ， 
每 个 算 子 “E 宏 在 了 7 上 的 作用 都 写成 右 乘 的 形式 ,每 个 "ET 在 
a 下 的 象 记 作 va. 如 果 V 是 某 个 环 S 上 的 忠实 右 模 , 则 认为 S 是 
R 的 子 环 . 如果 V 是 某 个 环 S 上 的 忠实 左 模 ,由 于 5S 与 强 的 乘法 
定义 的 顺序 不 一 致 ,不 能 直接 说 $ 是 级 的 子 环 ,但 可 以 认为 每 个 
s E55 在 V 上 的 左 乘 作用 si:vr> sv 是 绝 的 元 素 , 记 vsi = sv, 也 
就 是 说 ,把 *E 5 在 V 上 的 左 乘 作用 认为 是 算 子 si 的 右 乘 作用 . 
si(s € 5S) 的 全 体 组 成 名 的 子 环 Si. 对 任意 s、t€E5S 和 wvE€EV， 
有 : 

六 十 友 ) 二 (5s 十 2Dv = vs 二 £1， 
v(sitr) = tsv = v(ts). 
可 见 ,映射 sr> 5 定义 了 环 5 到 Si 的 反 同 构 . 忠实 左 S- 模 V 成 了 
忠实 右 Sz- 模 (在 $ 是 交换 环 的 情形 下 ,S 到 Sj 的 反 同 构 sr> si 也 
是 同 构 ,此 时 可 以 认为 S = Si, 直接 将 S 看 作 绝 的 子 环 ). 将 S 通 
过 反 同 构 映 射 S 一 SzS 多 嵌入 家 之 后 ,7 作为 左 5- 模 的 自 同 态 
环 EndsV 也 就 是 5Si 在 = EndzV 中 的 中 心 化 子 . 当 V 是 忠实 右 
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S- 模 时 ,为 了 强调 S 在 V 上 的 右 乘 作 用 ,也 可 将 每 个 ;ES 在 V 上 
的 作用 vr> vs 记 为 sg, 并 把 Sx = {sals € S} 看 作 统 的 子 环 .但 
sr> sg 是 环 S 到 Sa 的 同 构 , vsr 二 vs 对 所 有 的 v EV、sE5 成 
Es 因此 ,我 们 总 可 认为 SR = 5, Sk = 5S. 

设 加 法 群 V 可 以 分 解 为 有 限 个 子 群 V;(l 之 i 之 nn) 的 直 和 
V = 二 Vi 欠 … 外 V,, 则 每 个 元 素 v EV 可 以 唯一 地 写成 w= vi 十 
… 十 v, 的 形式 ,其 中 每 个 v E Vi(1 达 i 达 nn). 我 们 把 v= 二 vw 十 
… 十 v, 写 成 n 维 行 向 量 (vi，…, wv) 形式 . 对 每 个 1 三 i 三 n, 定义 
投影 映射 


pri: V > Vi, (vi, ot, V) FF> mi 


则 每 个 g € 级 二 EndzV 可 写成 g = gi 十 … 十 g, 其 中 每 个 8 一 
gPrj(1 三 j 三 n) 是 V 到 Vj 的 加 群 同 态 .对 任意 1 三 i, j 三 x, 记 
85:Vi 说 Vj 为 g; 在 V; 上 的 限制 , 则 gi 也 是 加 群 同 态 . 并 且 
vg = 2 对 所 有 的 v= 二 (v1, …, v.) ETY 成 立 ,或 写成 
和 矩阵 形式 : 

SI ' Bl 


(Vi VE = (Vi UV) 


Bnl Bunn 


也 就 是 说 ,g 可 以 用 矩阵 4 = (g;,),x, 的 右 乘 作用 来 实现 ,矩阵 中 
的 元 素 sy € Homz(V;, V,) 是 V; 到 的 加 群 同 态 . 我 们 将 这 样 
的 矩阵 (gi;),x, 称 为 算 子 算 阵 .每 个 g € 家 在 了 Y 上 的 作用 可 以 由 
相应 的 算 子 矩阵 的 右 乘 来 实现 .于 是 腕 = Endzy 可 以 等 同 于 所 有 
这 样 的 算 子 矩阵 组 成 的 环 . 

以 下 我 们 设 己 是 任意 体 ,Y 是 尺 上 >” 维 左 向 量 空间 , R = 
Endr(Y) 是 V 作为 左 天 -空间 的 自 同 态 环 , 即 了 上 全 体 F- 线 性 变 
换 组 成 的 环 . 

任 取 V 的 一 组 左 F- 基 6 = {el1 之 i 之 n},; 则 V = Fe 外 … 
由 Fe. 每 个 基 向 量 。 张 成 的 一 维 子 空间 Fe; 可 在 加 群 同 构 Fe; 一 
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下 , ae; r> 4 下 等 同 于 下 ,于 是 了 一 严 一 下 四 … 人 由 及 是 将 下 重复 
2 次 的 直 和 ，Homz(CFei，Fei) 二 EndzF. 将 每 个 v EV 在 基 人 2 下 
写成 行 向 量 v € Matix:F, 则 家 = EndzV 可 等 同 于 算 子 环 统 , 一 
EndzF 上 的 n 级 全 方 阵 环 Mat,( 家 ,), V 的 每 个 加 群 自 同 态 ( 即 经 
中 的 元 素 ) 可 由 相应 的 算 子 矩阵 g = Cap)xs(ai GE 农 ) 的 右 乘 作 
用 来 实现 . 

EndzF 的 如 下 两 类 算 子 具有 特别 的 重要 性 :每 个 E FF 在 Ff 
上 引起 一 个 左 乘 算 子 wz :9r> ab 和 一 个 右 乘 算 子 aa:0r ba , 它们 
都 是 农 , = EndzF 的 元 素 . Fi = {ala € F} 和 Fx = {arla EF} 
都 是 如 , 的 子 体 . 

对 每 个 a EF, CR 将 每 个 0 各 五 送 到 Oak = oa， 因此 可 以 将 算 
子 ar € Far 与 元 素 a € F 等 同 起 来 ,从 而 将 Fr 与 等 同 起 来 . 进 
而 将 Mat, (Fn) 与 MatsF 等 同 起 来 ,它们 在 维 左 -空间 V = 
MatixF 上 的 右 乘 作用 就 是 EndrV， 

再 来 看 i, 由 于 V 是 左 F- 空 间 , 每 个 a € FF 在 V 上 的 左 乘 作 
用 引起 V 的 一 个 加 群 自 同 态 : 


(CO ， “**, 0)r>(ab， …，a0.) 一 (0 ，…， O)diag(ar， “5 


这 个 自 同 态 可 以 由 算 子 矩阵 41 = diag(ar，…，ar) 在 了 上 的 
右 乘 作用 来 实现 , 算 子 矩阵 ar1m 可 以 看 作 是 a € Fi 所 对 应 的 
“ 纯 量 阵 ” 这 样 的 “ 纯 量 阵 ?ax7% 的 全 体 组 成 了 家 = Endzy 的 一 
个 子 体 fi1" ,我 们 可 以 将 “ 纯 量 ”az 与 “ 纯 量 阵 ”"ai1" 等同 起 来 ， 
从 而 将 Fi 与 Fi7" 等 同 起 来 ,而 直接 认为 Fi CC 绝 (但 应 该 将 每 个 
ar € FL 理解 为 ar1™). Fi 在 纪 = Mat (有 家) 中 的 中 心 化 子 也 就 
是 F- 线 性 变换 环 EndrY = Mat, (Fr). 特别 , 当 nn = 二 1 时 ,Fi 在 
Ri = EndzF 中 的 中 心 化 子 等 于 Fr. 同样 ,Fx 在 统 | 中 的 中 心 化 
子 等 于 Fi，Fr1" 在 EndzV 二 Mat,( 级 ,) 中 的 中 心 化 子 等 于 
Mat. (FL). 

如 果 世 是 FF 的 子 体 ,将 下 看 成 E 上 的 左 向 量 空间 , 则 Fx 性 
EndsF. 如 果 dimzF = d < ,在 下 的 一 组 左 E- 基 之 下 可 将 
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EndzF 写成 全 方 阵 环 MatsE ,从 而 五 二 Fr 被 杠 入 MatsaEk. 即 下 中 
每 个 元 素 a 被 写成 上 的 d 阶 方 阵 ( 其 实 是 an 在 基 空 下 的 方 
阵 ) ,而 Mat.F 被 嵌入 


Mat (MatusE) 一 Mat :五 


在 本 书 中 ,对 V 的 左 Ff- 基 2 = {e|1 达 i 达 n) 和 下 的 左 E- 基 之 = 
{ll 三 j 夺 4d), 记 


ZE = {tell i<n, 1 和 7 达 d)， 


其 中 5e 的 排列 顺序 是 先 考虑 :后 考虑 7 的 字典 式 排列 , 即 : 当 
i < ,或 当 : 一 且 7<< 了 时 ,55e: 排 在 终 er 的 前 面 . 则 2G 是 了 
的 左 E- 基 ,EndrV 在 这 组 林 之 下 具有 和 矩阵 形式 Mat,F 二 MatwaE， 
其 中 下 = Fx 在 基 空 下 按 前 述 方式 巾 入 MatsE， Fi 的 元 素 一 般 并 
不 是 下 作为 左 E- 空 间 的 线性 变换 ,不 能 写成 上 的 d 阶 方 阵 ,但 
作为 家 ,=EndzF 中 的 元 素 则 可 写成 算 子 环 EndzE 上 的 a 阶 方 
阵 . 由 Fr 中 心 化 ER 可 知 天 含 于 五 MT 在 Matsa(EndzE) 中 的 中 心 
化 子 Matsa(Ei). 于 是 Mat, (Fi) 被 幅 入 Matna CE). 如 果 FF 在 自身 
的 中 心 Z(F) 上 的 维 数 有 限 ,可 以 取 EC ZF), 此 时 Ei = Enr < 
EE, Fi 和 Fr 都 可 幅 入 MatsE, 且 在 MatzE 中 互 为 中 心 化 子 , 而 
Mat, (Fi)、Mat, (Fr) 都 被 嵌入 MatwaE. 
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设 V 是 体 下 上 4 维 左 向 量 空间 , R = Endr(Y) 是 Y 上 全 体 
F- 线 性 变换 组 成 的 环 , 我 们 把 V 看 成 右 R- 模 ,从 而 是 左 政 右 RR 双 
模 . 按照 前 一 节 所 述 ,将 F 在 V 上 的 左 乘 作 用 组 成 的 体 F, 看 成 环 
家 二 Endzy 的 子 体 , 则 R 就 是 Fi 在 空中 的 中 心 化 子 .我 们 将 严 
中 的 元 素 称 为 V 上 的 “ 纯 量 ”,R 中 所 含 的 “ 纯 量 ”组 成 的 集合 
Fi (NR = Z(F)1v 就 是 R 的 中 心 , 它 由 下 的 中 心 2(F) 在 V 上 所 
引起 的 中 心 纯 量变 换 的 全 体 组 成 . 在 不 会 引起 歧义 的 情况 下 ,我们 
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也 将 ZCF)1y 简 记 为 ZCGPF) ,将 ZCF) 1y 简 记 为 ZCF)*. 

对 更 二 EndzV 的 任 一 子 集 5, 我 们 将 下 与 S 在 灾 中 生成 的 
子 环 记 作 KFS, V 可 以 看 作 FS- 模 .如果 了 是 单 RS- 模 (也 称 不 可 
约 FS- 模 ) ,就 称 S 在 V 上 不 可 约 ,否则 , 称 $ 在 V 上 可 约 . 

如 果 3 是 尺 =Endr(Y) 的 子 环 , 则 7 也 可 以 看 作 左 下 右 3 
双 模 .V 的 F-S- 双 子 模 就 是 Y 中 在 $ 的 作用 下 不 变 的 子 空间 ,也 
就 是 V 作为 FS- 模 的 子 模 . 对 R 的 任 一 子 集 (不 一 定 是 子 环 )M， 
我 们 也 说 VV 是 右 M- 模 ,从 而 是 F-M- 双 模 ,并 将 V 中 在 M 作用 下 
不 变 的 子 空间 称 为 F-M- 子 模 . 实际 上 ,V 的 fF-M- 双 模 结构 也 就 
是 V 作为 环 FM 上 的 模 的 结构 . 

我 们 所 重视 的 ,主要 是 M 是 GL(V) 的 子 群 的 情况 , 按 这 个 观 
点 将 V 看 成 群 M 上 的 模 并 考察 它 的 F-S- 双 模 结 构 , 也 就 是 FM- 
模 结构 . 

对 GLCV) 的 子 群 M, 如 果 存 在 直 和 分 解 


V=VB.:… DV,., m 之 2， 


使 WM 诱导 出 直 因 子 集合 Q = {Vi|1 达 i 三 m} 上 的 置换 群 ,就 称 M 
在 V 上 的 作用 非 本 原 ,反之 就 称 M 的 作用 本 原 . 

我 们 总 是 认为 体 下 上 的 全 方 阵 环 Mat, 通过 右 乘 作用 于 行 
向 量 空间 Y = Matix, 有 ,将 每 个 矩阵 A E Mat,F 与 它 在 Matix,F 
上 的 右 乘 作 用 4na:z +> z4 等 同 起 来 ,从 而 将 全 方 阵 环 Mat,F 与 
全 线性 变换 环 R = EndrY 等 同 起 来 .因此 ,我 们 可 以 对 Mat, 的 
子 环 或 GL (n, 五 ) 的 子 群 讨论 可 约 性 .本 原 性 等 . 比如 说 ,和 矩阵 环 
或 矩阵 群 不 可 约 即 是 指 它 在 Matix, 严 上 的 右 乘 作 用 不 可 约 . 

当 M 有 GUCz F, 有 hh, 工 ) 达 GU(n, 下, 有) 时 ,对 于 群 M 上 的 
模 V 二 Vn, F) 上 的 单子 模 , 有 如 下 引 理 ; 

引 理 2.5.1 车 M 之 GUGn, F,h, LL) <GUn, F, /),W 
是 了 的 单 FM- 子 模 , 则 下 列 结论 之 一 成 立 ， 

GD) W 是 非 退 化 子 空间 ; 

(ii) W 是 全 奇异 子 空间 ; 
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(iii) charF 二 2, 多 是 定 号 的 全 迷 向 子 空间 ,特别 当 M 到 
U(z， 开 ,AL) 时 , 太 是 非 奇 异 的 迷 向 线 . 

证 明 MM 在 定 驻 W 的 同时 定 驻 U==W 人 NWt,U 是 W 的 
FM- 子 模 , 由 W 是 单 模 知 U = 0 或 W. 当 U = 0 时 W 非 退 化 ,Gi) 
成 立 . 设 吕 == W, 即 W 全 迷 向 ,W 中 所 有 的 奇异 向 量 ( 连 同 零 向 
量 ) 组 成 一 个 全 奇异 子 空间 U6, U。 是 M 的 不 变 子 空间 , 即 W 的 
FM- 子 模 . 于 是 又 有 U6。 二 W 或 U6。 = 0. 1 三友 时 多 全 奇异 ， 
(i) 成立. UU。 二 0 关 W 只 有 在 charF = 2 时 才 有 可 能 .此 时 WW 是 
定 号 的 全 迷 向 子 空间 . 如果 M 三 Ul, F, hh, L), 任 取 0 关 x EE 
W, 则 z 迷 向 而 非 奇异 , 且 对 任意 &E MM 有 


Q(xg 二 XxX) 三 Q(xrg) + Q(z) = 0(mod 1), 


即 Q(zrg 十 xX)EL, 从 而 zg 十 TEU,= 二 0, xg 二 Xx. 这 说 明 过 被 
M 定 驻 ,从 而 (zx) 是 FM- 子 模 . 由 W 是 单 模 知 W = 《zx), 是 非 奇 异 
的 迷 向 线 . (ii) 成 立 .1 

如 果 M 不 可 约 ,但 正规 化 Endry 的 某 个 非 纯 量 可 约 子 集 $ 
(“ 非 纯 量 ?是 指 $ 办 ZCF)1v)， 则 单 FM- 模 作为 FS- 模 有 以 下 
分 解 : 

引 理 2. 5. 2(Clifford 定理 ) 设 MEGLV) 在 V 上 不 可 约 ， 
但 正规 化 Endry 的 某 个 非 纯 量 可 约 子 集 S, 则 下 面 的 结论 成 立 : 

(1)V 有 唯一 的 分 解 V 二 名 ?1V;, 其 中 每 个 V; 是 相互 同 构 的 
单 FS- 子 模 的 直 和 ,而 当 : 天 7 时 ,Y, 的 任 一 单 FS- 子 模 与 了 的 任 
一 单 FS- 子 模 必 然 不 同 构 . 每 个 Vi; 称 为 FS- 模 V 的 一 个 齐 次 分 
量 , 它 的 所 有 的 单 RS- 子 模 相互 同 构 . 当 m = 1 时 , 称 V 是 齐 次 
FS- 模 ,否则 , 称 V 为 非 齐 次 FS- 模 . 

(2) 从 每 个 齐 次 分 量 V;(1 达 i 三 m) 中 取 一 个 单 FS- 子 模 W， 
则 V 的 任 一 单 FS- 子 模 W 必 同 构 于 唯一 的 一 个 W; 并 且 含 于 W， 
所 属 的 齐 次 分 量 V. 

(3) M 将 齐 次 分 量 (1 三 i 三 m) 互 变 , 诱 导出 集合 = 
{Vi;|1 三 i 之 m} 上 的 传递 置换 群 .于 是 各 齐 次 分 量 的 维 数 相等 , 且 
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当 MM 达 GU(n, 已 ,请 ,也 ) 时 ,相互 度量 相似 , 当 M 之 UCn, FF, hh， 
工 ) 时 ,相互 度量 同 构 . 

引 理 2.5.3 M、3S 仍 如 引 理 2. 5.2 所 述 , 且 M 达 GU (nx, FF， 
AP ZL) 设 Vi(l 夺 i 三 m) 是 FS- 模 V 的 全 体 齐 次 分 量 , 则 下 列 结 
论 之 一 成 立 : 

QD) V;(1 三 i 三 m) 是 两 两 正 交 的 非 退 化 子 空间 ; 

Gi) m 是 偶数 ,Vi(1l1 三 i 过 m) 是 全 奇异 子 空间 ,或 是 定 号 的 
全 迷 向 子 空间 . 适当 调整 V,(l 三 i 三 m) 的 编号 ,可 使 W; 一 
Ya- 四 Ya 过 :过 ma/2) 非 退 化 ,而 你, 两 两 正 交 . M 诱导 出 集合 
(W;|1 三 i 么 mi2/[2) 上 的 传递 置换 群 . 

证 明 由 M 在 集合 人 = {Vi|1 三 i 三 m} 上 传递 知 ,每 个 V， 
可 写成 Vi= Vg, 8g: EM, 且 可 取 8 = 1. 设 M， 是 TV 在 M 中 的 
稳定 子 群 , 则 V, 是 Pa- 模 , M = Um,Mig; 是 M 的 右 陪 集 分 解 . 
设 Ui 是 了 的 单 FM1- 子 模 , 取 U =BiUg,, 则 

U =BrU Mg, = Ug, 


这 说 明 U 是 V 的 FM- 子 模 ,由 M 在 V 上 不 可 约 知 , 必 有 U = 了， 
从 而 


dimU, = 二 dimU 一 dimV = dimsV,, 


U, = WV. 
这 证 明了 V' 是 单 RM- 模 . 于 是 可 由 引 理 2. 5. 1 得 V, 非 退化 或 全 
迷 向 . 
先 设 V, 非 退 化 ,从 而 所 有 的 了 (1 三 i 之 m) 非 退化 , S 定 驻 
Vi, 从 而 定 驻 V+ ,V+ 是 FS- 子 模 .Vi 的 任 一 单 FS- 子 模 W 也 是 
7 的 单 FS- 子 模 , 含 于 某 个 Yi. 且 W 不 能 含 于 V1 ,否则 , 0 关 W 忆 
Vt 站 六 = 0, 产生 矛盾 . 故 Vt 的 每 个 单 FS- 子 模 W 含 于 某 个 


Vi, i 之 2, 从 而 W 含 于 V 一 Br.sV;. 这 说 明 Vi 含 于 从 而 等 于 
六. 对 任意 1 三 j 二 m, 有 


$2.5 线性 变换 环 上 的 模 67 


Vi =Vig;= Vg; V, =Dicicn, ziVi. 
由 此 可 知 齐 次 分 量 了,(1 三 i 过 mm) 两 两 正 交 , Gi) 成 立 . 

再 设 Vi 全 迷 向 ,并 且 全 奇异 或 定 号 ,所 有 的 Vi(1 达 i 三 m) 也 
是 如 此 . 由 此 还 可 知道 V 的 所 有 的 单 FS- 子 模 全 迷 向 . Vi 是 FS- 
子 模 , 有 V 的 FS- 子 模 U,, 使 V = Vi 狼 U;, Wl ==Vi 甸 U, 非 退 
化 . 齐 次 分 量 V 一 甸 i-1X;, X;(1 二 i 二) 是 相互 同 构 的 单 FS- 子 
模 . 对 每 个 1 三 i 三 , 记 


Y; = (Disjzi, Xi 站 U, 9 


则 Y, 是 RS- 子 模 , U, 下 7, 且 由 dimyY; = dimyX; 知 Y; 是 单 
FS- 子 模 . 由 于 FS- 模 X(1 三 i 之 8) 相互 同 构 ,可 适当 选取 每 个 X 
的 F- 基 {eill 过 j 三 7}, 使 每 个 gE€ 5 在 V, 上 的 作用 在 基 
(esll 三 i 全 和, 1 三 j 达 7} 下 的 矩阵 具有 形式 diag(P，…, 了 )， 
PE GL(r, F). 对 每 个 1 三 i 之 k, 由 X; | XVL 关 让 及 Vi 全 
U, 非 退 化 知 XDY, 非 退化 ,于 是 可 选 Y; 的 FF- 基 {eir, ;|1 三 j 二 
r} 使 f(e;,， Citk, j) 三 1 有 fe,, Cit#,1) 一 0CV7L 天 7)， {ei|1 i< 
24，1 芝 1 过”} 是 你 ， 二 Vi 旬 UV, 的 Ff- 基 , 每 一 g € S 在 Wi, 上 的 
作用 在 这 组 基 下 的 矩阵 具有 形式 ， 


diag CP, »…, P, AP’ 1!, ..., ABP'-'), 
PEGL(G, F), A€E ZF)" HH A= A. 


由 此 可 见 Y(1 三 i 之) 也 是 相互 同 构 的 单 RS- 子 模 ,它们 应 当 含 
于 同一 个 V, 中 ,从 而 Us, 己 V. 再 由 dimrU。 = dimyV = dimry, 知 
Ui 二 V. 当然 1 关 1. 适当 调整 V; 的 编号 ,可 设 Us 二 Vs. 即 W = 
六 四 7Y: 非 退化 . 且 由 厂 + 是 FS- 子 模 及 Wi 门 W, 二 0 知 , Wi = 
Di-sVi. 对 名 归纳 可 知 ,适当 调整 FS- 模 V 的 齐 次 分 量 的 顺序 ,可 
使 所 有 的 Wi; = V1 外 Vs(l 三 i 过 m/2) 非 退化 上 且 相 互 正 交 . 每 
一 对 不 正 交 的 {V1, Va} 被 每 个 g € M 变 到 另 一 对 不 正 交 的 
{Vi » V,} = {Voar 1 9 Vor }， 于 是 W,; = Vz 由 Vy 被 变 到 W; = 
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Va-! 甸 Va. 这 证 明了 MM 诱导 出 集合 0 = {Wi|1 达 i 三 m/2} 上 
的 置换 群 , 且 由 M 在 Q = {Vi|1 三 i 达 m)} 上 传递 知 , 它 在 Q 上 传 
递 . (ii 成立. 

下 面 的 引 理 2. 5.4 是 模 论 中 熟知 的 . 

引 理 2.5.4 设 V 是 加 群 ( 看 作 整 数 环 Z 上 的 模 ),S 是 
EndzV 的 子 环 . 如 果 V 是 不 可 约 右 5- 模 , 则 

(1) (Schur 引 理 ) K = EndsV 是 体 ; 

(2) (Wedderburn 定理 ) 如 果 V 是 体 玉 = EndsV 上 有 限 维 左 
空间 , 则 S = EndxV. 

引 理 2.5.5 设 V 是 有 限 维 左 -空间 ,S 是 EndrY 的 子 环 ， 
且 在 V 上 不 可 约 ( 即 V 是 单 F5- 模 ), 则 == EndrsY 是 体 . 如 果 V 
还 是 不 可 约 右 S- 模 , 则 K = EndsV 是 体 且 包含 F,S 二 EndxV. 

证 明 对 Fi 与 S 在 EndzV 中 生成 的 子 环 FS 用 Schur 引 理 
可 知 E 一 EndrsY 是 体 . 当 V 是 不 可 约 右 S- 模 时 ,Schur 引 理 已 说 
明 二 EndsV 是 体 ,并 且 显 然 包含 .由 dimxV 三 dimsV < co 可 
应 用 Wedderburn 定理 得 S = EndxV. 1 

引 理 2. 5. 5 也 可 用 和 矩阵 语言 重新 叙述 为 如 下 引 理 : 

引 理 2.5.6 设 R= Mat,F 是 体 下 上 全 方 阵 环 ,S 是 R 的 子 
环 . 如 果 T 二 MatixsF 是 不 可 约 FS- 模 , 则 S 在 R 中 的 中 心 化 子 
是 体 . 如 果 V 还 是 不 可 约 的 右 S- 模 , 则 存在 PE GL(Cn, F) 将 环 S 
共 轿 到 PSP-: 二 Mat,K, 这 里 天 是 MatsF 的 子 体 ,并 且 使 
MatixaF 是 一 维 右 玉 - 空 间 , dr 一 nn. 

证 明 全 方 阵 环 R = Mat,F 在 行 向 量 空间 V = Matix,F 上 
的 右 乘 作用 的 全 体 组 成 全 线性 变换 环 EndrV. S 在 R 中 的 中 心 化 
子 巨 就 是 EndsY. 由 Schur 引 理 可 知已 是 体 . 当 V 是 不 可 约 右 S- 
模 时 ,由 Wedderburn 定理 知 S 二 EndxV 是 体 K=EndsV 汪 F 上 
的 全 线性 变换 环 . 将 V 看 作 左 天 -空间 . S = EndxV 可 在 V 的 任 一 
组 左 KK- 基 2 下 写成 上 的 全 方 阵 环 Mat,K. K = Ka 可 在 天 的 
任 一 组 左 F- 基 之 下 写成 MatsF 的 子 体 . 则 S = EndxV 中 的 线 
性 变换 在 Y 的 左 F- 基 之 8 下 的 和 矩阵 的 全 体 组 成 矩阵 环 S， = 
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Mat,K 性 MatwsF. 设 P 是 由 V 的 自然 基 到 基 之 8 的 过 渡 和 矩阵 , 则 
PSP-: 一 9， 如 所 和 欲 证 . 四 
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为 了 定 出 体 K 上 典型 群 G 二 GL(V) 的 极 大 子 群 M 的 可 能 
的 类 型 ,我 们 先 考察 一 类 较 简 单 而 重要 的 情形 ;M 正规 化 EndrV 
的 某 个 非 纯 量 可 约 子 集 S 藉 ZC(F)1y. Z(F)1y 与 S$ 生成 的 环 仍 是 
Endry 的 可 约 子 集 , 且 仍 被 M 正规 化 ,不 妨 用 来 代替 5S, 化 为 S 是 
环 且 真 包含 Z(F)1y 的 情形 . 

我 们 有 如 下 结果 : 

定理 2.6.1 设 V 是 体 F 上 x 维 左 空间 ,G 是 作用 于 Y 上 的 
典型 群 ,M 是 G 的 极 大 子 群 , 且 M 正规 化 Endry 的 某 个 非 纯 量 可 
约 子 集 5S, 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(1) M 可 约 , 此 时 MM 属于 类 型 C1, 即 M 是 V 的 某 个 非 平凡 子 
空间 W 在 G 中 的 稳定 子 群 . 且 当 G 三 GUQ(n, 民工) 时 ,下 列 
情形 之 一 成 立 : 

(i) W 非 退化 , 且 与 W+ 度 量 不 相似 , 当 G 达 Utn, F, h, 工 ) 
时 ,W 与 W+ 度 量 不 同 构 ; 

(ii) W 全 奇异 ; 

Gi) char 二 2, W 全 迷 向 且 定 号 , 当 G 达 U(rn, F,h, 工 ) 
时 ,W 是 非 奇异 的 迷 向 线 . 

(2) M 不 可 约 , 且 V 是 非 齐 次 FS- 模 . 此 时 M 非 本 原 , 属 于 类 
型 C,, 是 V 的 某 个 直 和 分 解 V 二 BYV; 的 直 因 子 集合 三 = 
(Vil1 之 i 之 mm) 的 稳定 子 群 ,其 中 三 2. 所 有 的 直 因 子 的 维 数 相 
等 ,都 等 于 n/m. 当 G 三 GU(n, F,h, 工 ) 时 ,Vi(l1 达 i 三 m) 相互 
度量 相似 , 当 G 三 Ut, FF, hh, 工 ) 时 ,Vi(1 三 i 三 m) 相互 度量 同 
构 , 且 下 列 情形 之 一 成 立 : 

GD Vi(l 三 i 之 m) 非 退 化 , 且 两 两 正 交 ， 

(ii)m= 2,V=V 个 V,, Vi、V, 是 全 迷 向 子 空间 . 当 
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charF 二 2 上 且 G 三 U(n, FF, 有 hh, 工 ) 时 ,V1、V; 还 必须 是 全 奇异 子 空 
间 . 

(3) M 不 可 约 , 且 了 是 齐 次 PS- 模 . 此 时 M 定 驻 某 个 张 量 积 
结构 V = W @kT, 其 中 开 是 体 , 开 是 左 天 -空间 ,W 是 左右 人 
双 空 间 . 进一步 , W = 二 了 @sU,Y 是 不 可 约 左 F 右 双 空 间 , 体 
EE =EndrkY 与 KK 在 EndsY 中 互 为 中 心 化 子 ,U 是 左 五 -空间 . M 
是 Gf (GL(U/E) 的 GL(T/K)) 在 G 中 的 正规 化 子 ,属于 C,、 Cs 
类 或 Cs 类 . 

我 们 分 三 种 不 同 的 情况 证 明定 理 2. 6. 1. 

定理 2.6.1(1) 的 证 明 任 取 V 的 单 fM- 子 模 W, 由 M 可 约 
知 0 关 W 关 V, 即 W 是 V 的 非 平凡 子 空间 , 当 G 太 GU (n, F,h， 
Z) 时 ,由 引 理 2. 5. 1 还 可 知 W 非 退 化 、 或 全 奇异 、 或 定 号 且 全 
迷 向 ，M 定 驻 W, 从 而 含 于 定 驻 子 群 Gw. 当然 Gw 关 G. 由 MM 在 
G 中 极 大 , 可 知 M = Gw. 当 W 非 退 化 时 , 如 果 W 与 W+ 度 量 相 
似 , 且 当 GG 三 Um, fF, h, Z) 时 度量 同 构 ， 则 M = Gw 过 
Giw.w!) 全 G, 与 MM 的 极 大 性 相 违 背 . 这 就 证 明了 可 约 的 极 大 子 
群 M 必 如 C, 所 描述 . 和 

定理 2. 6. 1(2) 的 证 明 ”由 引 理 2. 5.2(Clifford 定理 ) 知 有 唯 
一 分 解 V== 匆 7Y 1Vi, = {Vi|1 达 i 三 m} 是 FS- 模 V 的 齐 次 分 量 
集合 . 且 由 V 是 非 齐 次 FS- 模 知 m 二 2, M 含 于 从 而 等 于 在 G 
中 的 稳定 子 群 Gs, 目 dime V; = n/m 对 1 三 i 过 m 成 立 . 如果 
G 三 GU (n, F,h, 工 ), 则 由 引 理 2.5.3 知 ,所 有 的 V; 相互 度量 相 
似 , 且 当 G 三 U(n, F, h, 工 ) 时 ,相互 度量 同 构 . 且 引 理 2. 5. 3(i) 
或 ii) 成 立 . 当 引 理 2. 5. 3(i) 成 立时 ,Y, 是 两 两 正 交 的 非 退 化 子 空 
间 ,M 属于 Cs 的 情形 (i). 当 引 理 2. 5. 3 ii) 成立, 旺 之 4 时 ,AM 
含 于 从 而 等 于 集合 Qi = {Wi|1 过 i 过 m/2) 的 稳定 子 群 ,其 中 
Wi 二 Vs- 忽 Vzi 非 退化 且 相 互 正 交 ,M 仍 属 CQ). 设 引 理 2. 5.3 
(让) 成 立 , 且 mx 二 2, 妈 六 二 Vi 级 V,,V, 全 迷 向 . 当 charFf 关 2 时 ， 
全 迷 向 也 就 是 全 奇异 . 设 charF = 2. 如 果 V; 不 是 全 奇异 子 空间 ， 
则 V; 定 号 且 全 迷 向 . 我 们 证 明 当 G 达 U(x, 玉 , h, 工 ) 时 这 会 导致 
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矛盾 . 设 M 是 了 在 M 中 的 稳定 子 群 , 任 取 rE AMNA , 则 M= 
MU Mr Mi 在 Vi(i = 1, 2) 上 的 限制 含 于 UCV;, hlyv, 虐 ) = 
lv， 故 Mi = 1y, M = {1, r+} 是 二 阶 群 ,二 1. 任 取 0 冯 vwvE Vi， 
则 AM 定 驻 非 零 向 量 v 十 vr EV, 与 M 的 不 可 约 性 相 了 矛盾 . 4 

以 下 考察 定理 2. 6. 1(3) 所 述 的 情况 :M 不 可 约 且 V 是 齐 次 
FS- 模 . 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 由 此 引 理 可 立即 得 出 定理 2. 6. 1(3) 
的 结论 . 由 这 个 引 理 还 可 得 到 别 的 有 用 的 结果 . 

引 理 2.6.2 设 群 M 三 GL(V) 在 了 =V(n，, FF) 上 不 可 约 ,M 
正规 化 GL(CV/E) 的 某 个 非 纯 量 可 约 子 集 S$, 且 站 是 齐 次 FS- 模 ， 
则 : 

(1) M 定 驻 V 的 张 量 积 结构 V = 二 WOxI, 其 中 W 是 V 的 单 
FS- 子 模 , 玉 = EndrsW 是 体 , 了 = Homrs CW ,V) 是 左 KK- 空间 . 

(2) 设 Y 了 是 (1) 中 的 W 的 单 FK- 子 模 , E = EndsxY, U = 
Homrk(Y, W), A 是 EE 在 GL(Y/F) 中 的 正规 化 子 . 则 E 是 体 且 
与 上 在 EndrY 中 互 为 中 心 化 子 ,W 具有 张 量 积 结构 W = 
Y CU ,M 的 每 个 元 素 g 具有 形式 : 


g:(yDu) Bryo) ® (uuB)) ® (xrA,), 


其 中 < A, 且 o 的 共 思 作 用 ar> a = oac 分 别 引起 天 和 玖 的 
自 同 构 ,而 4。€ TLCE/K) 与 B, € TL(U/E) 满足 条 件 ; 


(Bu)B, 二 PpP'(uB,), YA € E, (ar)4。 es Ma (xA,), Va € 天 . 


证 明 不 妨 用 2ZCGF) 与 $S 生成 的 环 代 替 $ ,化 为 $ 是 环 且 真 包 
含 Z(F) 的 情形 . 我 们 的 证 明 分 以 下 步骤 进行 : 

(2. 6.2.1) 适当 选取 六 的 基 : 

齐 次 FS- 模 可 分 解 为 相互 同 构 的 单 FS- 模 的 直 和 V = 
DY-1Wi, 简 记 Wi 为 W. 对 每 个 1 三 i 过 m, 任意 取 定 一 个 FS- 模 
同 构 :WW 一 Wi. 特别 取 其 中 的 x 二 1w. 注意 ， 


dimr 三 ”， > dimsW 二 名 二 n/m 
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对 所 有 的 i 成 立 . 取 W 的 一 组 Ff- 基 %Y = {wi, 0 则 
B= {wrill im,1<ij<h) 


是 V 的 广 基 . 

(2. 6. 2.2) S 中 元 素 的 算 阵 形式 ; 

对 每 个 h€ S, 设 hh 在 W 上 的 作用 在 基 %Y 下 的 矩阵 为 P, 则 
h 在 V 的 上 述 基 多 下 的 和 矩阵 为 h = 了 ”OP (到 diag (P,…， 
P), 其 中 忆 重 复 m 次 ). 记 S 在 W 上 的 限制 为 5 二 EndrW, 并 将 
Si 在 基 史 下 写成 全 方 阵 环 MatkiF 的 子 环 , 则 S = 1 @ SI. 

(2. 6. 2.3) M 中 元 素 的 矩阵 形式 ; 

由 于 M 正规 化 5S, 每 个 g €.M 将 每 个 IT@P € S 共 斩 到 

g ‘(OP)g=I@P'ES, 从 而 I@P)g=g (UP), 

其 中 PE€5S, 由 g 和 PP 决定 ,r:P FP 是 g 在 Si 上 诱导 出 的 环 
自 同 构 . 将 g € M 二 GL(n, FF) 写成 分 块 形式 g = (4;),x», 使 每 
个 块 4;; € MatiF. 比较 等 式 (1 Q@ P)g = g(1 的 P') 两 端 对 应 的 
块 ,得 P Ah;; = A,P"， Vli, j 三 m. 

我 们 证 明 : 和 矩阵 g 的 每 一 个 非 零 的 块 4 必然 可 道 . 在 基 % 
下 将 W 写成 行 向 量 空 间 MatixwF, 则 

Ker A;; = {xz € MatixiF |zxA; = 0} 
代表 WW 的 一 个 下 - 子 空间 
Xi = {zw 二 Tiwi | (T,X) €E Ker A,,). 
对 任意 P € S 有 
(Ker A;)P 4 = (Ker A;)A;P"' = 0. 

这 说 明 (Ker A;)P EC Ker A,;, Ker A,; 是 在 S1 的 右 乘 作用 下 的 不 
变 子 空间 ,Xj 是 W 的 FS,- 子 模 从 而 是 FS- 子 模 . 旦 当 4;; 关 O 时 ， 
Ker4, 关 Matixi 开 ， X;; 关 W. 由 WwW 是 单 ES- 模 知 X;; 一 0， Ker A; 
三 0. 这 证 明了 非 零 的 块 4; 必然 可 逆 . 
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可 道 矩阵 g 当然 含有 非 零 的 块 4;;. 任 取 g 的 一 个 非 零 块 4，， 
并 记 D= Ai, 则 D € GL(&k, 了 F). 

对 任意 PE 5S, 有 PD= DP', 从 而 D 71PD = P',D 正规 化 
SI. . 

对 g 的 每 个 块 4A; 有 Ph; = A;P' = A;D-1PD. 记 ww = 
AiD7!, 则 A; == aj;D, Pa = aijP. 由 PE€ 5S, 的 任意 性 知 aij 中 心 
化 Si. 记 S,; 在 MatsF 中 的 中 心 化 子 为 尺 , 则 a; E KK. 按 几 何 观 
点 ,天 就 是 单 5- 模 W 的 自 同 态 环 EndrsW. 由 引 理 2. 5. 4(1) 
《Schur 引 理 ) 知 玉 是 体 . 

这 就 得 到 了 M 中 任 一 元 素 g 的 矩阵 形式 为 


g = (QiD)nxn, 或 写成 矩阵 的 张 量 积 g 一 4@QD， 


其 中 4 = Ca))wxn E GL(lm, 尺 ), 而 DE Ai,Al 是 S, 在 GL(d， 
F) 中 的 正规 化 子 . 

(2. 6. 2.4) Y 的 张 量 积 结构 ，; 

记 H = Homrs (W, V), 则 HH = Kn, DDKn,, 其 中 每 个 
Kx 一 Homss(W，, Wi) 是 一 维 左 天 -空间 (V1 三 i 壹 m). 可 见 卫 
是 KK 上 的 x 维 左 向 量 空间 , 儿 = {zj,，…, x) 是 它 的 一 组 基 . 
FS- 模 V 的 每 个 自 同 构 o 通 过 右 乘 作 用 于 卫 上 ,诱导 出 GL(IH/K) 
的 一 个 元 素 7(o):H 一 ,xr>xo. o> 7(c) 是 自 同 构 群 AutrsY 
到 GL(H/K) 的 同 构 映 射 TAR AE 多 下 与 矩阵 群 
GL (m, 天 ) 等 同 起 来 . 

W 可 看 作 左 成 右 天 双 空 间 , 从 而 可 以 定义 张 量 积 六 = 
W @xT, 它 具 有 左 下 -空间 结构 ,使 


al(w A) = (aw) Hx (Va€EF,wEW,xEH), 


在 下 上 的 维 数 等 于 mk = ” 存在 唯一 的 FF- 线性 同 构 -> V, 使 


w Orr>wx, Yw EW, rE HH. 在 此 同 构 的 意义 下 可 以 认为 V = 
W xH. 


(2. 6. 2.5) M 定 驻 张 量 积 结 构 V = 二 W QxI : 
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记 子 空间 集合 
0 = (WOO0z7 EH). 


如 果 M 引起 二 元 集合 {Q,，9:} 上 的 置换 群 ,就 称 M 定 驻 所 说 的 
张 量 积 结构 . 此 时 M 当然 也 定 驻 Q, U 9: 中 所 含 的 全 体 非 零 向 量 
组 成 的 集合 : 


QA= {wo0rwEW, 0x EH). 


对 本 引 理 的 M 而 言 ,我 们 可 以 证 明 它 分 别 定 驻 Q: 和 9:. 为 
此 ,考察 每 个 g = 4 四 也 在 了 = 到 @xk 工 上 的 作用 . 

任 取 0 关 史 外 x E€ 0Q. 可 认为 w E€ W 已 写成 i 上 4d 维 行 向 
量 的 形式 . 在 考 虚 每 个 a€ 民 在 WW 上 的 作用 时 ,可 认为 <€ MatiF 
是 矩阵 ,将 每 个 行 向 量 w€E W 映 到 wa. 每 个 x 二 az 十 … 十 anzrr 
E 荆 可 等 同 于 KK 上 的 m 维 行 向 量 (a,…, a,), 它 被 秆 阵 A E 
GL(m, 天) 映 到 xA. 而 


w OO A= (wa wan) = wr € MativsF 


可 以 认为 是 由 zw E MatixwisF 与 XE€ MatixnK CMatixmf 按 F 上 
的 矩阵 乘法 而 得 到 . 

D 正规 化 Si ;从 而 正规 化 K= Endrs,W, 诱导 出 天 的 自 同 构 
arr 吧 一 DicD. 对 KK 上 任意 矩阵 B= (pB,), 记 B? = (B83), 则 
8 三 A@D= (aD)nxn 将 ww 的 x = wr 送 到 

(vw OO nA)g == wx aD) xm 
= (wD)(D (xA)D) = (wD) QQ (r4)2. 


这 说 明了 g = 4 色 DD 将 F- 子 空间 W 的 x 变 到 WW 的 (xA)?, 从 而 
M 定 驻 上 述 集 合 Q:; 同 时 g 也 将 子 空间 Fw 变 到 FwD@H， 
MM 定 驻 Q,. 这 就 证 明了 MM 定 驻 张 量 积 结构 Y = W @x 了 . 

(2. 6. 2.6) Si 在 GL(W/F) 中 的 正规 化 子 Ai 的 构造 ; 
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如 果 Al 在 WW 上 可 约 , 取 W 的 任 一 单 FA1- 子 模 U 垂 W. 注 
意 ,K 的 乘法 群 开 "就 是 Si 在 GLW/F) 中 的 中 心 化 子 , 因 而 含 于 
AL 可 见 FA.- 模 U 也 是 右 KK- 模 ,可 以 构造 张 量 积 Uk, 它 是 V 
的 FM- 真子 模 . 这 与 M 的 不 可 约 性 相 矛 盾 . 故 Al 在 W 上 不 可 约 . 

由 于 A 正规 化 S1; 而 天 一 Endrs W 是 Si 在 EndsW 中 的 中 
心 化 子 ,A, 必然 也 正规 化 KK. 

取 W 的 任 一 不 可 约 天 天- 子 模 了 ,由 于 天 与 $S 在 W 上 的 作用 
相互 中 心 化 ,可 知 S, C EndsxW. 于 是 对 任 一 0 关 h € Si, 映射 
Y 了 一 Yh,y > yh 是 单 FK- 模 之 间 的 同 构 . 这 说 明 所 有 的 Yh(0 天 
h E51) 是 相互 同 构 的 单 FK- 子 模 . 另 一 方面 ,所 有 Yh(h E Si)) 的 
和 WW 是 W 的 FS1- 子 模 . 由 W 是 单 FS1- 模 知 W = 仿 . W 是 相互 同 
构 的 单 FK- 模 的 和 ,从 而 是 齐 次 FK- 模 ,可 以 写成 相互 同 构 的 单 
FK- 模 的 直 和 形式 W == 甸 ;_1Y,;, 其 中 每 个 Y; ==Yhj, 而 有 有 ，…，, hh， 
是 Si 的 一 组 元 素 , 且 不 妨 取 户 = 1, Y, ==Y. 

任 取 Y 的 左 天 - 基 多 = (yl1 近 1! 近 dd), 其 中 z= dimey = 
k/r, 则 {yhj|l1l 三 j 三 7r, 1 三 /过 d} 是 W 的 一 组 左 DD- 基 ,可 用 来 
充当 最 早 选取 的 史 -. 在 这 样 一 组 基 % 下 ,每 个 a€ KK 在 WW 上 作 
用 的 矩阵 具有 形式 Tu ,其 中 wo E MatsF 是 a 在 Y 上 的 限 
制 “ly 在 基 多 下 的 矩阵 ,a 在 W 上 的 作用 由 aly 唯一 决定 . 我 们 
可 以 将 KK 看 作 一 个 抽象 的 体 ,忠实 地 作用 在 Y、W 上 ,每 个 a€ 天 
在 Y、W 上 的 作用 的 矩阵 分 别 是 a 、I™ @ a 中 . 必要 的 时 候 , 我 
们 用 Ky、Kw 分 别 表 示 K 在 Y、W 上 的 作用 及 其 矩阵 .由 于 天 在 
Y 上 不 可 约 , E = EndrkY 是 体 . 从 矩阵 的 观点 看 ,已 就 是 Ky 在 
MataF 中 的 中 心 化 子 . 由 此 可 看 出 , Kw = 7 @ Ky 在 MatwsF 中 
的 中 心 化 子 等 于 Mat,E. 从 几何 观点 看 ,这 也 就 是 EndrxW. 由 于 
Kw 一 Endrs 友 , 故 S EC EndrkW = Mat,E. 如 果 已 在 Y 上 可 约 ， 
则 Mat,E 在 W 上 可 约 ,从 而 S, 在 多 上 可 约 , 导 致 耶 盾 . 故 尼 在 了 
上 不 可 约 . 于 是 E。 二 EndrsY 是 体 . E, 也 就 是 已 在 MatsF 中 的 中 
心 化 子 . 显然 Eo 二 KK. 另 一 方面 ,Mat,E 在 MatwzF 中 的 中 心 化 子 
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应 等 于 I?@E,, 它 应 含 于 5S; 的 中 心 化 子 Kw 一 1" 的 KK, 这 又 说 
明 EE。 性 KK. 这 证 明了 KK = Eo. 也 就 是 说 ;:K 与 在 EndrY( 即 
MatsF) 中 互 为 中 心 化 子 . 

先 设 W 是 可 约 的 FK- 模 , 则 W 三 闷 四 … 申 ,二 2, 其 中 
每 个 了 ; = Yhj 是 与 了 同 构 的 一 个 FK- 子 模 ， wi:Y >Y,, ym yh; 
是 FK- 模 同 构 . A; € GL(W/F) 在 W 上 不 可 约 且 正规 化 民 . 对 
A、 天 、 太 应 用 前 面 对 M、S、V 得 到 的 结论 知 ,每 个 矩阵 DD € 
Al GL(rd, FF) 具有 形式 D= (Bijo) xr 一 也 多 G， 其 中 B= 
(Bi)rxr EGL(r, E),oE€ A,A 是 E 在 GL(d, FF) 中 的 正规 化 子 . 

如 果 W 是 不 可 约 的 FK- 模 , 则 W = 了 了 == 了, Al 一 人 , 此 时 可 
认为 D = o, B = 1, 上面 的 结论 仍 成 立 . 

从 几何 上 看 ,W 可 写成 W = 二 YC@aU, 其 中 U = Homek(Y， 
W) 是 E 上 的 7 维 左 空 间 , 和 = {ul,…, wu,} 是 它 的 一 组 基 , 而 
GL(r, 世 ) 就 是 Autrx(W) = GL(U/E) 在 基 人 2 下 的 和 矩阵 形式 . 在 
基 弥 、 人 UY 下 分 别 将 Y、U 写成 行 向 量 空 间 MatixsF、MatixsE, 则 
每 个 DD=B@o 将 yuly EY, wu E00) 送 到 (yo) @ (uB)', 其 
中 hr> pr ==o pc 是 由 vc 的 共 罗 作 用 诱导 出 的 已 的 自 同 构 ， 

(2. 6. 2.7) NM 的 元 素 的 最 终 形式 ， 

对 g € M, 在 (2.6.2.3) 中 得 到 g = 4 四 了 ,而 在 (2.6.2.6) 
中 又 得 到 DD = Bo, 于 是 


g = AQ (BOo) = (a0B'), en, 


其 中 4 € GL (m, 天 )， B € GL(r， 五 )， oO € A., 
并 且 有 


V=WOxL= (Y @zU) xH, 


其 中 Y 是 不 可 约 F-K- 双 模 ,K 与 已 在 Endry 中 互 为 中 心 化 子 ， 
U 五 分 别 是 左 匹 -空间 和 左 KK- 空 间 .对 任意 y EY,u E U, rc 
UU,g= 二 A@(B 的 o) 将 


(yOu) Or myo)  (uB)) QQ (nm4). 
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注意 , 4,:rr>(Cr4) 与 B,:u 呈 (urB) 分 别 是 TLUT/K) 和 TL(CU/ 
瓦 ) 的 元 素 . 可 知 g 具有 引 理 结论 (2) 中 所 述 的 形式 . 

(2. 6. 2. 8) 两 个 特殊 情形 : 

特殊 情形 1:W 是 不 可 约 的 右 天 -空间 , 即 dimx W = 1. 

此 时 W = eK 对 任 一 非 零 向 量 e E W 成 立 . 可 将 每 个 w E KK 
与 ex € W 等 同 ,从 而 将 尺 与 W 等 同 起 来 ,每 个 a E€ 下 对 应 于 唯一 
的 ecE 天 ,使 ze 一 ea 映射 ar>a 将 下 左 入 民 . 在 此 意义 上 可 认为 
FCK. 有 2<dimK=dimW =k<o0. 而 K 在 GL(4, 卫 ) 中 
的 正规 化 子 A = 天” M GalK/F. 因此 ， 


MGLm, KA = GL(m, K) )% GalK/F, 


M 所 定 驻 的 张 量 积 结构 V = W @x 了 就 是 玉 上 的 左 空间 结构 
Vlm, K). 

特殊 情形 2; k= 二 dimrW = 1. 

此 时 KSCSMauF=F,S=1I"@SCI"OF= Frm. 但 
S 先 ZF)I™W, 故 Si 含 于 FF 而 不 含 于 ZC(F), FF 关 Z(F), 下 是 非 
交换 体 ,S, 在 下 中 的 中 心 化 子 K 是 下 的 真子 体 . M 所 定 驻 的 张 量 
积 结 构 V = W @xI 就 是 V = F @xV(n, K). | 

定理 2. 6. 1(3) 的 证 明 MM 满足 引 理 2. 6. 2 中 所 说 的 条 件 , 因 
而 定 驻 张 量 积 结 构 V = W @xI. 由 于 M 是 典型 群 G 的 极 大 子 
群 , 它 应 等 于 这 个 张 量 积 结构 的 稳定 子 群 . 除 dimxW = 1 和 
dimrW 二 1 这 两 个 特殊 情形 外 ,M 是 C, 类 子 群 . 由 引 理 2. 6. 2 证 
明 中 的 (2. 6. 2. 8) 知 , 当 dimxW = 1 时 ,M 是 Cs 类 子 群 ; 当 
dimsW =1 时 M 是 Cs 类 子 群 . 

推论 2. 6.3 设 引 理 2. 6.2 中 的 已 是 域 ,M 是 GLCVZ/E) 的 不 
可 约 子 群 , 且 正 规 化 Endry 的 可 约 子 集 $, 且 V 是 齐 次 FS- 模 , 则 
存在 下 的 有 限 维 扩 体 天, 正 含 于 天 的 中 心 , 及 有 限 维 右 天- 空间 
W 和 左 天 -空间 也, 使 ， 

(DV ==W x 了 ,5S 生成 的 天 -代数 等 于 EndzeW Co ln，M 的 
元 素 g 具有 形式 
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其 中 ce GalK/F, A, € TL(L/K) 与 B,€ TL(W/K) 满足 条 件 
(ar)4。 = oxA,), Blwa) = (Baz)a，VaE 天 . 

(2) 可 将 Y 写成 Mat,xnK 的 形式 ,使 S 由 Y= Mat,x 开 上 全 
体 变换  r> Bv(B E Mat,K) 组 成 ,而 M 中 的 元 素 具有 形式 ”> 
Bv"h, 其 中 4EGL 天),BEGLOon ,天 ), 而 ce GalK/F 作 
用 于 和 矩阵 wv 的 每 个 分 量 . 

证 明 由 于 F 是 域 , 它 在 V 上 的 左 乘 作用 Fi 也 含 于 EndrV， 
不 妨 用 S 与 下 在 EndrV 生成 的 子 环 代替 S, 化 为 S 是 环 , 且 包含 
Fly 的 情形 . 由 引 理 2.6.2 知 V = W CxH, 其 中 WwW 是 单 S- 子 模 ， 
KK 二 EndsW 是 体 ,W 看 作 右 -空间 ,而 I = Homs(W , V) 是 左 
天 -空间 . 显然 中 心 化 S$, 因 而 FCK, 且 FSCZCK). 且 由 Wed- 
derburn 定理 知 S 在 WW 上 的 限制 S， = EndxW. 注意 ,此 时 引 理 
2. 6. 2 中 所 说 的 单 FK- 子 模 Y 就 是 W 的 一 维 右 K- 空 间 , 而 E = 
EndxY 就 是 天 的 对 偶 体 Ki (由 K 在 自身 上 的 左 乘 变换 的 全 体 组 
成 ). $; 的 矩阵 形式 就 是 全 方 阵 环 Mat,Ki. K 尺 在 GL(Y/F) = 
GLCK/F) 中 的 正规 化 子 A= Ki % GalK/F. 由 引 理 2. 6.2 即 知 
M 的 元 素 具 有 所 说 的 形式 . 

取 W 的 右 KK- 基 将 W 写成 列 向 量 空间 Mat,xiK, 取 卫 的 左 
K- 基 将 了 写成 行 向 量 空间 MatixnK. 则 V = W @xI = 
Mat,x-KK, 且 S 与 M 具 有 所 说 的 形式 . ， 

如 果 有 和 群 G 的 子 群 五 ,NN 存在 ,使 G= HN, 是 hk 二 kh 对 所 
有 的 hE 如, & EN 成 立 , 则 称 避 是 如 与 NN 的 中 心 积 .当量 站 
NN =={1} 时 ,G 就 是 五 与 N 的 直 积 H Xx N. 

推论 2.6.4 设 体 已 上 典型 群 GLCV/) 的 不 可 约 子 群 M 是 
子 群 矿 与 的 中 心 积 , 则 : 

(1) 存在 引 理 2. 6. 2 所 述 的 张 量 积分 解 V = (Y @aU) BxH， 
NI1r@GLU/E) 1, Hl 1 WGLUL/KR), 日 每 个 
(Y @sU) @xKro(0 关 zo。E€ 卫 ) 是 单 FN- 子 模 . 
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(2) 设 WW 和 六 分 别 是 V 的 单 FN- 子 模 和 单 FH- 子 模 ,W 站 
瑟 夭 0, 则 有 维 数 公式 


dimry = (dimrW) (dimrX)/dimr(W  X). 


特别 ,V 的 下 - 维 数 是 W、X 的 F- 维 数 的 乘积 的 因子 . 

证 明 (1) 取 V 的 单 FN- 子 模 W. 由 G 在 V 上 不 可 约 知 
V 二 2) ,_oWeg. 每 个 gE€G 一 HN 可 写成 g = hk == kh 的 形式 ， 
hE€ 态 ,kEN, 于 是 Wg 二 Whh 一 Wh. 这 说 明 V 二 》),。 Wh. 
对 每 个 AGE 五 , 由 中心 化 NN 知 ,映射 吉 :W 一 Wh, wr> wh 是 
FN- 子 模 之 间 的 同 构 . 于 是 V 是 相互 同 构 的 单 FN- 模 Wh(h E 
已 ) 的 和 ,因而 是 其 中 某 些 W = Whi(h; E 已 , 1 达 i 达 mm) 的 直 和 
V = Dr-iW;, 其 中 hi=1, W'=W. 这 样 ,V 就 是 齐 次 FN- 模 . 下 
是 由 引 理 2. 6. 2 立即 得 所 说 结论 . 

(2) 由 (1) 已 有 V = W @xD, 其 中 到 == EndrwW 是 体 , [= 
Homrvw(W， V) 是 左 天 -空间 ， {h; € HI|l<i mm)} 是 区 的 一 组 左 
天 - 基 . 记 Y, 一 亚 几 X. 设 Y 是 0 关 v。€ Yo 生成 的 单 FK- 子 模 ， 
E= EndrxY, 则 W = Y aeU, 其 中 U == Homrx(Y, W) 是 左 E- 
空间 . 在 引 理 2. 6. 2 的 证 明 过 程 (2. 6. 2. 6) 中 已 经 知道 下 在 了 Y 上 
也 不 可 约 . 我 们 有 


六 三 TOQGLIU/LED) @1lr， 刀 过 lyQ@lr@GLCOIT/ 民 ). 


Y 在 入 中 的 稳定 子 群 Ny 含 于 五 ". 并 且 由 N 在 到 上 不 可 约 知 
Ny 在 Y 上 不 可 约 . 

设 Hw 是 W 在 五 中 的 稳定 子 群 .由 于 Hw 也 中 心 化 FN, 它 
应 当 含 于 EndrwW 二 到, ye 可 以 由 所 有 的 voh Ch E _ Hw) 张 成 ,所 
有 这 些 voh 也 都 含 于 vkKCY, 故 Y, CY. 并 且 由 于 天 在 Hyw 的 
乘法 作用 下 变 到 自身 ,Y 也 是 Hw 的 不 变 子 空间 , 即 FHw- 模 . 而 
Y。 是 了 的 单 FHw- 模 . Ny 中 心 化 Hw, 并 且 在 YY 上 不 可 约 ,因而 Y 
可 以 写成 有 限 个 相互 同 构 的 FHw- 模 Yo&,(&; € Ny, 1 三 i 过) 的 
直 和 .和 是 Ye 生成 的 单 FH- 模 ,所 有 的 X&.(1 二 i 二) 是 相互 同 
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构 的 单 FH- 模 ,它们 的 直 和 
XE& BD *…BXE =Y xl = Yh BPYh,. 
由 此 得 到 
kdimeX = m* dimrY = m+*:k dimrY,, 


m = (dims X)/(dims Yo)， 
从 而 
n=dimrV = (dims W)*.m 
= (dimr W) (dims X)/(dime yo)， 


如 所 和 欲 证 . 1 

由 于 有 了 定理 2. 6. 1, 剩 下 的 工作 是 定 出 不 正规 化 任何 非 纯 
量 可 约 子 群 的 极 大 子 群 . 目前 我 们 还 难以 完成 这 一 工作 .但 下 一 节 
将 解决 一 个 重要 的 特殊 情况 . 


2.7 正规 化 非 纯 量 可 解 子 群 的 极 大 子 群 


本 节 讨 论 域 户 上 典型 群 G 二 GL(n, F) 中 这 样 的 极 大 子 群 
MM, 它 正规 化 GL(n, FF) 的 可 解 子 群 N 款 F*1y. 

如 果 M 正规 化 GL(n, F) 的 某 个 非 纯 量 的 ( 即 不 含 于 F* 1y 
的 ) 可 约 子 群 , 则 M 的 类 型 已 在 定理 2. 6. 1 中 定 出 , 故 只 须 再 讨论 
不 存在 被 M 正规 化 的 非 纯 量 可 约 子 群 的 情形 . 

定理 2.7.1 设 F 是 域 , GL(V) = GL(n, F), M 三 GL(V) 
正规 化 GL(n, F) 的 非 纯 量 可 解 子 群 N ,但 不 存在 被 M 正规 化 的 
非 纯 量 可 约 子 群 , 则 以 下 两 结论 之 一 成 立 ; 

(i) 存在 体 玉 少 ,F CZ(K), dims KK = n, 使 V 可 以 看 成 
尺 上 一 维 左 空 间 , 而 M 三 K* X GalK/F, M 是 Cs 类 子 群 . 

(ii) 2 是 某 个 素数 p 的 竹 , p 关 charF, M 正规 化 某 个 广义 
Extra-special p- 子 群 和 N,N 在 V 上 不 可 约 . N' 寺 ZN) 才 F'*1y， 
换 位 子 群 N' 是 F*1y 的 p 阶 子 群 ,N/N' 是 初等 Abel 户 群 , 且 当 
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Pp 关 2 时 ,NN 是 周期 为 p 的 群 , ZCN) = N'. M 是 Ce 类 子 群 . 

定理 的 证 明 将 通过 对 以 下 几 个 引 理 的 证 明 逐 步 完成 . 

引 理 2.7.2 如 果 定 理 2.7.1 所 说 的 子 群 M 正规 化 非 纯 量子 
群 入, 使 EndrwV 壬 Flv, 或 者 和 N 是 Abel 子 群 , 则 定理 的 结论 (i) 
成 立 . 

证 明 MM 不 正规 化 非 纯 量 的 可 约 子 群 ,从 而 非 纯 量子 群 N 在 
V 上 不 可 约 , 玉 = EndrwY 是 体 .如 果 玉 先 Fiy, 则 KK* 是 被 必 正 
规 化 的 非 纯 量 子 群 ,在 V 上 不 可 约 . 即 了 是 1 维 天 -空间 , dimxK 
一 ?2, 任 取 0 关 e EV, 则 V = eK. 

M 正规 化 大 .对 任 一 g € M, 设 eg = ea,a€ K', 则 g 将 任 
一 e0EV(90E KK) 映 到 (e0)g 一 egb = eayr, 其 中 :0r>g-lgg 是 
K 的 一 个 自 同 构 , 且 在 的 子 域 fl1 上 诱导 出 单位 变换 , 即 c《 
GalK/F. 于 是 M 含 于 GL(n, FF) 的 Cs 类 子 群 K* X GalK/F = 
GL(1, 天 ) % GalK/F, 定理 2.7.1 的 结论 0) 成立 . 

如 果 M 正规 化 非 纯 量 Abel 子 群 N, 则 EndrnV 包含 N 从 市 
不 含 于 Flv. 由 前 面 的 讨论 就 知 定理 2. 7.1 的 结论 (i) 成 立 . 1 

以 下 只 须 再 讨论 M 不 正规 化 非 纯 量 的 Abel 子 群 的 情形 ,并 
且 假 定 被 M 正规 化 的 非 纯 量 子 群 N 都 满足 条 件 Endrwy = Flv . 
我 们 在 下 面 几 个 引 理 中 将 证 明 : 此 时 定理 2. 7. 1 的 结论 (ii 成立， 

对 群 G 和 自然 数 m, 如 果 g” = 1 对 所 有 的 g € G 成 立 ,就 说 
m 是 G 的 周期 .以 m 为 周期 的 群 中 元 素 的 阶 都 是 m 的 因子 . 

设 p 是 素数 ,如 果 群 PP 的 中 心 Z(P) 是 循环 p- 群 , 换 位 子 
群 P 是 p 阶 群 且 含 于 Z(P), 商 群 P/P' 是 周期 为 p 的 Abel 群 ， 
就 称 已 是 广义 Extra-special p- 群 . 当 P' = ZCP) 时 还 称 已 为 
Extra-special p- 群 . 虽然 在 这 个 定义 中 并 不 排除 P 是 无 限 群 的 情 
形 , 但 我 们 将 证 明 , 如 果 广 义 Extra-special p- 群 P 是 某 个 
GL(n, 下 ) (F 是 域 ) 的 不 可 约 子 群 且 ZC(P) 三 F*1y, 则 了 一定 是 
有 限 p- 群 ,P/Z(P) 是 秩 为 偶数 的 初等 Abel p- 群 ,而 4 也 必然 是 
户 的 帮 . 

引 理 2.7.3 设 了 是 域 尺 上 )” 维 空间 ,M 是 GL(V) 的 不 可 约 
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子 群 ,不 正规 化 非 纯 量 可 约 子 群 ,也 不 正规 化 非 纯 量 Abel 子 群 ,但 
正规 化 非 纯 量 的 可 解 子 群 , 则 MM 正规 化 广义 Extra-special 加 - 子 群 
N,p 关 charF ,NN 满足 定理 2. 7. 16ii) 所 述 的 条 件 . 

证 明 记 9p:GLO,，F) ->PGLCay，F) =GLOo，F)]P1 
为 标准 同 态 . 设 入 藉 F*1 是 MM 的 正规 可 解 子 群 .有 导 群 列 


N 二 Nol>NDI>…>NoI>Ne+D = 1, 


其 中 每 个 N (二 1) 是 Ne 2 的 导 群 ,它们 都 是 N 的 特征 子 群 ， 
从 而 是 M 的 正规 子 群 . 由 pCN) 关 1 及 pC(N“+?) = 1 知 ,存在 最 
大 的 整数 二 0, 使 pCN%) 关 1. 由 的 最 大 性 知 ,p (CN) 的 导 群 
9 (N41D) 二 1, 因而 pg CN) 是 Abel 群 . 取 N。o= Nw, 则 NN。 是 
M 的 正规 子 群 , 且 pC(N。) 是 非 单位 Abel 群 . 

以 下 不 妨 用 No 代替 N, 即 设 W<M, 是 gCN) 是 非 单位 Abel 
群 ,N 的 换 位 子 群 N' 三 1, 含 于 N 的 中 心 ZCN). ZCV) 是 被 
M 正规 化 的 Abel 子 群 . 由 于 假设 了 M 不 正规 化 非 纯 量 的 Abel 子 
群 , 这 迫使 ZCN) 之 F*1, Z(N)==N NF'l. 

对 任意 的 a、5 € N, 由 yp (N) 是 Abel 群 知 换 位 子 [a, 45] = 
ab ab € F*1, 即 [a, 5] == 1 对 某 个 4€ F* 成 立 .在 等 式 
6-1ap 二 ha 两 端 取 行列 式 , 得 deta = Xideta, 从 而 如 一 1. 于 是 又 
得 (6) !'a(6") = Xa = a. 由 a EN 的 任意 性 知 ,所 有 的 元 素 6 EE 
的 次 星 r 都 含 于 的 中 心 Z(N) 三 fF'1. 也 就 是 说 ,p (N) 
是 以 ”为 周期 的 群 .由 YCV) 天 1 知 N 中 存在 元 素 上 C& F*1, 9g (26) 
的 阶 zn > 1 是 的 因子 . 任 取 x 的 素 因 子 p, 则 gC6m?) 是 p 阶 
元 . 选 56m ?代替 b 可 使 p (56) 是 p 阶 元 .6 在 M 中 的 所 有 的 共 思 生 
群 ,因而 是 以 p 为 周期 的 群 ,其 中 的 非 单位 元 都 是 p 阶 元 . 不 妨 一 
开始 就 用 Ni 代替 N. 于 是 可 假设 Abel 群 p (ND) 以 p 为 周期 . 

在 以 上 假设 下 ,对 任意 的 a.65E NN 有 6bE€EF*1, 从 而 
(5?)-1a(lb?) = a. 但 换 位 子 [a, 65] = a-'6-iab = A € FF*1, 即 
bab 二 ha, 于 是 4 二 (56?)-iab? 二 Xa, 攻 =1,[a,b 了 =1. 世 
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N 不 是 交换 群 , 必 然 存在 换 位 子 [a, bj] 关 1, 这样 的 换 位 子 
[4,5] 二 和 1 是 p 阶 元 ,+4 是 F* 中 的 p 阶 元 ( 即 p 次 单位 原 根 ). N 
的 换 位 子 群 N' 三 ZCN) 是 由 p 阶 元 生成 的 Abel 群 ,因而 是 "1 
的 以 p 为 周期 的 子 群 .但 F* 中 的 p 阶 元 ( 即 方程 * = 1 的 除 1 以 
外 的 根 ) 至 多 p 一 1 个 .F'* 既然 包含 了 至 少 一 个 p 阶 元 4 二 w, 就 
包含 了 w 所 生成 的 p 阶 子 群 4o,，《〈w) 由 方程 允 = 1 的 全 部 之 个 
根 组 成 ,是 F' 的 唯一 的 p 阶 子 群 , 也 是 F* 中 唯一 的 以 p 为 周期 
的 非 单位 子 群 . (w)1 是 F*1 中 唯一 的 以 p 为 周期 的 非 单位 子 群 ， 
它 包含 N' 关 1 从 而 等 于 N'. 

这 就 证 明了 ;NN 的 换 位 子 群 N' 就 等 于 F* 1 的 唯一 的 p 阶 子 
群 . 

如 果 charF = p, 则 Y= 1 一 > 4= 1,F'* 中 不 含 p 阶 元 , 导 
致 子 盾 .故我 们 所 要 求 的 N 仅 在 charF 关 p 的 情形 下 才 可 能 存 
在 . 如 果 下 是 g 元 有 限 域 ,还 应 要 求 p 整除 |F*|==g 一 1. 

按 前 面 所 作 的 假设 , N 是 由 某 个 5&《< F*1 在 M 中 所 有 的 
共 儿 二 g 'bg (g € M) 生 成 的 . 并 且 由 EF*1 知 (6b)? 一 
g (bg 一 入 于 是 (02)- (8) = 二 1. 并 且 娘 与 5-! 的 换 位 子 
(5) 6(6)6 二 A1 EF"1, 从 而 (42)67 1 二 加 -1(5), XAEF*: 满 
足 条 件 信 二 1. 由 5 & ZCN) 二 FF*1 知 ,可 选 45 与 5 不 交换 ,4 关 
1, 特别 a=6 5 FF*'1, 且 


a? = (bb)? 二 Alt2t™+(p DD 1)P(Cb)? = A 2 DV/21, 


我 们 可 用 a 代替 前 面 的 6, 即 用 4a 在 M 中 的 所 有 的 共 轿 所 生成 的 
正规 子 群 Ni = (a* 一 g 'aglg € M) 三 NN 代替 NN, 化 为 b= 


Xp‘e~D/2 的 情形 ,从 而 (6)? = Mr-D2 一 1 也 对 所 有 的 & = 
g bg(g € M) 成立. 
当 p 关 2 时 ， 


=1 一 > X404 二 1 一 > 一 1 一 > 所 有 的 (6)*==1. 
即 N 的 生成 元 如 Cg € M) 都 是 阶 元 .对 满足 条 件 包 一 避 二 1 的 
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这 说 明 : 由 p 阶 元 8(g € M) 生成 的 群 入 的 所 有 的 非 单位 元 素 都 
是 p 阶 元 ,N 是 以 p 为 周期 的 群 . 特别 是 ,NN 的 中 心 ZCN) 也 是 以 
p 为 周期 的 群 .但 N' 三 ZC(N) 三 F*1, 这 人 迫使 Z(N) 只 能 等 于 
F*1 的 唯一 的 以 p 为 周期 的 非 单位 子 群 (w)1 二 N'. 

在 p= 2 的 情形 下 , charF 关 2, 上 且 六 二 1 一 > 4 二 土 1. 从 而 
由 基 王 和 1 一 土 1 得 出 2 是 2 阶 元 或 4 阶 元 .对 满足 条 件 企 王国 1， 
b= hl, A A € { 土 ]} 的 任意 bb, € NN, 由 Le,, b2 | Ss 
6bT! 娩 bbs 一 ,下 一 1, 1 一 十 1, 得 


(b1b2)? = Wb = Mhl € { 土 1}, (6.6): = 1. 


这 样 ,由 满足 条 件 (4)* € { 土 1} 的 元 素 生成 的 群 N 的 所 有 的 
元 素 a EN 都 满足 条 件 a € { 土 1}, a! 二 1. 此 时 六 的 中 心 ZCV) 
是 F*1 的 2 阶 或 4 阶 循环 子 群 , 且 包含 N' = { 土 1}. 当 Z(N) 是 2 
阶 子 群 时 ZCN) = N'. 

可 见 , 总 可 以 化 为 这 样 的 情况 :N' 是 F*1 的 唯一 的 p 阶 循环 
子 群 ,对 某 个 素数 p 取 charF. 商 群 N/N' 是 以 p 为 周期 的 Abel 
群 . 当 p 关 2 时 ,NN 自身 就 是 以 为 周期 的 群 , N' = ZCN). 而 当 
p = 二 2 时 ,N 的 非 单位 元 素 的 阶 是 2 或 4. N 是 前 面 所 定义 的 广义 - 
Extra-special p- 群 . 上“ 

在 本 节 引 理 2. 7. 5 中 要 证 明 ; 含 于 GL(V) = GL(n, 天) 中 的 
上 述 广义 Extra-special p- 群 N 必然 是 有 限 群 ,并 且 当 入 在 V 上 
不 可 约 时 ,n 是 p 的 餐 . 为 证 明 这 一 事实 , 先 来 研究 具有 最 小 的 阶 
加; 的 Extra-special p- 群 PP 的 不 可 约 的 忠实 表示 . 

引 理 2.7.4 设 V 是 Ff 上 nn 维 空间 ,p 是 素数 ,和 且 不 等 于 
charF ,FF' 包 含 p 阶 元 w. 设 PP 是 GL(V) 的 pp’ 阶 不 可 约 子 群 , 它 
的 换 位 子 群 P' 等 于 它 的 中 心 Z(P), 并 且 就 是 FF*1 的 唯一 的 p 阶 
子 群 (w)1v. 当 p 关 2 时 ,还 设 P 的 非 单位 元 素 都 是 p 阶 元 . 则 下 
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列 两 种 情形 之 一 成 立 : 

(1) n= p, EndppV = Fly; 

(2) 记 一 2, 忆 是 四 元 数 群 ,方程 昱 十 性 十 1 一 0 在 下 中 无 解 ， 
n 二 4, K 二 EndrpV 是 上 的 四 元 数 体 , P 二 GL(V/K) = 
GL(1, K). 

证 明 当 p 关 2 时 ,在 非 交 换 群 P 中 任 取 一 对 非 交 换 的 元 素 
zx、y; 则 P 了 由 xz、y 生成 . 且 换 位 子 [x, yj] = zx!iy zy 二 wly, 对 
某 个 自然 数 & 三 p 一 1. 即 y-'izxy 二 ofzx. 由 与 p 互 素 知 ,存在 自 
然 数 m, 使 km 三 1 (mod p), 从 而 


(yy) zy”) = wr = wx. 


不 妨 一 开始 就 选 y” 代替 y, 化 为 [x,y] = wly 的 情形 , 即 zy = 
wyz. 当 p 二 2 时 ,P 是 8 阶 二 面体 群 D, 或 8 阶 四 元 数 群 Qs( 也 称 
为 Hamilton 群 ). 在 P= D, 时 ,可 选 非 交 换 的 二 阶 元 z、y 生成 
P, 而 P= 二 Qs 时 可 选 非 交 换 的 四 阶 元 z、y 生成 P, 且 在 这 两 种 情 
形 下 都 有 [zx, yj == 一 ly = wly, 即 zy = 一 yx. 

先 设 zx、y 都 是 p 阶 元 . 这 包括 了 除 P = Qs 以 外 的 所 有 情形 . 
此 时 下 包含 了 y 的 所 有 的 特征 根 A€ (w). 由 于 charF 关 p, yy 的 
化 零 多 项 式 * 一 1 没有 重 根 ,y 在 V 上 可 对 角 化 , 即 V 是 子 空间 
Wi = {vEWIvr==wv} (0 三 k 达 p 一 1) 的 直 和 ,其 中 非 零 的 W 
就 是 y 的 属于 特征 根 wt 的 特征 子 空间 . 对 任意 v € Wi, 由 :zy = 
wyz 得 (oz)y = w(vy)z 一 w+1(vz). 这 说 明 对 所 有 的 0 三 二 
Pp 一 1 都 有 Wizx 刁 Win ( 当 k=p 一 1 时 约定 WW; = Wo), 从 而 
dimWi 过 dimWiii. 这 导致 所 有 的 Wi 维 数 相 等 ,都 不 能 为 0. 任 取 
0 天 wo E Wo. 对 每 个 1 二 k 达 pp 一 1 定义 v= vox:, 则 0 闫 
vi EWi. YY = {vl0 达 bk 三 p 一 1) 线性 无 关 , 张 成 V 的 一 个 p 维 
子 空间 W. 易 见 W 是 zx、y 作用 下 的 不 变 子 空间 ,从 而 是 V 的 
FP- 子 模 .但 V 是 单 FP- 子 模 , 故 V = W, 维 数 为 p, %Y 是 了 的 
一 组 基 . xz、y 在 这 组 基 下 的 矩阵 分 别 是 
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之 一 Co 上 y= diag(l, w, Ww, , wh 1). 
这 说 明了 在 zx、y 都 是 p 阶 元 的 情形 下 ,P 在 下 上 的 忠实 不 可 约 
表示 空间 W 一 定 是 p 维 的 , 且 易 见 P 在 EndsV 中 的 中 心 化 子 
EndjgpV = Fly. 

再 来 看 剩 下 的 情形 P = Qs :此 时 PP 的 生成 元 z、y 都 是 四 阶 
元 , 且 zy 一 一 yz. 如 果 玉 "包含 四 次 单位 原 根 , 即 方程 科 王 一 1 有 
解 AE€ F*, 则 四 阶 元 > 可 对 角 化 . 且 由 y? 0 ly 关 1y 知 y 必 有 
特征 根 i 满足 条 件 *= 一 1. 任 取 属于 > 的 这 个 特征 根 i 的 特征 向 
量 vi EV, 则 由 zy 二 一 yz 得 (viz)y 二 (一 让 (vx), 即 v= viz 
是 y 的 属于 特征 根 一 i 的 特征 向 量 . 而 wzz = VX? 二 一 1. 故 vi、 
vz 线性 无 关 , 且 张 成 一 个 二 维 天 -空间 三 . 它 是 z、y 的 作用 下 的 不 
变 子 空间 ,从 而 是 Y 的 FP- 子 模 . 由 V 是 单 FP- 模 知 V = W, 维 
数 为 2, zi、v 组 成 Y 的 一 组 基 ,z、y 在 这 组 基 下 的 矩阵 分 别 是 

加 0 1 1 0 
[ 六 允 0 Ee 
此 时 V 的 维 数 是 2, 且 仍 有 EndreY = Flv. 

下 面 设 F* 不 包含 四 次 单位 原 根 , 即 方程 如 十 1=0 在 正中 无 
解 . 此 时 x、y 在 V 中 没有 一 维 的 不 变 子 空间 . 任 取 0 天 ww E 7， 
zz 二 viX, 则 wi 与 vw 线性 无 关 , 且 vz 一 vi 好 一 一 DY 的 二 维 FF- 
空间 Y= (v1, v2) 是 单 Fzx- 模 . W= 了 十 Yy 是 V 的 FP- 子 模 , 从 
而 等 于 V. 由 zy = 一 yz 知 (Yy)z = 一 Yry = Yy, 即 Yy 也 是 单 
Fz- 子 模 . 从 而 Y 门 Yy 是 Fz- 子 模 ,等 于 0 或 了 .如 果 Y 由 Yy = 
Y, 则 V = 了, 维 数 是 2. 此 时 z 在 基 {v, v;} 下 的 矩阵 为 x = 


& | 我 们 有 > zy = 一 xz = DrD…, 其 中 DD = diag(1， 
一 1). 于 是 yD 与 z 交换 ,应 具有 形式 
| 
b i 


5 


-| 从 而 y = 
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另 一 方面 , 必 十 1 = 0 是 y 的 化 零 多 项 式 ,从 而 是 它 的 特征 多 项 
式 . 从 而 y 的 迹 和 行列 式 应 分 别 等 于 0 和 1. 迹 十 (一 a) 一 0 已 
自然 成 立 , 只 须 再 使 y 的 行列 式 一 公 一 天 王 1 即 可 .这 仅 当 方程 
十 所 十 1 二 0 在 域 F 中 有 和 解 才 有 可 能 .在 这 种 情形 下 , 仍 有 = 
2 和 EndrpV = Fly. 

在 剩 下 的 最 后 一 种 情况 里 ,YN 站 Yy 一 0,V 二 YBYy 是 F 上 
的 四 维 空间 ， Y= {v1, v2, VIY, vay} 是 它 的 一 组 基 . Ty 在 这 组 
基 下 的 矩阵 分 别 是 


0 1 0 0 0 0 1 0 
一 1] 0 0 0 0 0 0 1 
并 一 ，Y 一 
0 0 0 一 1 i 0 0 0 
0 0 1 0 0 一 1 0 0 


此 时 n= 4, FP = li 钰 Fr 加 Fy 田 Fry 是 上 四 元 数 环 . 如果 
有 0 关 aE€ FP 不可逆 ,生成 非 零 右 理想 aFP 拍 FP, 则 waFP 是 
TY 的 非 零 真 FP 子 模 ,产生 了 矛盾. 故 FP 是 四 元 数 体 . K = Endrry 
也 是 四 元 数 体 , P 二 GL(V/K) = GL(1, K). FP 中 每 个 非 零 元 
2 一 4 十 好 十 cy 十 dzy 的 范 NG) 一 0 十 亚 十 cz 十 妊 和 0. 特 
别 , 尼 十 妈 十 1 一 0 在 到 中 无 解 . | 

下 面 可 以 研究 一 般 情 形 下 的 广义 Extra-special p- 群 PP 的 有 
限 维 忠实 不 可 约 表示 P 一 GL(V/F) 及 其 维 数 n= 二 dim V. 

引 理 2.7.5 设 V 是 域 下 上 维 空间 ,素数 pp 关 charF ,下 * 
包含 p 阶 元 w. 设 P 是 GL(V) = GL(n,F) 的 不 可 约 子 群 , P = 
《4w)1 是 "1 的 唯一 的 p 阶 子 群 .当头 2 时 , a? = 1 对 所 有 的 
4 E PP 成 立 , 且 Z(P) 一 已 ;而 当 p = 二 2 时 , ad? € { 土 1) 对 所 有 的 
a E€ PP 成 立 ,Z(P) 是 F*1 的 2 阶 或 4 阶 子 群 且 包含 P'. 则 PP 是 有 
限 p 群 ,n 是 p 的 吞 . 存在 自然 数 m 使 


|P/Z(P)| = p™”, |P| = p”t1 或 p+, 


且 n= 二 pp" 或 n= p"tl. 
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其 中 | 已 | = p”™*? 仅 当 p 二 2 且 |1Z(P)| = 二 4 时 成 立 . 而 n= pp” 
仅 在 下 面 的 情形 下 成 立 : p 二 2, 方程 必 十 忆 十 1 = 二 0 在 F 中 无 
解 ， IZCP)| = 2,P 呈 是 区 一 1 个 二 面体 群 D, 和 1 个 四 元 数 群 Q。 
的 中 心 积 . 

证 明 商 群 工 = P/P' 是 交换 群 , 且 其 中 的 非 单位 元 的 阶 都 
是 p. 将 工 中 的 乘法 写成 加 法 后 可 看 成 p 元 域 Ff, 上 的 向 量 空间 . 
记 任 一 ZE 已 在 工 中 的 象 为 去 F'* 包 含 方程 儿 == 1 的 zp 个 根 
wt(0 三 EE 之 p 一 1), 它们 组 成 已 "的 唯一 的 p 阶 循环 子 群 . 对 任意 
Z、 3?E 卫 , 换 位 子 Lz, yj 二 xz!y zy 一 wl, 对 某 个 自然 数 &. 而 
k 模 p 的 同 余 类 由 rz、y 瞧 一 决定 . 因此 ,可 以 把 看 帮 Fs 中 的 元 
素 , 从 而 定义 出 了 上 的 二 元 函数 


f:PX PF,, (rz, yy) k. 


并 且 [Xzx, y] = [zx, yy], 从 而 f(z， Ny) 二 fz ,yy) 对 任意 的 
Az ET dy EFUB 立 ,其 中 义 、 妨 是 F' 的 pp 阶 循环 子 群 (w) 中 的 
纯 量 .这 人 允许 我 们 定义 天 -空间 世上 上 的 二 元 函数 f:L XL 一 了 ,使 
f(z 7) 二 s € ,满足 [x, yj 二 wl. 易 验 证 f 是 上 的 双 线 性 
函数 . 


特别 是 ,每 个 z 与 自身 交换 , 即 f (元, 过 ) = 0 (Vz EL), 是 交错 
内 积 .又 元 E ZL <>rx€ 2Z(P), 当 pp 闪 2 时 , Z(P)==P', 区 EE 
L! 二 式 = 二 0, 这 说 明了 非 退化 ; 当 p = 2 时 ,f 同时 也 是 对 称 双 
Q(z) 二 sE€ FF, 满足 z= 二 (一 1)*. 易 验证 Q@ 是 上 的 二 次 型 , 且 
f(z 7) 二 Q(T 二 了) 十 Q(z) 十 Q(3), 即 ff 是 Q 所 对 应 的 对 称 
双 线 性 型 . 此 时 如 果 zE Lt 且 关 0,; 则 zx EZ(P)\P', 工 是 F'1 
的 4 阶 元 , x 一 一 1, Q(x) 一 1 天 0. 这 说 明 Q@ 是 上 的 正则 二 次 
型 . 

我 们 对 x 作 数 学 归纳 法 来 证 明 所 需 的 结论 :由 于 P 非 交 换 ， 
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辛 空间 工 二 P/P' 非 全 迷 向 ,存在 向 量 、 了 了 EL, 使 f(z, 7) 一 1， 
从 而 、 3 在 PP 中 的 原 象 z、y 的 换 位 子 [x, yj] = wlv, 即 zy = 
wyx，wE€ * 是 前 面 所 选 定 的 p 次 单位 原 根 .三 、 3 在 ,上 张 成 工 
的 二 维 非 退 化 子 空间 Li, Li 由 万 个 向 量 组 成 . 记 工 , 在 PP 中 的 完 
全 原 象 为 Pi, 则 Pi 就 是 z、y 在 PP 中 生成 的 子 群 ,由 p’ 个 元 素 组 
成 . 当 p 是 奇 素数 时 ,P, 中 所 有 的 非 单位 元 都 是 p 阶 元 . 当 p =2 
时 ,如 果 工 上 的 二 次 型 Q@ 的 Witt 指数 v(Q) >0, 总 可 选 未 .了 E 工 
为 互 不 正 交 的 奇异 向 量 , 即 Q(z) 二 Q(3) = 0, 也 就 是 zx? = y? = 
1, 且 zy 一 一 yz. 此 时 Pi 是 由 二 阶 元 zx、y 生成 的 二 面体 群 刀 ,. 
一 2 且 xQ) = 0 的 情形 仅 当 dim LL = 2 的 情形 下 才 会 出 现 , 此 
时 二 一 工 , P= Pi, 是 8 阶 群 ,其 中 所 有 的 非 中 心 元 都 是 4 阶 元 . 因 
而 P 是 四 元 数 群 ， 可 由 其 中 任意 两 个 非 中 心 元 生成 . 
设 却 .了 E 工 已 按 前 面 所 说 方式 选 定 ,生成 非 退 化 二 维 子 空间 
一 你 , 了), 则 工 可 写成 工 ; 与 Lt 的 直 和 . 记 工 、L+ 在 P 中 的 
完全 原 象 分 别 为 Pl、NNi. 按 前 面 的 讨论 ,Pi 是 由 x、y 生成 的 p 
阶 群 ,而 An 就 是 Pl 在 P 中 的 中 心 化 子 ， PP 是 PP 与 Ni 的 中 心 
积 , PN Ni=P' = (wly 达 FF'1y. 设 W 是 V 的 任 一 单 FP1- 子 
模 , 也 就 是 P, 在 F 上 的 一 个 忠实 不 可 约 表示 空间 . 如 果 已 = P, 是 
8 阶 四 元 数 群 , 则 六 二 W, 由 引 理 2.7.4 得 n= 2 或 4, 本 引 理 的 结 
论 已 成 立 . 在 其 余 情 形 下 ,所 选 的 zx、y 都 是 p 阶 元 ,由 引 理 2. 7.4 
可 知 dims W = p 且 Endrpe,W = Flw. 于 是 由 推论 2.6.4 得 V = 
W @rU, 其 中 U = Homr(W,V) 是 -空间 , Pi 过 GLOY/P 四 
lv 在 WW 上 不 可 约 , N 三 1wy 的 GL(U/F) 在 U 上 不 可 约 . 任 取 
0wEW, 则 Ul = Fw QsU 是 单 PNi- 模 ,其 维 数 dimr U = 
dimr U = n/p. 这 证 明了 2 是 p 的 倍数 . 
当 n = p 时 , W = 二 VN GG Endrr'V = Fly, 从 而 Ni = 
Flv 门 已 一 ZCP). 如 果 此 时 了 非 退化 , 则 Nm =Z(P) = P' <<P,， 
P 二 Pi 的 阶 为 pr, 引 理 成 立 . 退化 的 情形 仅 当 p = 2 时 可 能 发 
、 生 , 此 时 Ni 一 ZCP) 是 已" lv 的 4 阶 子 群 ,而 Nmn P=P' 是 2 阶 
群 ， P= PiN, 是 2 阶 群 , 引 理 仍 成 立 . 
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设 n 之 pp, 则 Ni 是 忠实 作用 于 U 上 的 不 可 约 广义 Extra- 
special p- 群 , 且 dimrU = n/p 过 n. 由 妇 纳 假设 知 ,有 自然 数 m， 
使 |]N | 一 22"+1 或 pr+2 n/p 二 =p" 或 n/p = p”t!, 其 中 |Ni| = 
p”* 仅 在 p= 二 2 且 1ZCNi)| = IN mnZCP)| =4 时 成 立 .而 n/p 
一 p”1! 成 立 的 唯一 情形 为 : p 二 2, 方程 怀 十 J 十 1 二 0 在 下 中 
无 解 , 且 N, = (D)”-:Q。 于 是 


IP| 到 [P| * IN|/IP.N NI 
一 如。 INi|/p 等 于 zz2e"+D+1 或 22(m+D+2. 


而 ”= p""' 或 n = 2"+2?.， 这 就 证 明了 引 理 的 结论 成 立 . 和 

为 了 对 正规 化 可 解 子 群 P 的 极 大 子 群 M 的 构造 有 进一步 的 
了 解 ,下 面 考 察 不 可 约 的 广义 Extra-special p- 子 群 P 在 GL(V) 
一 GL(n, F) 中 的 正规 化 子 . 

引 理 2.7.6 设 P 是 引 理 2.7.5 中 所 说 的 广义 Extra-special 
2P- 子 群 , |P/Z(P)| = p”, 目 EndspV = Fly. M 是 P 在 GL(V) 
中 的 正规 化 子 , 则 

(1) M/(F* 忆 ) 象 同 构 于 Sp (2m，p) 的 某 个 子 群 . 

(2) 当 p = 二 2 且 Z(P) = P' 时 ,M/CF*P) 同 构 于 Ot(2m, 2) 
的 某 个 子 群 . 

证 明 将 初等 Abel p- 群 = P/Z(P) 看 成 p 元 域 F, 上 的 向 
量 空 间 .将 每 个 x € P 在 工 中 的 标准 同 态 象 记 作 z. 任意 取 定 让 * 
中 的 p 阶 元 w. 定义 函数 f:L X 工 一 使 f(z, 5)= 二 kE ,由 
条 件 [z, yj] = ofl 决定. 则 /是 工 上 的 非 退 化 的 辛 内 积 . 当 p 二 2 
且 Z(CP) = P' 时 ,在 L 上 定义 二 次 型 Q(z) 二 和 EF, 使 zx? 二 
(一 1， 则 了 是 与 Q@ 关 联 的 对 称 双 线 性 内 积 ; 

由 MM 正规 化 P 知 ,每 个 g €E M 诱 导出 LP/P' 的 一 个 自 辣 
构 plg): 研 girg. 映射 p:g r> plg) 定义 了 M 到 AutL = 
GL(L/F,) 中 的 一 个 同 态 , 即 M 在 忆 - 空 间 志 上 的 表示 . 同 态 核 
Kerp 一 F*P, 于 是 pC(M) 衬 M/C(F*P). 
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我 们 证 明 每 个 pC(g)(g E M) 保持 工 中 所 有 的 向 量 相互 之 间 
的 了 内 积 不 变 , 从 而 2 将 M 了 上映 入 工 上 的 辛 群 Sp(CC， 让. 设 二 .了 E 
L, f(z,3) 一 上 . 纯 量 变换 [zx, yj] = 1 显然 在 每 个 g € M 的 共 
思 作 用 下 不 变 , 即 


[gzg, g iyg] = gx, ylg = g (wl)g = wl1. 


这 也 就 是 说 f(zp(g), 3p(g)) = f(z, 7). 即 ps € Sp(L, .这 
就 证 明了 Pp(M) < Sp(L, 有) = Sp (2m, p). 

当 p 二 2 且 ZCP) = P' 时 ,对 任意 元 EL, 每 个 gE€ MM 的 共 
斩 作 用 将 x? = 土 1 固定 不 动 . 从 而 (g-!'xg)? = glz2g 一 zx?, 即 
Q(zp(g)) = Q(T). 这 说 明 p(M) 志 O(L, Q) = O+ (2m, 2). 1 
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本 书 的 后 面 各 章 的 主要 内 容 是 定 出 若干 类 型 的 子 群 在 
GL(n, 刁 ) 中 的 扩 群 . 我 们 采用 的 方法 主要 是 两 种 :几何 方法 与 矩 
阵 方法 . 

几何 方法 主要 用 于 第 3 章 和 第 4 章 . 在 第 3 章 中 将 定 出 典型 
群 中 由 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 ,并 在 此 基础 上 讨论 典型 群 中 含 
根子 群 的 极 大 子 群 ,其 中 包括 大 部 分 C1/、C; 类 子 群 . 第 4 章 要 定 
出 具有 正 的 Witt 指数 的 入 = TU(Cz, 下 , h, 工 ) 或 Qtn, FF, Q) 在 
G 二 GL(n, 了 ) 中 的 扩 群 ,并 由 此 导出 Cs 类 子 群 的 极 大 性 . 这 里 要 
求 含有 自己 的 根子 群 .这 两 章 的 共同 点 是 都 要 定 出 由 某 种 类 型 
的 根子 群 及 其 在 GL(C， 玉 ) 中 的 某 些 共 罗 扬 生成 的 群 . 典型 群 的 
根子 群 是 基础 体 FF 的 加 群 或 其 子 群 的 坐 入 象 . 按照 几何 观点 ,每 
一 个 根子 群 对 应 于 = (> F) 或 了 的 一 个 或 两 个 子 空间 . 而 
用 群 元 素 g 对 根子 群 作 共 斩 , 即 是 将 g 以 某 种 方式 作用 于 根子 群 
所 对 应 的 子 空间 . 我 们 常常 需要 定 出 由 某 个 已 知 的 子 群 N 和 某 个 
不 含 于 N 的 根子 群 了 共同 生成 的 群 和 .为 做 到 这 一 点 ,我 们 设法 
定 出 工 在 六 中 的 全 体 共 固 子 群 的 集合 3. 首先 ,可 以 求 出 了 在 NN 
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下 所 有 的 共 轿 子 群 ,这 些 已 知 的 共 e 子 群 的 集合 2, 三 三 , 它们 生 
成 的 群 X, 三 X. 必要 时 再 考虑 Zz 中 的 子 群 在 XX! 中 的 元 素 下 的 
共 簿 子 群 , 以 及 这 些 共 罗 子 群 在 已 知 元 素 下 的 共 罗 ,， 等 等 . 一 般 
说 来 ,只 要 求 出 了 了 在 X 中 的 充分 多 的 共 邦 , 蕊 就 可 以 知道 了 . 
总 的 说 来 ， 几 何方 法 的 主要 思想 是 考虑 群 在 根子 群集 合 上 的 共 斩 
作用 . 

矩阵 方法 主要 用 于 第 5 至 8 章 , 这 几 章 分 别 讨论 与 C:、C4、 
Cs 类 子 群 有 关 的 问题 , 定 出 相应 的 入 在 GL(CV ) 中 的 扩 群 . 我们 
在 研究 这 三 类 不 同 的 子 群 的 扩 群 时 , 选取 了 适当 的 基 把 NN 和 
GL(V) 都 写成 了 矩阵 群 、 并 把 这 三 类 不 同 的 问题 妇 结 为 一 个 共同 
的 问题 : 

设 R 是 含 1 环 ,DD 是 R 的 子 体 . 求 NN == SL(n, D) 或 U'(n， 
D, A, 工 ) 在 G = GL(n, R) 中 的 全 部 扩 群 . 

这 个 问题 当然 很 难 一 般 地 解决 . 但 是 我 们 却 将 其 中 一 个 重要 
步骤 作 了 一 般 性 的 解决 . 对 于 在 GLCz，R) 中 的 扩 群 筷 , 如 果 驴 
含 于 GL(n, DD) 的 正规 化 子 全 ,我们 就 认为 X 是 已 知 的 (事实 上 ， 
此 时 处 可 以 认为 是 Cs 类 子 群 的 扩 群 ,在 第 4 章 中 已 定 出 ). 因此 
只 须 考 洋 X 不 含 于 了 工 的 情况 . 我 们 一 般 地 证 明了 ,只 要 能 在 X 中 
找到 一 个 元 素 g = (ai)。x 儿 卫 , 它 的 某 些 指定 位 置 的 分 量 o = 
0, 那么 ,将 这 个 gi 与 N 中 的 元 素 进 行 适当 的 求 逆 和 乘法 运算 就 
能 在 ‘N,g1) 三 XX 中 找到 含 越 来 越 多 的 零 分 量 的 元 素 , 最 后 找到 
一 个 T&T 使 TT 一 了 除了 一 个 或 两 个 位 置 外 ,其 余 位 置 的 分 量 全 
都 为 0. 这 就 使 我 们 有 可 能 在 (N, 了 T) 找 到 比 N 更 大 的 一 个 典型 群 
Ni 的 根子 群 ,并 进而 证 明 Ni 三 X. 如 果 我 们 一 开始 就 取 一 个 尽 
可 能 大 的 典型 群 N, 迄 所 来 代替 ,由 以 上 的 论证 就 会 导致 巴 盾 ， 
从 而 说 明 一 开始 就 应 该 有 六 三 T. 具体 说 来 ,我 们 对 .g, 的 要 求 是 : 

(1) 当 N = 二 SL(n, DD) 或 TU(n, D, 有 上) 时 ,gi 的 第 一 行 除 
aa 外 所 有 的 分 量 21 一 0( 生 之 2) ; 

(2) 当 N = Qn, D, Q) 时 ,gi 的 前 两 行 除 前 两 列 外 其 余 的 
分 量 ar = Q2; = 0(J 之 3). 
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而 在 一 定 条 件 下 ,在 情形 (1) 下 只 要 找到 一 个 ge E X\T 含有 
一 个 零 分 量 ,就 能 找到 所 需 的 8 ;而 在 情形 (2) 下 则 需 找到 有 指定 
的 四 个 零 分 量 的 ge 来 得 出 gi. 我 们 把 上 面 所 说 的 通过 适当 的 求 逆 
和 乘法 运算 来 找 出 含 越 来 越 多 的 零 分 量 的 群 元 素 的 过 程 称 为 “ 打 
洞 ”. 本 书 所 用 的 矩阵 方法 主要 就 是 “ 打 洞 ”的 技巧 . 


根子 群生 成 的 群 


域 上 的 典型 群 可 以 看 作 由 上 典型 李 代 数 得 出 的 李 型 群 ,由 它们 
各 自 的 根子 群生 成 . 但 也 可 不 借助 李 型 群 的 理论 而 直接 定义 典型 
群 的 根子 群 , 并 把 根子 群 的 概念 推广 到 任意 体 上 的 典型 群 . 本 章 将 
定 出 各 类 典型 群 中 由 根子 群生 成 的 全 部 不 可 约 子 群 . 由 此 可 得 出 
关于 各 类 典型 群 中 由 根子 群生 成 的 极 大 子 群 的 结论 . 此 处 “由 根子 
群生 成 ”是 指 由 某 些 根子 群 (不 一 定 是 全 部 根子 群 ) 生 成 . 

本 章 的 结论 还 是 以 后 各 章 的 一 个 基础 . 在 以 后 各 章 中 讨论 一 
些 类 型 的 子 群 NN 的 扩 群 入 的 时 候 , 只 要 在 和 中 找到 适当 的 根子 
群 ,就 可 以 利用 本 章 的 结论 得 到 和 的 可 能 的 类 型 . 

在 典型 群 中 含 根 子 群 的 子 群 这 一 研究 方向 上 ,已 发 表 的 文献 
很 多 . 早 在 1969 年 ,J. McLaughlin 研究 了 平 延生 成 的 子 群 ( 见 文 
献 [60] 和 [61]). 1974 年 ,B.S. Stark 研究 了 特征 不 为 2 的 正 交 群 
中 由 长 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 ( 见 文 献 [66]). W. Kantor 于 
1979 年 完全 定 出 了 有 限 典 型 群 中 由 长 根 元 素 生 成 的 子 群 ( 见 文献 
[163). 本 书 作 者 和 查 建 国 在 80 年 代 发 表 的 一 系列 文章 中 , 定 出 了 
任意 域 上 上 各 类 典型 群 中 含 根子 群 的 全 部 极 大 子 群 ,以 及 由 根子 群 
生成 的 不 可 约 子 群 ( 见 文献 [31] 王 [38],556] 一 [59]). DO. H. King 
和 R. H, Dye 在 文献 L20]~[28],[7] 一 [9] 中 研究 了 典型 群 中 含 
根子 群 一 些 类 型 的 子 群 ( 主 要 是 可 约 子 群 和 非 本 原子 群 ) 的 极 大 
性 ,也 有 一 系列 的 工作 . 而 对 非 交 换 体 上 的 线性 群 和 丁 群 中 含 根子 
群 的 不 可 约 子 群 的 研究 ,是 本 书 作者 及 其 学 生 任 金 江 在 文献 [40] 
和 [64] 中 作出 的 .于 90 年 代 ,F. G. Timmesfeld 在 Invent. Math. 
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上 发 表 了 两 篇 文章 “1 ro, 从 抽象 群 论 的 观点 定义 了 长 根子 群 的 
概念 ,并 利用 J. Tits 的 Building 理论 确定 了 满足 一 定 条 件 的 由 抽 
象 长 根子 群生 成 的 抽象 群 的 具体 形式 . 

本 章 中 的 证 明 大 体 上 沿用 本 书 作 者 及 其 合作 者 查 建国 、 任 金 
江 发 表 的 论文 中 的 方法 . 不 过 ,我 们 只 对 有 普遍 意义 的 情形 ,证 明 
方法 又 相当 有 代表 性 和 启发 性 的 ,给 出 比较 完整 的 证 明 ; 而 对 于 一 
些 比 较 特殊 和 个 别 的 情形 ,证明 过 程 又 过 于 繁琐 的 , 则 直接 引用 有 
关 文 献 的 结论 而 不 加 证 明 ,或 只 给 出 证 明 的 大 致 思路 ， 
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设 V=V(n, 天 ) 是 体 玉 上 的 >)” 维 左 空 间 ,SL(", K) 是 V 上 
的 特殊 线性 群 , 按 和 矩阵 的 语言 ,SL (n, 天 ) 的 根子 群 是 指 形 如 
{Ti(c)|c € K}G 关 四 的 子 群 及 其 共 轻 子 群 . 而 按 几 何 观点 ， 
SL(V ) 的 根子 群 是 指 形 如 了 7 了,,。 = (rt,plc € 天 ) 的 子 群 ,这 里 0 六 
uEV, O09EV', Hup=0, zr,s—=Ir+or)cu, Yr ET 
当 < 天 0 时 ,rw," 是 Y 上 的 平 延 ,映射 cr> ru,* 是 天 的 加 群 到 根子 
群 了, 的 同 构 . 如 果 Y 上 定义 了 非 退化 的 半 双 线性 型 六 , 则 9p 对 应 
于 唯一 的 一 个 非 零 向 量 wEV ,使 p(x)=h(zr,v), YrEV, tr,。 
可 改写 为 r。 :zhHr 工 十 户 (，D)ca。 

设 V = 二 Vln, 天 ) 上 定义 了 三 半 双 线性 型 关 及 相伴 的 内 积 
j 一 十 eh, 酉 群 GE= Un 天 ,AZL) 巡 Us 天， 思 ， 且 Witt 指 
数 vy.(h) 二 1. 设 x、w EV 相互 正 交 , u 关 0, 且 Qdc) = 
h(u, u) EL, a € kK 满足 条 件 4 三 QC(w)(mod 工 ). 则 wu、w、 a 决 
定 G 中 一 个 元 素 

如 su:Zhr 工 十 Jr wu — ef (zx, uw + au). 


对 任 一 t,o.w 及 g € Uln, K, h, L), 有 gl wg = tag, a, wi 
w 二 0 仅 当 a EL, 此 时 二 ,一 -w, 当 a 关 0 时 , 它 是 西平 延 . 
2 一 0 仅 当 Q(w) EL, 此 时 记 志 ， 0,w 为 7.,w, 当 、 ww 不 共 线 时 称 它 
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为 下 二 平 延 .注意 , 当 记 = 一 art(cE 天 ) 时 ， 
DasTH> TT fx, au 一 szy，z)at =r+ fr, Wu)su, 


其 中 s = 一 ea, 因此 ,== Pu,z-w, 当 5 一 ea 关 0 时 , 它 是 西平 
延 . 当 工 二 0 即 G = O(n, 尺 , Q) 时 ,中 的 < 只 能 等 于 Q(w)， 
此 时 将 a 省 略 , 改 记 坟 ,ecw, 为 6, 。 

先 设 工 关 0, 则 G 关 Oln, 天,Q), 此 时 不 妨 设 c= 二 一 1 有 1E€ 
L. 对 每 条 工 奇 异 线 Ku ,我 们 称 每 个 po ,(0 天 后 工 ) 为 活 奇 异 线 
Ku 的 西平 迁 . 沿 Kw 的 全 体 西 平 延 和 单位 元 组 成 的 子 群 T= 
{pwsls E 工 ) 称 为 TU(Cn, K, hh, 工 ) 的 一 个 长 根子 群 . *F> p,,, 是 
工 的 加 群 到 T. 上 的 同 构 . 由 西平 延 的 性 质 ps,, == p.m 可 知 :T。 
由 Kw 唯一 决定 ,与 & 在 Kw 中 的 选取 无 关 . g Tsg 一 Ts 对 任意 
8 € U(n, K, h, 上 ) 成 立 . 每 一 对 相互 正 交 的 L- 奇 异 线 Ku、Kw 
决定 一 个 子 群 T= {fwla € K}. 由 7 = ww,w 可 知 T,,。 
的 定义 与 a、w 在 Ku、Kw 中 的 选取 无 关 , 且 它 被 任 一 g € U(x， 
玉 ， 记 区) 共 因 到 g Twg 一 To 当 w、 w 不 共 线 时 ,T.,。 称 为 
TU(n, KK,h, 工 ) 的 短 根子 群 . 当 w、w 共 线 时 ,不 妨 设 w= 二 a, 则 


Tas = {Ns = Puatala €E K} = {pls € Trk)} 


是 TU(Ca 天, h ,TrK) 的 长 根子 群 工 ,. 
在 =0 即 G 二 O(n, 居 , Q@) 的 情形 下 ,对 每 一 个 奇异 平面 
(zy，w)(Q(zx) = 二 f(u, w) 一 0 且 w、w 线性 无 关 ) ,我们 将 i,。 关 
1 称 为 Qln, KK, QQ@) 的 一 个 根 元 素 ,而 将 子 群 T,, ,== {fowla€E kK} 
称 为 一 个 根子 群 .T.,。 由 奇异 平面 (w, w) 唯 一 决定 ,与 x、w 的 具 
体 选取 无 关 . g .wg 二 tesvzy 从 而 8 ITog 二 Ts, we 对 任意 
8 E€ O(n, 天 Q) 成 立 . 当 (z， w) 全 奇异 ( 即 QCw) = Qu) 一 
fu， ww) 二 0) 时 ,zw 称 为 QC(n, 天， Q) 的 长 根 元 素 ( 也 就 是 正 交 
二 平 延 刀 ,。),T,,。 称 为 长 根子 群 .而 当 Q(Cw) 关 0 = Q(u) = f(u， 
mw) 时 , 称 坟 .,。 为 QCn, KK，Q) 的 短 根 元 康 , 称 了 ,为 短 根子 群 . 
如 果 K 是 特征 2 的 域 ,而 Q 是 Y = 二 Vn, 天) 上 有 亏 数 的 二 
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次 型 , 即 Q 所 关联 的 内 积 (在 此 情形 下 是 辛 内 积 ) 退 化 , RadV 尖 
0， 则 C = QV, Q) 可 写成 Cl = QC(Vi, Qi, 荆 ) 的 形式 ， = 
V/RadV , Qi 所 关联 的 内 积 非 退 化 ,而 上 = {Q(x)|z E€ RadV}). 此 
时 G 中 形 如 ,ww € RadV) 的 短 根 元 素 也 就 是 Gi 中 的 辛 平 延 
Pe, Qew)，G1 就 是 这 些 辛 平 延 的 全 体 所 生成 的 TU (Vi, Qi, 荆 ). 而 
Gi 的 长 根子 群 也 = {ps, ;|s € 工 ) 实际 上 是 G 中 形 如 7T,,,(w E€ 
RadV ) 的 全 体 短 根子 群 共同 组 成 的 子 群 . 如 果 考 虑 到 逻辑 的 严密 
性 ,在 定义 TU(n, KK,h, 工 ) 的 长 根子 群 时 , 似 应 排除 玉 是 特征 2 
的 域 且 TU (Cn,; 天, h, 工 ) 二 Qn, K, Q, 工 ) 的 情形 ,而 它 归 入 有 
亏 数 的 QC(V, Q) 的 短 根子 群 去 考虑 , 但 从 群 论 技 巧 上 看 ,把 有 亏 
数 的 QC(V，Q) 的 这 种 短 根子 群 看 成 TU(V/RadV , Q,, 工 ) 的 由 辛 
平 延 组 成 的 子 群 ( 仍 称 为 “长 根子 群 ”) 便 于 与 别 的 情形 下 TU (>， 
KKK, h, 工 ) 的 长 根子 群 统一 处 理 . 因此 ,对 有 亏 数 的 正 交 群 , 我 们 将 
同时 允许 Q(V, Q@) (有 亏 数 ) 和 TU(T/Rady , Qi, 工 ) ( 工 关 0) 这 
两 种 表示 方法 ,而 对 这 两 种 不 同 表达 形式 下 它 的 根子 群 的 名 称 允 
许 有 不 同 的 定义 . 

本 章 的 目的 是 定 出 各 类 典型 群 中 由 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 
以 及 含 根子 群 的 极 大 子 群 . 

我 们 要 用 到 关于 V 的 直 和 分 解 以 及 可 约 子 群 的 如 下 注 记 : 

任意 给 定向 量 空间 V ==V(n, 天) 的 直 和 分 解 V = 二 V 旬 … 介 
V。. 则 每 个 向 量 x EV 在 这 个 直 和 分 解 下 有 唯一 的 分 解 式 z = 
ZT 十 十 xm, 使 z;€V;, Yl1 达 i 过 m. 对 每 个 i, zx; 称 为 zz 在 V; 
中 的 分 量 或 投影 ,而 映射 :VF>V,zxr> z; 称 为 V 到 VV, 的 投影 映 
射 . 注意 ,投影 映射 x 不 仅 与 V; 有 关 , 也 与 其 余 V;( j 冯 i ) 的 选取 
有 关 . 设 dimV,; = 4d;, 则 GL(V,) = GL(d;, 天) 在 映射 


GL(V.,) — GL(V), Ei” ly, XX Si X… Xx lv 
下 嵌入 GL(V) = GL(n, 天 ) 成 为 可 约 子 群 , g; € GL(CV,) 的 代入 


象 在 上 的 作用 与 g; 相同 ,并 且 定 驻 其 余 每 个 VC7 天 六 中 所 有 
的 向 量 . 进一步 ,有 嵌入 映射 
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GLC7) xX… Xx GL(OV,) —> GL(V), 
Si XX grisTl 二 "十 Tn X81 十 *…* 十 Zngm. 


设 西 群 G = U(V, h, 工 ) 三 UCV, 了 ) 作用 于 正则 西 空间 V 
上 .如 果 W 是 V 的 非 退化 子 空间 , 当 我 们 说 zi: 是 向 量 x EV 在 W 
中 的 分 量 (或 投影 ) 时 ,如 果 不 另 外 加 以 说 明 ,就 总 是 指 z 在 直 和 
分 解 V= 二 WW+ 下 xz 在 W 中 的 分 量 (或 投影 ). 并 且 我 们 总 是 将 
UMW, hw, 工 ) 等 同 于 UCW, hw, 工 ) X 1w 看 作 U(V ,hh, 工 ) 的 子 
群 . 我 们 还 常常 将 A 在 W 上 的 限制 hw 也 简 记 为 ,这 在 通常 情况 
下 不 会 产生 混淆 (但 有 时 也 需 加 以 区 别 , 比 如 viChw) 就 不 能 等 同 
于 丸 (h)). 更 进一步 ,对 V 的 任意 工 正 则 子 空间 W, 我 们 也 把 
UW, hw, 工 ) 看 成 U(V, hh, 工 ) 的 子 群 


{g € U(V,h, L)izg = X,YrE W+). 


这 样 ,在 工 关 0 时 ,TU(W,h, 工 ) 就 是 由 TU(V, h, 工 ) 中 全 体形 
如 Tlw E W) 的 长 根子 群生 成 的 子 群 . 而 当 工 = 0 时 ,如 果 
vi《(W) 二 1 且 dimW 之 3, 则 QW, Qw) 就 是 由 QCV,，Q) 中 形 如 
T,,w(u,，wEW ) 的 全 体 根子 群 生成 的 子 群 . 


8$ 3.2 ”线性 群 的 根子 群 


为 研究 SLCY) 的 根子 群 ,要 用 到 关于 平 延 的 下 列 性 质 ， 

(1) rmrem = Te, pt Te grup = Tw tv 对 任意 cE K 
有 Tp = Tt, p. 

(2) 对 gE€ GLV) 有 gi!t,sg 一 twp,e'p, 这 里 g*9 EV* 由 
Xx(g"9) = 二 (zg ')p(Yz EV) 定义, 从 而 g* € GL(V'). 特别 是 
(rp 了 一 了 一 VC YETV 

由 性 质 (1) 知 ; T,,, = Ts < 人 Ku = Kv 自 pK = 9K. 

设 X 是 SLCV) 的 子 群 ,对 0 和 关 p EV' 记 


Yx(p) = {v EVIT,., <X); 
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对 0 关 w EV 记 
VC) = {yg EV' |T,,y<X)}. 


则 由 性 质 (1) 得 知 :Vx(9)、V% (xw) 分 别 是 VV、V' 的 了 字 空 间 , 并 且 
VxC9c) 二 Vx(9) 及 Vlcu) = 二 Vi lu) 对 任意 c € K' 成 立 . 并 且 
由 性 质 (2) 得 知 :对 g € X, Vx(g'9) 二 Vx(9)g 及 Vi(ug) 一 
g "Vi (w) 成 立 . 

定理 3.2.1 设 了 XX 是 SL(n, KK) 的 由 根子 群生 成 的 不 可 约 子 
群 , 则 X 是 下 列 类 型 的 子 群 之 一 : 

IR1. X= SL(n, K). 

IR2. KK 是 域 ,n 是 偶数 , 匀 = Sp(n, KK, 有 对 V 上 某 个 非 退 
化 交错 型 成立. 

IR3. KK = Ff, n 是 偶数 且 之 4, X= 0O+ (n, 2) 过 Spln, 2) 
(但 了 关 O+ (4,，2)), 或 区 是 典 入 Sp(n,，2) 的 对 称 群 S,11 或 
Sn+t2. 

证 明 对 x EV, yp EV', 我 们 用 wu 上 9 来 表示 up = 一 0, 并 
记 ut= {(y EV'luw=0}, p+= {(v E VIvy = 0}. 

选择 0 关 91 EV' ,使 Vx(91) 的 维 数 d 最 大 .显然 d 二 1. 

情形 1 4d 之 2: 

Vxl91) 守 9i, 是 V 的 非 平 凡 子 空间 .由 和 不 可 约 知 ,和 中 有 
平 延 82 将 Vx(l91) 送 到 Vx(C9p;) 生 pi， 这 里 2 = Bg2 Pp1. Vx C92) 
的 维 数 仍 为 d. 且 有 ww EVx(9;) 满足 ui91 = 1. 对 任 一 0 关 u E€ 
VxC91) 门 9t， 由 xz9s 一 0 知 (rn) 82 二 9， 从 而 元 ,。 定 驻 
Vx(92) ,再 由 wi E Vx(92) 得 wt nu E Yx(2:). 这 证 明 
了 Vx(92) 包含 Vx(C91) 门 2. 除 此 以 外 ,Vx(92) 还 包含 ,于 是 
它 包 含 (Vx(91) 门 g9+,w) = 二 W 门 gz, 这 里 W = (Vx(91), ui) 
是 4 十 1 维 子 空间 . 由 dimVx(9,) 一 Q 可 得 到 Vx(9:) 一 W 人 gi， 
且 W 生 gz#, 从 而 Vxl91) 先 gi. 于 是 存在 ws E Vx(91), 使 wz9， 
二 1. 群 Xs 一 (Ta， To)<X 定 驻 网 , 且 和 对 一 (8 |g € X,} 
在 (yp1, 9:) 上 诱导 出 SL(2, 天 ) ,可 将 p, 送 到 任何 0 和 关 Pp E (9，， 
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92), 从 而 ,二 XX 将 Vx(91) 二 WN 人 NN pi 送 到 Vx(¢)=W N p+. 
对 每 个 gE€EX 有 (《g* p01 二 ptg, 记 
(X91) = (g' yilg € X). 


则 《<X* gg1)+= 人 Nvexl8p18g) 是 V 的 真子 空间 , 且 在 X 的 作用 下 不 
变 , 只 能 等 于 0. 这 说 明 (X* 9p:) 一 Y". 我 们 可 以 取 V' 的 维 数 最 
大 的 子 空 间 电 二 (4P,，p，)， 使 YxGp) 王 三 站 9+ 对 所 有 的 0 天 
92 E 针 成立 ,如 果 W 门 + 关 0, 则 由 (X* p91)= 二 VV* 知 ,存在 gs € 
区 使 zs 93 二 1 对 9 = g3? 91 和 某 个 0 关 us EE W NN B+ 成立. 由 
us E Bi \ gt 和 gp BD. Vx(p;) 一 Vx(91)gs 的 维 数 仍 为 d = 
dimW 一 1. 对 任意 0 关 vE Vx(9,), 存在 0 关 PE (91, 92) 站 
vi, 由 (zs)*9 二 9 知 ,。 定 驻 Vx(9). 再 由 zs EW 站 9+= 
Vx(8) 得 st,, —us=vEVx(p)CW. 这 证 明了 Vx(93) CW, 
从 而 Vx(ps) 一 友 门 9 直 . 记 于 = ( 国 , 83) 好. 对 任意 YE 更， 
当 乡 E 轩 或 yE 《9s) 时 ,已 经 知道 Vx(y) = W 站 ;在 其 余 情 
形 下 ,可 写 J = (gs 十 gc)a,a、c€EK*,0 关 9p € @, 于 是 


Vx(f) = Vx(93 + pe) = Vx((r-o,,9)" 93) 
= Vx(pa)r_m.o= WN WN. 


但 这 就 与 旬 的 极 大 性 相 牙 盾 . 这 一 矛盾 说 明了 :应 该 有 W 由 @+ = 
0. 由 此 并 可 知 dim® 之 dimW =d 十 1 二 3. 

如 果 W 冯 VV, 则 久 合 有 根子 群 工 ,.y 不 定 驻 开 W, 从 而 vg WW 且 
KW+, 有 wE 克 使 wy==1. 由 dim@ 全 3 知 , 存 在 0 夭 Y E@@ 
门 (wv)+, (zt,,y)' 定 驻 9 ,从 而 r,* 定 驻 Vx(p) 一 克 门 2 上. 但 
wEWN gi 被 吉 ,y 送 到 w 十 v 多 W, 产生 牙 盾 .这 证 明了 
W==V. 且 由 dim®@ 之 dimW 知 畦 二 V'. Vx(9) = p+ 对 所 有 的 
0 关 9 EV' 成立,X 包含 SLCY) 的 所 有 的 根子 群 ,从 而 X = 
SLCV). 

情形 2 d=1; 

如 果 d' = maxoxwevdimV% (zx) 二 2, 与 情形 1 同 理 可 得 X = 
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SL(WV). 故 设 d= 1. 

对 任意 Tg、 T,,y 二 XX, Ku= Kv > pK = YRK, Huy= 
0 二 > (cp 定 驻 一 > t,o 定 驻 Vx(y) = Kv 一 > vp 一 0. 即 
ul yOv 02. 

不 可 约 的 和 含有 7.。,w、 7T.,w 使 Ui98z 关 0, 从 而 ws 91 关 0. 
可 选 w、 9i(i 二 1,2), 使 wp; 二 1 = 一 uz9i. T,,a(i = 1, 2) 生 
成 了 的 子 群 X1 = SL(V,) Xx ly,， 其 中 VV 三 (zz)，V7 = (91， 
92)+. 当 n 二 2 时 ,已 有 X= X= SL(V). 设 n 过 3, 则 有 
Ty, <X 不 定 驻 V1, vs & Vi， ps 这 i. 不 妨 设 ups 天 0， 从 而 
zs 9 关 0， 写 为 四 一 殉 十 za 内 二 册 十 ga 使 加 EYET， 
El9i, gs，9sEyt. 有 5EXI 使 3g 一 za， 用 8 IT.。.wg 一 
Tug, eg 二 X 代替 Tu ,ys 可 设 5 = wi, 于 是 Vapi 一 (ui 十 
Ws) 91 二 0, 从 而 0 = 二 ws 十 83) = Js， ;二 pia 对 某 
个 a € K* 成 立 , 可 用 wa :代替 ps 使 ps 二 91. 应 有 93 关 0, 否 
则 , VxC91) (u,v;) 至 少 2 维 , 且 0 = vas = (ui 二 Us) (C91 十 
93) 二 ws9a. 若 开 非 交换 ,Xi = SL(V1) X ly, 包含 g: 固定 x: 且 
将 ul 送 到 cui,c 是 KK* 的 换 位 子 群 中 的 非 单 位 元 . g* 固定 pi 及 
93, 从 而 固定 ys， Vx (fs) 和 (wv;, V381) = (ui 十 za， cui 十 U3), 至少 
2 维 ,产生 矛盾 . 这 说 明 当天 非 交 换 且 x 二 3 时 ,不 会 出 现 情形 2. 

天 是 域 的 情形 已 在 文献 [5650] 和 [61] 中 解决 了 . 为 叙述 完整 起 
见 , 下 面 仍 对 天 是 域 . 但 天 天书 的 情形 给 出 一 个 证 明 . 但 对 特别 
情形 K = 已 ,需要 较 繁琐 的 处 理 ,在 此 从 略 ,请 参看 文献 [611] 

设 天 是 域 但 天 夭 已. 我 们 已 有 


SE 


其 中 9; 二 1 = 一 wz9i. 由 于 天 是 域 , 可 将 Y 的 对 偶 空间 V' 写 
成 左 天- 空间 ,并 定义 天 -空间 Vi 到 了 中 的 线性 嵌入 
o:aul 十 bxloh>aypl 十 py， Ya.bEK. 


现在 X， 和 CT ,os 了 cs) ). 易 验 证 Xl 包含 所 有 的 i 
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Y0 关 wu € Vi. 注意 Vi mn olV1)+= 0. 于 是 存在 V 的 维 数 最 大 的 
子 空间 UVi, 使 T,, ow 二 X 对 所 有 的 0 关 w EDU 成立, 其 中 oo: 
U ->V' 是 线性 幅 入 , 且 U 站 oC0)+=0. Fu v) 二 uo(lv) 在 U 上 
定义 了 一 个 双 线 性 型 .对 任意 0 关 w EU, 由 To 之 XX 知 f 人 us 
u) 二 wo(w) 一 0, 这 说 明 f 是 交错 内 积 , 且 由 UN 站 oC(0)+=0 知 f 
非 退 化 . 记 Ul = oi, 平 = 二 Ut, 则 V=U@U,V'*= 
olU) 鳃 于 . 将 Sp(U， 了) X lu 简 记 为 Sp(0). 则 和 所 含 的 平 延 
zu, ow :TPT 十 (Xo(u))su (0 关 u EU,sE€K*) 即 是 Sp(D) 的 辛 
平 延 p。,,, 且 对 任意 v EU, 有 
(Tw,00w) “0(v) = ov) — olu) suo lv)) 
= 0o(v) — ol(u)sf (lu, v) 
=o(v + fv, usu) = olp,, vv). 
全 体 p..,(0 关 wu EU,sE 天 ') 生 成 Sp(U) 祥和 X, 且 g* co) = 
olvg) 对 任意 v EU, g € Sp(U) 成 立 .如果 UU 关 V, 则 不 可 约 的 
X 含有 Tw 不 定 驻 U. 写 为 wi 一 ww 十 v1 斩 一 obi6) 十 xt, 使 
to Uo EU, vi E Ui, A EY, 则 zi 了 关 0, vi 关 0. 车 z==0, = 
ca(zo)， 则 Vx(c(zo)) (2, uo 十 v1) 至 少 2 维 ,产生 牙 盾 . 故 元 
天 0. 车。 你 Kuo, 则 存在 x € U, 使 f(u， uo) = 0 fu, Lo), 
对 Tow， Tw,y 去 和 有 ic(z) 二 wolu) = flwu, wu) 一 0, 但 是 
ui 一 za(2o) 二 fx， io) 关 0, 产生 蔬 盾 . 故 &€ Kvo. 在 WK 中 
适当 选取 可 设 == wo. 于 是 Truveoeota HX, 有 0= zp = 
(uo 十 v1) 《olwo) 十 而 ) 二 vir, 对 任意 8 € Sp(U) X 1w,， 有 
8 Tr,vg 一 了 + ow +n <<X， 


其 中 二 wg 取 遍 UU 的 非 零 向 量 , 取 1 关 a € K' 可 知 X 包 含 所 有 
的 


Ts(anu 十 zj)》，ac(an }+x Tsalu +v,), oluo )+ x Ts(at a)u ,olu,) 
0 0 1 人 0 0 0 
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即 了 7, ,过 XX. 这 说 明了 esoeo+om 挟 基 对 所 有 的 EU,c€EK 
成 立 . 不 可 约 的 六 含有 Tw 不 定 驻 . 记 ws = v6 十 v4, 册 一 
go(50) 十 o 使 vo、 Do EU, vi € Ui, x € i, 则 vizs 关 0, 当然 
zs 天 0. 与 前 同 理 可 知 wz 关 0，Kv。 二 KK vo, 可 适当 选取 ,使 
V6 一 vo. 且 有 vars 一 0. 当 vo 六 0 时 ,还 知 ye ou) + x 二 针对 任 
意 w EU 成 立 . 特别 了 ,二 X. 故 总 不 妨 设 v6 一 0, T。， 一 
T, ,zr 由 ?ro 二 viz 关 0 知 vz 关 0 即 var 关 0， 且 可 分 别 在 
Kvs、ztzK 中 适当 选取 vs、 Xz 使 vixs = 1== 一 vm. 对 任意 uw EU， 
《Tuoto,ow+ta， Tw.x) 达 XX 包含 所 有 的 Turato, otntss Vb EE 
K. 且 Tv， Tt, -rte) Xe 全 


T re)+tev tr), 《a(ze) 十 xl) 十 (一 二 | 十 区 2 ) 一 A ou) tx,* 


令 玉 = (uv v), 将 o 扩 张 为 线性 册 入 ol:W 一 V*", 使 
ot 二 avi 十 bvs) 一 Ga(L) 十 ar 十 br Wu EU,a,bEK. 


则 WN olW)+==0, 且 XX 包含 所 有 的 Tw,ow,， V0 隆 wEW. 这 
与 U 的 极 大 性 相 违 . 从 而 证 明了 U = 二 V, X 宇 Sp(V, .由 4 = 
1 易 见 了 基 = Sp(V, ). 

K=F,Hd=1 时 , X<Spln, Fi,, f). XFSpln, F,, f) 
的 仅 有 的 情形 是 ; 及 二 Ot+ (2，2)， 或 生涯 9 或 和 人 SS 证 
明 可 参见 文献 [61]. 


3 3.3 西 群 的 根子 群 


我 们 主要 讨论 西平 延 群 G = TU(n, 天 , h, L) 中 由 西平 延 组 
成 的 根子 群 , 即 长 根子 群 . 而 对 于 由 酉 二 平 延 组 成 的 短 根子 群生 成 
的 不 可 约 子 群 和 ,我 们 只 给 出 和 含 G 的 长 根子 群 的 一 个 充分 条 
件 , 在 此 条 件 下 可 以 将 X 作为 含 长 根子 群 的 子 群 来 研究 ,这 就 大 
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体 上 够 本 书 以 后 章节 应 用 了 . 

根据 定义 , G = TU(n, 玉 , h, 工 ) 的 长 根子 群 T, 是 由 沿 同一 
条 奇异 线 (z) 的 全 体 酉 平 延 和 单位 元 组 成 的 群 . 在 本 节 的 主要 定理 
中 ,我 们 定 出 了 G 中 由 长 根子 群生 成 的 全 部 不 可 约 子 群 . 引 理 
3. 3. 3 一 3. 3. 6 一步 一 步 地 讨论 了 长 根子 群生 成 的 子 群 的 可 能 类 
型 ,为 证 明 主 要 结果 (定理 3. 3. 1 与 命题 3. 3. 2) 黄 定 基础 . 

当 工 = KK, 即 G==Sp(n, 尺 ,有 时 ,G 的 长 根子 群 也 是 SL(n， 
K) 的 根子 群 ,G 中 由 长 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 就 是 定理 3. 2. 1 
IR2 和 IR3 中 所 列 的 全 部 子 群 . 因此 ,在 定理 3. 3. 1 中 只 叙述 
0 关 工 关 的 情形 .但 是 引 理 3. 3. 3 一 3. 3. 6 的 用 处 不 仅 在 于 证 
明定 理 3. 3. 1 ,在 本 书 以 后 的 章节 中 还 需要 用 它们 来 确定 子 群 的 
扩 群 ,证 明子 群 的 极 大 性 等 . 为 了 在 以 后 用 起 来 方便 ,我 们 在 引 理 
3. 3. 3 一 3. 3. 6 中 包括 了 工 = 天 的 情形 . 不 过 ,二 = K 的 情形 实在 
非常 简单 ,在 引 理 3. 3. 3 一 3. 3. 5 的 证 明 中 几乎 不 需要 对 上 = 二 K 
的 情形 多 置 一 词 , 只 是 在 证 明 3. 3. 6 时 对 天 == 书 :一 工 这 一 特别 情 
形 上 略 加 叙述 . 

当天 是 域 且 J 关 1 时, 工 == Kj 是 的 子 域 且 在 K 中 的 指数 
[天 :天 一 2. 当 了 一 1 时 ,KK 一 定 是 域 , 在 条 件 0 天 二天 天 下 ,天 
是 特征 2 的 非 完 全 域 ,当然 就 是 无 限 域 . 此 时 工 是 域 玉 : 上 的 子 空 
间 . 由 于 已 假定 1€ 工 , 故 工 包含 K’. 在 定理 3.3.1 中 我 们 只 完成 
了 与 了 关 1 时 相 类 似 的 一 个 情形 :假定 工 包含 K 的 一 个 指数 为 2 
的 子 域 ,其余 情 形 待 解决 . 但 在 引 理 3. 3. 3 一 3. 3. 6 中 ,我 们 还 是 
得 出 了 关于 更 一 般 的 工 的 结论 . 

定理 3.3.1 设 G=TUGO，K,h, ZL) 过 TU ， 玉 ， 方 ， 
工 关 天. 当天 是 域 时 ,假定 二 包含 天 的 一 个 子 域 玉 使 [及 : 天] 一 
2. 设 和 是 由 G 的 若干 长 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 , 则 是 下 列 
类 型 的 子 群 之 一 : 

IR1. X= TU(n, K, h, L). 

IR2. KK 是 域 ,n 是 偶数 ,有 旦 二 4, 工 是 KK 的 子 域 目 [K: 工 ] 
二 2, 钱 = 二 Sp(n, 工 ), 或 当 L = 已 时 ,和 是 嵌入 Sp(n, 2) 中 的 正 
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交 群 Ot+(n, 2)( 但 蔗 关 O+ (4, 2) ) 或 对 称 群 S,4i 或 S,;2. 

IR3. K = ,Kj 二 F,, XX 是 某 一 组 两 两 正 交 且 张 成 V 的 非 
迷 向 线 的 集合 {《w;) |1 三 i 三 n) 的 稳定 子 群 X,, 或 当 G 二 SU (6， 
22) 时 ,Xe 志和 二 3PQ- "(6，3)( 见 文献 [16]). 

在 以 下 类 型 IR4 一 IR7 中 ,K 是 以 L = TrK 为 中 心 的 广义 四 
元 数 体 . 特别 在 IR4 ~ IR6 中 ,X 是 KK 的 一 个 子 域 下 上 的 辛 群 或 
西平 延 群 ,属于 $ 2. 2 中 所 定义 的 Cs 类 型 ,这 里 工 忆 FC KK 且 满 
足 玉 =F,V = KOrVe, Ve 是 KF 上 的 空间 ,hr、fs 分 别 是 h、f 
在 Vr 上 的 限制 . | 

IR4. n 二 2m，, 是 偶数 ,vL(h)= 二 mm 二 2, FF 二 LL, X= Sp(Vi，, 
fe). 

IR5. F = LL[61, 对 某 个 6€ K\K)j, X = SUCV;, fi). 

IR6. charK 一 2, 二 F[6] 对 某 个 6€ Ki\L, X= TUCV;， 
hr, L). 

IR7. 二 4, vlh) == 2 时 的 一 个 例外 情况 如 下 : 设 V = 
(zy U2》 《uss da》， Ui、 Uiti(i 二 1，3) 是 工 -奇异 向 量 ,并 且 (au， 
w+i) 二 1. 又 设 a、b 是 KK 中 两 个 非 对 称 元 ,上 且 5b KL[a], 记 玖 是 
天 中 由 1、e、2 张 成 的 三 维 工 子 空间 .X 是 由 这 样 的 长 根子 群 了 。 
的 全 体 生成 的 子 群 ,其 中 奇异 线 (mw) 一 (>)， cu) 满足 下 列 条 件 
之 一 : 

(DD) a 二 1, 且 cs、c4、czc3、czcs4 都 含 于 五; 

(Da =0,c = 1, 有 cc, 售 于 E; 

(iii) ci = c, = 0. 

( 注 ; 上 面 的 IR7 是 按 文献 [64] 中 的 方式 表述 的 ,但 它 看 来 应 
当 有 更 简明 而 直接 的 表述 方式 . ) 

设 U 是 由 奇异 线 张 成 的 子 空间 ,我 们 记 To 为 所 有 的 长 根子 
群 T,(w EU ) 生 成 的 群 . 特别 是 Tv = TU (x, 天 , h, 工 ). 而 对 V 
的 非 退 化 子 空间 WW, 则 有 Tw 二 TU(W). 这 里 TU(W) 是 TU(W， 
hw， 工 ) X 1w+ 的 简写 ,hw 是 h 在 W 上 的 限制 . 
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下 面 的 命题 给 出 了 长 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 X 等 于 G 的 
一 些 充分 条 件 . 它 将 在 我 们 研究 C, ~ Cs 类 子 群 的 扩 群 时 发 挥 重 
要 作用 . 

命题 3.3.2 设 G=TUG, ,hh, 工 ) 二 TU(n, KK, 了) 如 定 
理 3. 3.1 所 述 ,X 是 由 GG 的 若干 长 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 . 如 
果 下 列 条 件 之 一 满足 , 则 X = G. 

() G= Spln, K, /HKzR,. 

(ii) 世 不 含 于 天 的 中 心 . 

Ciii) K 是 域 且 工 真 包含 的 一 个 指数 为 2 的 子 域 . 

(iv》 存 在 V 的 至 少 4 维 的 非 退 化 子 空 间 避 ,xD) 二 1, 使 
XT,. 

(v) KK 是 以 工 为 中 心 的 广义 四 元 数 体 , 且 存在 V 的 至 少 3 维 
的 非 退 化 子 空间 U,v(0) 宇 1, 使 X 宇 To. 

(vi) 天 、 工 是 域 , [天 :LL 二 2, 且 工 关 ,存在 V 的 至 少 3 
维 的 正则 子 空间 U,v(U) 之 1, dim(RadU) 一 dim(U 站 Rady) 去 
1,; 使 X 宇 To. 

(vi ) == 上 = 二, dim 二 4, 存在 V 的 至 少 3 维 的 非 退 
化 子 空间 ,使 X 过 SU(U, fo). 

设 U,，…, U, 是 V 的 一 些 子 空间 组 成 的 链 , 其 中 每 个 
Ui(1 人 i 之 7) 可 由 奇异 向 量 张 成 , 且 每 个 Uili 之 2) 与 (VU,,…， 
U,;_,) 不 正 交 , 则 称 这 样 的 子 空间 链 为 连通 链 , 并 把 U,;(1 三 i 三 7) 
张 成 的 空间 称 为 这 个 连通 链 所 张 成 的 空间 . 如 果 这 个 连通 链 中 每 
个 UG 二 2) 不 含 于 ‘Ui, ay U;_1), 则 称 它 为 既 约 连通 链 . 这 里 ， 
“连通 ”的 基本 意义 是 “不 正 交 ”, 从 而 Tu 与 (Tv ，…， Tw,) 不 交 
换 . 我 们 希望 , 当 U,,，…, U, 张 成 子 空间 W 时 ,对 应 的 群 Tu ,…， 
Tu. 生 成 Tw, 如 果 忆 .与 (0 …，U-) 正 交 , 则 Tu 与 (To ，…， 
Tu. 交换 ,此 时 显然 不 能 指望 它们 生成 Tw. 这 就 是 我 们 把 注意 力 
集中 在 连通 链 的 原因 . 

G 的 每 个 长 根子 群 了 7 了, 对 应 于 一 条 奇异 线 (w). 对 G 的 每 个 子 
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群 久 , 记 工 (X) = {《w)|T, < 一 和) 为 让 所 含 的 长 根子 群 了 所 对 应 
的 奇异 线 的 全 体 . 我 们 也 简写 x € 工 (X) 来 表示 (xy € L(X). 对 任 
意 gEX 和 Cu ELCX), 由 Ti, =g Tg TX (ug) ELCX). 
这 也 就 是 说 ,L(X) 在 X 的 作用 干 变 到 自身 . 从 而 LCX) 所 张 成 的 
子 空间 克 = 二‘L(X)) 也 被 XX 变 到 自身 . 如果 关 是 由 长 根子 群生 
成 的 不 可 约 子 群 , 则 (LC(X)) 应 等 于 V. 从 LC(X) 中 取出 奇异 线 
《tu1)，"…，《un) 组 成 具有 最 大 长 度 的 既 约 连通 链 , 设 这 些 奇 异 线 张 
成 子 空间 W, 则 L(X) 中 每 条 奇异 线 (w) 应 全 于 WW 或 含 于 Wt+( 否 
则 ,Cz ，、-…，《uwm)，《z) 是 一 条 更 长 的 既 约 连通 链 ), 于 是 了 了, 定 驻 
W, 所 有 这 些 7T, 生成 的 久 也 定 驻 W, 这 迫使 WW = 二 V, 如 果 能 定 出 
NN 二 《To ，……,，T。), 则 XX 就 容易 定 出 了 .特别 是 ,如 果 我 们 所 希 
望 的 结果 NN 二 Ty 二 GG 成 立 , 则 羡 = G. 下 面 的 几 个 引 理 所 讨论 的 
正 是 这 个 问题 . 

在 下 面 的 引 理 3. 3. 3 一 3. 3. 6 中 ,我 们 都 假定 TUCV, h, 工 ) 
是 作用 于 非 退 化 酉 空间 Y 上 的 西平 延 群 . 这 当然 要 求 了 工头 0 及 
(PP) 之 1. 除非 另外 加 以 说 明 , 对 工 没 有 其 他 限制 . 

先 讨论 两 个 长 根子 群 工 .、7T, 生成 的 子 群 . 

引 理 3.3.3 设 u、vEV 是 两 个 不 共 线 的 奇异 向 量 , W = 
《us UU). 

(1) 车 (4, v) 关 0; 则 Tw = (TT,, TT,). 

(2) 若 (u,v) 二 0 且 KK 关 Fi, 则 Tw = (Tla € KK). 

证 明 (1) 用 (ze oz 代替 ww, 可 设 (u,v) = 1 W 中 任 一 
条 异 于 (wv) 的 奇异 线 具 有 形式 tu 十 so),sE 工 , 但 对 每 个 GE 工 有 
Tm 二 posTupos 之 《Ti， Ty, 这 说 明 (T,, T,) 包 含 所 有 的 
T,.(0 关 w € 邢 , Q(w) E 工 )， 从 而 等 于 Tv， 

《2) 记 半 二 (Turwla € 天 》， 只 须 证 明了 T. < 和 X. 由 于 假定 了 
1 E 二 对 任意 *E 工 有 时 一 515E 工 ,对 任意 0 和 关 sE 工 , 易 验证 


Du， 1~s 一 Puts— lo, Dety, -ss, 5 一 52 EE XX， 
.1 一 5 取 遍 ZN{1). 当 LFF, 时 ， 可 取 s EE ZN(0， 1)， 得 Pr,1 = 
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sou EX. 于 是 T,X. 当 L=F,K 时 , K=F,,p,i= 
了 ck XX, 仍 有 T, 二 XxX. 1 

下 面 设 法 定 出 3 个 长 根子 群生 成 的 子 群 (了 T,, T,。, Tw。). 由 于 
引 理 3. 3. 3 已 经 证 明了 《7,7T,) = Tw 对 双 曲 平面 UV == u,v) 成 
立 , 以 下 的 一 步 是 定 出 X: = (To T,) ,其 中 w KU U Ut. 我 们 
自然 希望 X; = Tw 对 W = (UV mw) 成 立 .不 妨 选 U 中 的 双 曲 对 来 
代 蔡 {z， v} ,使 (u,v)= (w, 2) 一 1， 从 而 忆 可 写成 zx 十 bo 十 ro 
的 形式 ,其 中 0 关 w。E Ut+, 6 € KK. 而 W==U@ (wo) 中 任 一 条 
不 合 于 UU 的 奇异 线 具 有 形式 (r) ,z= a 十 bw 十 wo. 我 们 希望 对 
所 有 这 样 的 zx 证明 TT, 一 X,. 证 明 的 关键 是 :使 了 ;二 X, 的 xz 中 的 
系数 a 能 否 取 遍 玉 ? 为 此 ,我 们 证 明 : 出 现在 Turw 二 XX 中 的 
a € K* 的 全 体 与 0 一 起 组 成 的 集合 D 是 的 一 个 子 体 .DD 包含 
工 及 6, 因而 包含 工 与 6 在 中 生成 的 子 体 .在 大 多 数 情形 下 ,我 
们 知道 D = ,从 而 a 可 取 遍 天 .而 要 证 明 是 体 , 最 困难 的 是 
证 明 它 对 加 法 的 封闭 性 . 这 对 K 是 非 交换 体 的 情形 尤其 困难 . 这 
一 困难 已 在 文献 [64] 中 克服 了 ,成 功 的 关键 在 于 利用 了 关于 体 元 
素 的 一 个 恒等式 . 下 面 介 绍 的 就 是 文献 [64] 中 的 证 明 . 

引 理 3.3.4 设 奇异 向 量 w、v、w EV 满足 条 件 (x, v) = 1 
及 w= 二 ww 十 6v 十 wo, 其 中 9E 天 :，0 尖 rwE (u,v)t. 记 W= 
( 信 ，v， Ww). 设 TU(V ,有 hh, 工 ) 的 子 群 久之 (T,, T,, T。). 定义 


D’*={a€K’ IT <X, ，WQ(ax 十 如 十 zuo)E 工 }， 


则 下 列 结论 成 立 : 

(1) D=D* Uf{0} 是 天 的 子 体 且 包 含 工 及 0. 

(2) 如 果 天 是 域 (KK 关 F,), 且 工 包含 KK 的 子 域 让 ,使 [K: 
Fj 之 2, 则 当 工 一 KK ,或 当 [K :Fj=2 且 工 录 ,或 当 W 是 LL- 正 
则 子 空间 时 ,有 XX 过 Tw. 

(3) 如 果 KK 非 交换 , 且 世 不 含 于 天 的 中 心 , 则 和 二 Tvw. 

(4) 如 果 天 非 交 换 , 且 工 含 于 天 的 中 心 Z(K), 则 开 是 以 工 
为 中 心 的 广义 四 元 数 体 , 且 当 wa、a:、8 在 工 上 生成 的 代数 等 于 天 
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时 ,有 Tw 一 (To， Trovtw,» Taree totw [i 二 1，2), 其 中 6b; € 
K(i 一 1，2) 满足 条 件 cb 十 Q(wo) EL. 

证 明 (3.3.4.1) 如 果 记 =KK 关 FF, 则 XX 二 Tw. 

记忆 = (x, v), 则 由 引 理 3.3.3 知 To<X,T:- < 和 对 口中 
的 奇异 线 (z) 成 立 . 设 (z) 是 W 中 不 含 于 U 的 奇异 线 ,不 妨 在 (zy》 
中 选取 z, 使 工 =az 十 如 十 ro a、pE 天 . 如 果 a 天 0, 则 由 <“ E 
K*= 二 D* 知 T, 过 XX. 如 果 a = 0, 但 5 关 0, 西平 延 p.,1 ET 过 
对 将 vr>v 一, 则 P21T ww bu, 1 T pat botw, 性 X, 从 而 了 . 王 
了 < 艺 . 设 a 一 2=0， Oo 二 奇异, 我们 及 关 FF,， 并 且 已 
经 知道 Ti 二 X 对 所 有 的 a € K* = D" 成 立 ,于 是 由 引 理 
3. 3.3(2) 得 Ts 二 六. 这 就 证 明了 六 包含 所 有 的 T(x € W), 从 
而 X 过 Tvw. 

(3. 3.4.2) 对 和 和 抵 天 "， 只 要 对 某 一 个 奇异 向 量 azx 十 bp 十 wo 
有 了 wireasrum 二 羡 ， 则 对 所 有 形 如 az 十 如 十 two 的 奇异 向 量 都 有 
Torarw 过 着 ,从 而 a € D*. 

注意 , Q(au 十 如 十 wo) 三 a5 十 QCwo) (mod 工 ), 故 ax 十 
bv 十 wo 与 au 十 bu 十 wo 同 为 奇异 向 量 寺 > 5 二 a5b5 一 ab€ 
LEK,,s=a!a i=ai1i(b 一 bh) EL,b= 6b, ++as. 于 是 
Ts = po. :Tantivt wo pb,,, € X. 

下 面 开始 证 明 D 是 体 . 为 此 , 需 证 明 它 对 加 、 减 . 乘 . 求 道 等 运 
算 的 封闭 性 . 

首先 ,由 D' 的 定义 及 Ts。 二 XX 知 1€ DD:*. 

(3. 3.4.3) D* 对 来 法 封闭 ; 

对 任意 的 a € D'*, 双 曲 旋转 A,。E€ Uln, 尺 ,hh, 工 ) 将 2 
v 分别 送 到 au, 5 iu, 并 且 定 驻 所 有 的 =E Ul, 从 而 将 X= 《T,， 
T,, Trotw, ) 共 罗 到 (Tis Ts, Toate tutw, ) 三 X. 对 a、.bED', 
A sa Aw.o.s 都 将 共 思 到 X 中 ,它们 的 乘积 A,.,, 也 就 将 久 共 
罗 到 X 中 . 特别 是 ， 


A 一 DR 
A wal stootw, As, v, ba 一 了 nwt sta 1 + wo <X. 
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这 就 证 明了 所 需 的 结论 a、5bE€ D* 一 > ba € D'. 

(3.3.4.4) 史 包含 工 及 所 有 的 6 十 sl(s EL 上 ), 且 当 人 6 十 s 关 0 
时 (6 二 5s)-'ED'. 

将 Tu 在 U 上 的 作用 在 基 wu、vw 下 写成 矩阵 群 , 则 对 任意 的 
s ELN{0, 1}, 有 


ee ee 
0 s-! —s11jlo 1 lo 1 J) 
即 A,,,,s = Pi0 io -io € Tu, 从 而 

A 
对 所 有 的 0 关 s EL 成 立 . 且 


nt 
Ou, auto ee Traut lotwo < X， 


从 而 s 十 SE€ED. 
对 s EL, 有 一 s 一 6 一 6E€L, 从 而 


(—s—6—6)+6=—(s+)ED. 
当 s 十 8 和 关 0 时 ,有 一 G 十 9)-G 十 9 ETIN0) ED 由 万 
对 乘法 封闭 得 
一 G 十 0) 4G 十 0 (一 人 十 9) 一 (人 G 十 0 也. 


(3. 3.4.5) 当天 是 域 , 且 工 满 足 引 理 的 结论 (2) 所 述 条 件 时 ， 
基 二 Tw 成 主 . 

当世 一 玉 时 ,由 (3. 3.4.4) 立 即 得 D = KK, 再 由 (3. 3.4.1) 得 
么 之 Tw. 以 下 设 工 和 天 ,， [K:F]=2. 

由 ww 二 w 十 6v 十 wo 是 奇异 向 量 知 


Q(w) =6 + Q(w) = 0(mod L). 


如 果 5 E 工 , 则 QCwo) EL 性 Kj, wo 是 奇异 向 量 ,并 且 是 迷 向 向 
量 , 含 于 RadW, W 不 是 工 正 则 子 空间 . 此 时 按 引 理 的 假设 有 
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了 当下, 存在 BE LN\F, 所 有 的 s 十 Bl(s € 下) 都 含 于 工 ,从 而 含 于 
D* .如果 5 区 工 , 则 6 KF, 且 由 (3.3.4.4) 知 s 十 6 € D* 对 所 有 
的 s EFCL 成 立 . 总 之 ,在 两 种 情形 下 都 存在 6 E€ 天 "使 十 
B E€ D" 对 所 有 的 s EF 成 立 . 由 [KK :Fj 一 2 及 B&F, 有 KK= 
FFB, 每 个 a € K* 可 写成 4 二 a6 十 a18 的 形式 ,其 中 ao、 ai € 
下 不 全 为 0. 当 a 二 0 时 ,已 有 aE€ LCD. 当 a 天 0 时 ,ai EL 
及 ar'ao 十 B 痢 合 于 D', 从 而 由 (3. 3.4. 3) 知 ,它们 的 乘积 
ailai'ao 十 BP) 二 a 含 于 D'. 这 证 明了 D 二 居 , 再 由 (3. 3.4.1) 即 
得 关 过 Tw. 引 理 的 结论 (2) 成 立 . 

至 此 我 们 已 完成 了 天 是 域 时 ,对 结论 (2) 的 证 明 ,这 对 于 在 天 
是 域 的 情形 下 证 明定 理 3. 3.1 已 经 足够 了 .下 面 的 论证 过 程 
(3. 3.4.6) 一 (3. 3.4. 9) 是 专门 为 天 在 非 交 换 的 情形 设计 的 . 主要 
目的 是 要 证 明 D 是 体 . 但 它们 仍 适用 于 K 是 域 的 情形 , 只 有 
(3. 3.4.6) 对 |ZL| 二 2 即 K = 的 情形 不 适用 .为 了 本 引 理 结论 
的 完整 性 起 见 ,我 们 要 说 明 在 KK = F, 时 ,D 仍 是 K 的 子 域 . 当 5 & 
时 ,已 经 知道 DD 二 是 域 . 当 6 EL 二 时, 如果 DD= 下 ,, 它 当 
然 仍 是 域 ;否则 ,D* 包含 a & Fj,, a 生成 的 乘法 群 等 于 FF? ,由 也 
对 乘法 的 封闭 性 知道 万 = FF = K. 因此 ,在 以 下 的 证 明 中 ,我 们 
只 排除 天 = F, 即 工 == F, 的 情形 .假定 |L| 宇 3, 而 且 对 K = 下， 
的 情形 ,由 于 已 经 知道 当 6 & 工时 , D = K 是 域 ,我 们 假定 6 € 
L=F,. 

(3.3.4.6)aED' 一 aa 二 16ED. 

当 aE 工 时 ,显然 有 za 十 1E€ 工 性 DD, 因而 设 a 人工 注意 ， 
Tr totw, <X 对 所 有 的 st€ L 成 立 , 可 用 任何 一 个 6 十 (Cs € L) 
来 代替 6. 当 19 十 工 | = |L| 之 4 时 ,可 在 6 十 工 中 选择 56, 使 它 不 
等 于 0.1 和 一 5 当 |LI 二 3 时 ,KK =, 此 时 已 假定 6 € LL， 
只 须 在 6 十 工 = 工 = F, 中 选取 6 = 一 1, 则 6 当然 不 会 等 于 
一 ! 有 工 , 仍 符合 要 求 . 

由 (3.3.4.4) 有 56-1E D':, 有 是 一 a-1a 了 ELCD, 再 由 DD* 


112 第 3 章 根子 群生 成 的 群 


对 乘法 的 封闭 性 ,得 6 二 6-'.a* (一 aa ') € D'. 由 于 已 选取 
6 关 一 #1,- 故 5 关 1 雇 二 0u 十 6b7'v 十 wo， 由 (3.3.4.2) 知 
ED 一 > T, 二 X. 又 对 任意 的 s.A4€ELK, 记 和 二 ww 十 (6 十 
5)v 二 wo， 则 Py E T, < X. 从 而 Py) Ty py, 2 一 T,, < 和 对 
32 一 yp 一 1 十 (yi，yo)Ayo 成 立 . 特别 地 ,我 们 取 


s 一 516 二 96 一 (0 十 8 EL 工 ， 
和 一 (0 一 1)-(01 一 1)- GE 工 ， 
得 
(yi，3o)4 一 (but ob vt wo wt (0 sv + wo)A 
= (C465) — 0061+ — 6A 
= (66 1— 6b6— 8667 +O)A 


= (5— D801 一 1) (一 1)-I(-1 一 1)7: 


一 (一 1)8( :一 1)-， 
从 而 
yz = (but ob vw) dt Go 1060 1 — 1)-! 


X (+t Bvt wo) = a bv + cwo, 
其 中 
CC 


=1+ (6— 1 1. 
我 们 有 Ty, = To 二 Toniowtsvtw, 所 入 , 故 
Qs=cria= (+ (6— 1060 — 1)71)7! 
X (十 人 一 1)5C0- 一 DrDED' (3.1) 
通过 直接 计算 可 以 对 体 KK 中 任意 52 关 0、1 及 9 验证 恒等式 ， 
[1 十 人 一 1)6(G0- 一 1)-9(1 一 9) 
一 [十 人 一 1)6(0 om1 6 一 9)， (3.2) 
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于 是 (3. 1) 式 化 简 为 wa = (1 一 6)(00: 一 0)- ED .将 2= 
一 9-12 :代入 ,得 到 


az 一 (1 一 9)( 一 2 一 0 一 (0 一 1)0 2 十 1) ED.. 


再 由 (3. 3.4.4) 知 6、(6 一 1)-:、(e 十 1)(a 十 1) € D'*. 于 是 由 
(3. 3.4.3) 有 


2 十 1 一 SG. (6 一 1)- ar (十 1)(a 十 1)ED， 
如 所 和 欲 证 ， 

(3. 3. 4.7) D' 对 求 闻 封闭; a E D' 一 > a-!1 € DD'*. 

由 a ED 及 一 1] ELCD, 得 (一 1)a = 一 a ED 在 此 证 


明 一 a 十 s ED 对 所 有 s EL 成 立 . 当 s = 0 时 ,是 显然 的 ; 设 ; 关 
0, 则 s-1 E ZN0) 握 万 . 故 


一 Q&E DDN 一 一 3 (一 0 和 ED 一 > 一 SI 十 1E 
一 > s(— sia++1)=—a+sE€ED. 


特别 地 ,可 取 s= 二 a 十 a5EL, 得 一 a 十 (4 二 a5)= 二 IE€D. 又 
a-iai€ELCD, 故 (a-'ia a=a-i€L. 

(3. 3. 4. 8) 刀 对 加 减 运算 封闭 : a、.b5 ED 一 >> a 土 b€ DD. 

当 a 一 0 时 显然 ; 设 a 关 0, 由 万 "对 求 道 运算 的 封闭 性 可 知 
a ED’' 一 > a ED .再 由 也 对 乘法 封闭 及 士 1 ELCD 得 
土 a bE€D. 由 (3.3.4.6) 得 1 土 a-'b€D. 再 由 万 :对 乘法 封闭 
得 a(l 土 4-'6)= 二 a+tb€D. 

(3. 3. 4.9) D 是 体 , 引 理 的 结论 全 部 成 立 . 

由 (3. 3. 4. 3)、(3. 3. 4. 7)、(3. 3. 4. 8) 知 DD 是 体 ,又 由 
(3.3.4.4) 有 DD 二 LU {5}, 即 引 理 的 结论 (1) 成 立 . 如 果 世 不 含 
于 的 中 心 ZC(K), 由 $1.7 引 理 1.7.8(1) 知 DD 二 kK, 引 理 的 结 
论 (3) 成 立 . 当天 非 交 换 且 工 含 于 天 的 中 心 时 ,由 $1.7 引 理 
1.7.8(2) 知 工 = Z(K), KK 是 LL 上 广义 四 元 数 体 , 本 引 理 结论 (4) 
成 立 . | 
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引 理 3.3.5 设 u、v 是 奇异 向 量 , 目 (4, v) 二 1,w=u 十 
6v 十 wo 是 奇异 向 量 , 其 中 6 € KK, wo € (u,v)+, 记 W = (u,v， 
w). 如 果 有 至 少 3 维 的 子 空间 Wi 包含 x、v, 且 使 rw E Wi, 则 : 

(1) 对 任意 2 € {Q(z) 关 0lx € Wi 门 (, v)+), 存在 g € 
Tw 将 xzrr au, vr>a iv. 

(2) 如 果 Wi 非 退 化 , 则 TUCV ,有 h, 工 ) 的 子 群 了 = (Tw ,TT,》 
包含 Tw. 

(3) 如 果 天 是 域 ,也 是 天 的 指数 为 2 的 子 域 , 且 W 是 工 正 
则 子 空间 , 则 X = (Tw,， 7。) 包含 Ty， 

证 明 (1) 如 果 奇 异 向 量 uw、vi E W, 满足 条 件 0 关 (ui， 
v1) E 工 , 则 (7 7T.) 二 XX 可 将 wy 并. 

记忆 = (wv), Wo = 二 UVU+ 门 Wi, 则 WW = U0 Wo. 对 任意 
0 关 & 二 Q(x), x EW, 取 奇 异 向 量 w = 二 a 一 v 十 XW, 则 
由 Gu, tw)=—1€EL, (wi av)=1€ELR (dv, au) 一 
= EL 和 To, ,vw) 所 和 可 将 xr>zohrariurr au, 同时 将 vr> 
om E(x，v，zwi)， 使 (cx v1) = 二 (u,v) 一 1. 因而 w 一 2 1Cazx 十 
vcz), a、c€ FF. 由 《v1) = (au 十 v 十 cx) 是 奇异 线 , 知 

a++cat EL,—a=cart=Q(— cr) mod L). 

Tw,»s 之 Tw, 二 和 包含 根 元 素 

ta, a, -cz:ZhH>z 十 (z， 一 cCZ)U 十 (z，z)( 一 cz 一 CU)， 
它 在 定 驻 v 的 同时 将 wr>p 十 cz 十 ax. 从 而 如 -ETw 在 
定 驻 aw 的 同时 将 zi(ax 十 wv 十 cx) rario. 这 就 证 明了 Tw 可 
以 将 xu、v 分 别 送 到 wu，a io， 同 时 将 Ts+a+rw 二 羡 共 红 到 
Tora lotw, ~<X. 

(2) 记 D’ = {a € KITsyw yw, <X)}, D= DU {0). 
由 引 理 3. 3.4 知 DD 是 KK 的 子 体 并 且 包含 了 .在 (1) 中 已 证 明 所 有 


的 Q(z)(z € W,) 合 于 DD. 只 要 能 证 明 所 有 这 些 Q(z) 与 一 起 生 
成 体 KK, 则 义 二 Tw. 当 工 二 KK 时 是 显然 的 . 只 须 考虑 工 尖 天 的 情 
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形 . 

由 于 Wi 及 双 曲 平面 U = (u, v) 非 退 化 ， W, = 站 W, 天 
0 非 退化 ,含有 互 不 正 交 的 向 量 z 和 y. 并 可 用 (z，y) 'z 代替 z， 
化 为 (z，?) = 1 的 情形 . 对 任意 a E K*， 


a = (ax, y) = 拓 Q(az 十 y) — Qar) ~ Q(y) (mod L). 


即 存在 s EL, 使 4 = Q(az 十 y) 一 Q(ax) 一 Q(y) 十 s. 由 
Q(ar 二 y)、Q(ar)、Q(y)、s ED 即 知 a € D’*. 这 就 证 明了 
D*=KkK*,D=K,X<Ty. 

(3) 任 取 非 奇 异 向 量 z € Wo, 则 由 成 包 含 工 及 Q(z) 多 工 知 
DD 包含 子 域 L[Q(z)]」 = K. 这 导致 XY 之 Tw. 1 

在 引 理 3. 3. 3 一 3. 3. 5 的 基础 上 ,在 下 面 的 引 理 3. 3. 6 中 讨论 
了 连通 链 张 成 更 高 维 数 的 空间 的 情况 . 

引 理 3.3.6 设 U,…, Us 是 从 V 中 取出 的 连通 链 , 张 成 志 - 
正则 子 空间 W, 群 X= (Tu，…， To). 则 : 

(1) 当 工 = 天 和 Fa 或 当 工 不 含 于 开 的 中 心 时 ,或 当天 是 域 
且 工 真 包含 玉 的 一 个 指数 为 2 的 子 域 时 ,，X, = Tw. 

在 其 余 情形 下 , 设 U。 是 多 中 由 奇异 线 张 成 的 至 少 3 维 晶 非 
全 迷 向 的 子 空 间 , dim (RadU,) 一 dim(U, 门 RadW) 去]1, 且 满足 
下 面 的 条 件 , 则 (X，7o = Tw. 

(a) 当天 是 域 , 且 世 是 天 的 指数 为 2 的 子 域 且 不 等 于 F; 时 ， 
Uo 是 工 - 正 则 子 空间 ; 

(b) 当 K 是 以 工 为 中 心 的 广义 四 元 数 体 时 ,U。 非 退 化 ; 

(c) 当 工 一 F, (从 而 玉 = F, 或 FW) 时 , dimU, 之 4， 

(d) 当天 是 特征 2 的 无 限 域 , 工 是 天 在 天 :上 的 任意 非 零 子 
空间 时 ,Uo 是 至 少 4 维 的 非 退化 子 空间 . 

特别 是 ,如 果 U。 是 至 少 4 维 的 非 退化 子 空间 , 则 在 所 有 的 情 
况 下 都 有 (Xi, To ) = Tw. 

(2) 设 天 = 已, 工 一 Pdimy 二 4 是 三 维 非 退 化 子 空 
间 , 则 《X,, SU(UV。)) = Tw. 如 果 有 某 个 U,(1 三 i 过 4) 含有 奇异 
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向 量 x & Ut, 使 (UV, ww) 退化 , 则 (Xi, To ) = Tw. 

证 明 (1) 当 上 = 二 KK 关 Fi, 或 L 千 Z(K), 或 K 是 域 , 旦 工 真 
包含 KK 的 一 个 指数 为 2 的 子 域 时 , 工 生成 的 子 体 都 等 于 天 . 在 这 
些 情形 下 ,我们 也 定义 一 个 U。 如 下 : 任 取 非 零 奇异 向 量 we E UU， 
由 于 0;(1 三 i 全 4d) 张 成 -正则 子 空间 WW, 而 wo 多 RadW， 必 有 某 
个 U; 舍 有 奇异 向 量 v。 ut. 记 UV = 《us vo), 则 Uo 是 双 曲 平 
面 . 且 由 引 理 3. 3. 3(1) 知 Tu 三 Xi. 记 X= Xi, Tv), 则 X= 
Xi， 

这 样 ,在 所 有 的 情形 下 ,我们 都 定义 了 一 个 Co 使 


dim (RadU,) — dim(U, (| RadW) < 1. 
需要 证 明 的 是 X = CXS Tu) Ty. 


取 W 的 由 奇异 线 张 成 的 最 大 维 数 的 子 空间 Wi ,使 之 满足 下 
面 的 条 件 : 


W; 生 U,, dim(RadW,) — dim(W' (| RadW) < 1, 
且 Tw, 三 X. 
只 须 证 明 W, = W. 
情况 1 RadW 生 RadW. 按 我 们 对 W, 的 假设 ,应 有 
dimRadW, = dim(W | RadW) + 1. 


如 果 RadW 中 含有 奇异 线 (w), 由 六 是 工 正 则 子 空间 知 
vo RadW ,RadWi = (vo) 四 (W, (| RadW), 上 且 易 见 (w) 是 
RadW 中 仅 有 的 一 条 奇异 线 . 如 果 RadW 中 不 含 奇 异 线 , 则 任 取 
vo E (RadW1)\(RadW), 仍 有 


RadW, = (oo) ® (W, mn RadW). 


由 于 zw & RadW ,而 W 由 UU,;(l 三 i 过 qd) 张 成 , 必 有 某 个 U， 
含有 奇异 向 量 uo， 使 (uo, vo) = 1. 记 W， = Wi 中 (wo) Wi, 则 
RadW: 和 RadW. 我 们 有 T。 三 Ty < X. 只 要 能 证 明 Tw, = 
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《Tw ，T。), 则 Tw, 三 X. 就 得 到 了 与 dimW' 的 最 大 性 相 蔬 盾 . 为 
达到 这 个 目的 ,只 须 证 明 : 对 多: 中 任何 不 含 于 Wi 的 奇异 线 4v》， 
有 7 过 XX. 在 每 一 条 这 样 的 奇异 线 中 ,可 适当 选取 非 零 向 量 "使 
履 一 九 十 zz 入 T7， 

先 设 多 奇异 :车 (w, wo) 关 0, 则 由 引 理 3. 3. Rs < 
‘Tu,, T.)=X. 

设 (w, wo) 二 0, 如果 wo 奇异 , 则 由 (wo, vo)= 二 1€EL 知 wo 十 
ze 奇异 ,再 由 引 理 3. 3.3 得 TH 过 《To,T,) 过 X. 又 (w, vo) 
一 0， w 一 奇异 ,由 (zw 一 vo, Uo 十 v0) 一 1 及 ww 十 w= 二 (ro 一 
zo) 十 (uo 十 v0) 得 了 Tt。 二 X. 现在 设 w 非 奇异 , 则 RadW' 不 含 
奇异 向 量 ,奇异 向 量 w KK RadW,, 存在 奇异 向 量 z € Wi 站 ut 使 
《w, wi) 二 1.. 由 vo。€ RadW 迷 向 而 非 奇 异 知 工 千 KJ, 这 种 情况 
只 有 在 天 是 特征 2 的 无 限 体 时 才 可 能 出 现 . 此 时 工 是 无 限 集合 ， 
从 中 可 选取 非 零 元 s 关 1. vi = Q(oo)s iw 十 swi 十 vo € Wi 是 奇 
异 向 量 , 且 (wo v1) 一 1 所, 故 Toru < (To To 祥和 又 (w,， 
v1) = L,w 十 是 Wi 中 的 奇异 向 量 , 且 (wo 十 VI，w 十 
01) 二 :十 1 是 工 中 的 非 零 元 ,于 是 对 v= 二 zw 十 w= 二 (wo 十 1) 十 
(w 十 v1) 有 TT, 二 XX. 

再 设 ww 非 奇 异 : 由 Q(w) 工 知 L 关 民 ， TU(CV, hh, 工 ) 不 是 

辛 群 . 

先 考虑 w & RadW， 的 情形 由 于 Wi 可 被 奇异 线 张 成 ,中 必 
与 Wi 中 某 条 奇异 线 (lu) 不 正 交 . (xy w) 是 双 曲 平面 ,可 在 其 中 选 
取 奇 异 向 量 zs oa 使 (yy v1) = 1; 而 w= aiui 十 bo 对 某 一 对 
a、 bi 和 天 "成立 .当然 (uo, w) 关 0, 否则 ,vw = wu。 十 羽 非 奇异 . 
于 是 可 写 wo 一 Qoti 十 gov 十 zw 使 0 兴 roo GE (2 v1)+, 其 中 ao、 
如 E 天 ”不 全 为 零 . 如 果 ao = 0, 则 .5b。 关 0, 不妨 一 开始 用 双 曲 对 
{1， v1 一} 代替 {i， 01) ,化 为 ao、bo 都 不 为 0 的 情形 . 同 理 , 当 
bo = 0 时 ,可 用 {ui 一 Di， D1} 代替 {ui， v1}, 使 Qao、 Oo 都 不 为 0. 故 
设 a。、 bo 都 不 为 0, 且 可 用 双 曲 对 (ao ， alm)} 代替 (zw ，u) ,使 
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uo 一 Wi 十 6v1 十 wo 对 某 个 6 € K* 成 立 .而 ww 具有 形式 w= 
aa 十 biv1, 从 而 v= wo 十 多 具 有 形式 v = ax 十 bo 十 wo. 如 果 
工 不 含 于 的 中 心 Z(K), 则 由 引 理 3. 3.4(3) 得 7T, < 〈7T.。，T。， 
T,) 三 X. 设 工 含 于 的 中 心 . 记 Wo。 = wt 站 Wi, 则 双 曲 平面 
(ui1, v1) 含 于 Wo。. 且 由 (uo, vo) = 1 及 i、 Zi 入 vt 知 (wo, vo) 一 
1, vo 区 Wo. 男 一 方面 ,当然 Wi 门 RadW 含 于 Wo, 进而 含 于 
RadWo, 可 记 W 二 Vo 名 (Wi 们 RadW), 使 Vo 写 《u,v ), 则 


Wi = W,。 中 (vo) Rs Vo 中 RadW'. 


这 说 明 Te 非 退化 , RadW, = W, 门 RadW , W。 是 -正则 子 空间 . 
如 果 dimV。 之 3, 则 可 用 引 理 3. 3. 5(2) 得 到 了 T,. < Tw, T,) 二 
X. 设 dimV。==2, 即 Vo= 《uy v0), Wi= (4, V1) 四 RadW. 这 
样 的 W, 不 可 能 包含 维 数 二 3 的 非 退 化 子 空间 . 按 我 们 的 假设 ,JW 
包含 至 少 3 维 的 子 空间 U6. 但 在 引 理 条 件 (b)、(e) 、(d) 所 说 的 情 
形 下 ,U。 都 包含 至 少 3 维 的 非 退 化 子 空间 ,因而 都 不 可 能 含 于 
Wi1, 引 起 牙 盾 (注意 ,在 引 理 条 件 (c) 的 情形 下 ， K=F,,L= F,, 
ZL 正则 子 空间 W 非 退 化 , 引 理 的 要 求 dimU。 二 4 及 
dim(RadU。) 三 1 导致 U。 包含 至 少 3 维 的 非 退 化 子 空间 ). 

排除 了 这 些 引起 矛盾 的 情况 后 ,唯一 剩 下 的 情形 是 引 理 条 件 
(a) 所 说 的 情形 :K 是 特征 2 的 非 完全 域 ,三 是 天 的 指数 为 2 的 子 
域 . 此 时 如 果 rw 非 奇 异 , 则 由 引 理 3. 3. 5(3) 仍 得 T, 过 X. 设 wo 
奇异 ,再 由 to 一 2 十 6v1 十 wo 奇异 及 wo € (Cu, v1)+ 知 Uz 一 
ui 十 bu 奇异 . 奇异 向 量 Uz 和 非 奇 异 向 量 w= Qu + bivi 都 含 于 
双 曲 平面 (wu, wv) ,组 成 这 个 平面 的 一 组 基 , 不 可 能 相互 正 交 ,内 积 
(uw) =c80. 取 a = Qw)e! € K', v= au + w, 则 
Q(v,) 三 ac 十 Q(w) 三 0(mod LL), vs 是 奇异 向 量 , (ws, v= 
《t41， 01)， Ww 二 aus 十 ve. 由 于 aus 是 Wi 中 的 奇异 向 量 , 且 正 交 于 
Uo = Uz 十 Wo, uo 十 aus 也 是 奇异 向 量 . 将 前 面 对 w 奇异 的 情形 已 
证 明 的 结论 应 用 于 奇异 向 量 ax € 网, 得 了, ;。 志和, 再 应 用 于 
奇异 向 量 v, € Wo, 得 Ta tan t+, 二 六 ,其 中 (wo 十 ax) 十 vw, 一 
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uw 十 ww 二 vv, 故 7, 二 XX. 

还 需 考虑 w € Radf 的 情形 ,Wi 与 w 不正 交 , 并 且 Wi 可 由 
奇异 线 张 成 . 因此 ,从 Wi 中 可 选 奇异 向 量 wm RadW 使 (wo， 
v1) =1. Uo = uo 十 v1 奇异 , 且 Tw 一 Ts, Tu ) HX, (Uo, vo) = 
(wo， vo) 二 1. 取 如 = 二 ww 一 vi 多 RadWi, 则 十 太 二 0 十 WW 二 v 
奇异 . 对 ze 和 名 可 应 用 前 面 对 w KK RadW 已 证 明 的 结果 ,得 到 
T, 一 T rw 过 XX, 恰 如 所 需 . 

情况 2 RadW, CS RadW, Bh RadW' = W, | RadW. 

W 是 工 -正则 空间 ,RadW 不 包含 奇异 线 ,RadW 也 就 不 包含 
奇异 线 . 而 Wi 可 被 奇异 线 张 成 ,可 任 取 其 中 一 条 奇异 线 扩张 为 
RadW' 在 Wi 中 的 一 个 补 空间 Wo。, 使 Wi = W。 名 RadWi. 则 W。 
非 退 化 , 且 可 由 奇异 线 张 成 . 

如 果 W 关 WW, 则 某 个 U; 含有 奇异 向 量 x 和 WU t+. 记 
u 二 Xi 十 Xo 使 zi € Wo, xo € Wi, 则 zi、zo 都 不 为 0, zo E€ Wt+ 
且 zo。& Wo. 可 选 奇异 向 量 刀 、vi E Wo 使 Gu, v1) = (zi, v1) = 
i, Xi 二 十 6v1, 且 由 Qu) 三 6 十 Q(zo) 三 0(mod 工 ) 知 6 二 
一 QCzo) =Q(ro) (mod L). 

记 Wi = Wi@ (w) = Wi 上 (zo). 我 们 证 明 Tw 二 XX 对 
W, 二 Wi | 《zo) 成立 ,从 而 得 到 与 dimW 的 最 大 性 相 矛 盾 . 为 此 ， 
只 须 证 明 , 对 W; 中 任何 不 含 于 W 的 奇异 线 (v) 有 了 ,二 XX. 在 每 
条 这 样 的 奇异 线 (v) 中 适当 选择 v 可 使 v = yi 十 xo, 其 中 yi EE 
Wi. 由 

Q(v) = Qyit xo) SQ) + Q(x) = 0(mod L) 
及 Q(x) = Q(z + xo) Qn) + Qo) = 0(mod L) 
得 Q(z) = Q(yi) (mod L). 


先 设 vf Wi+， 即 y,& RadW. 由 Witt 扩张 定理 ,作用 于 W, 
上 的 西 群 UW) 中 有 元 素 go 将 >y 送 到 Xl 二 WU 十 Ovi. 当 L=K 
时 ， UW) me Sp (W') = Tw,， go 和 Tw, < X， 已 有 T, 3 
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goT.85 <X. 设 L 隆 KK. 由 引 理 1. 6.1, 存 在 a € K'*, 使 U(W) 
A v1, “将 go 右 乘 到 8 = SoA， a € TU(W,) = 
w， 我 们 有 


Wi 二 yg 二 (zx 十 v1) A ,ue = au + Oa lv. 


如 果 工 生成 的 子 体 等 于 天 ,由 引 理 3. 3,4 得 
Tue < To .v09 Ts to0+5) S(Tw, Tu.) ZX. 


剩 下 的 情形 是 ;生成 的 子 体 不 等 于 K. 此 时 如 果 属 于 引 理 所 说 的 

情况 (b)、(c) 或 (d), 则 按 引 理 要 求 U。 包含 至 少 3 维 的 非 退 化 子 

空间 ,而 W, 包含 Vo, 故 W 也 是 至 少 3 维 的 非 退化 子 空间 ,可 用 

引 理 3. 3. 5(2) 得 Tu 过 《Tw,， Titmts) 二 X. 于 是 T= 

g1Twmgi! < 之 XX. 在 引 理 所 说 的 情况 (a) 下 ,W, 包含 至 少 3 维 的 万 
正则 子 空间 ,由 引 理 3. 3. 5(3) 可 得 所 需 结论 T, 二 X. 

还 需 考 虑 v € Wt 的 情形 : 取 W, 中 的 奇异 向 量 w 关 0, 则 对 
每 个 a € KK, ui 十 av 是 W, 中 的 奇异 向 量 , 且 不 含 于 Wi , 按 已 证 
的 结论 有 To 二 X. 当头 时 ,由 引 理 3.2.3(2) 得 T, 二 XX. 
剩 下 天 = F, 的 情形 ,此 时 工 = 天, 所 有 的 向 量 都 是 奇异 向 量 , 按 
Me 此 时 W, 是 至 少 4 维 的 非 退 化 子 空间 ,由 W = (U， 

，Ua) 非 退 化 知 ; 某 个 U; 含有 向 量 vi 与 v 不 正 交 . 如 果 v E 
WI, 则 由 志 十 v, vi EL(X) 及 (wi 十 v,v) 二 1 知 (zx 十 z) 十 
vi EL(X), 可 用 (ui 十 v) 十 vi EL(X) 代替 vw, 化 为 v 和 Wt 的 
情形 . 记 和 vi 三 wi 十 % 使 w E W， 3》oE Wi, 则 wi、 yo 都 不 为 0， 
且 (v。， yo) = 1. 在 至 少 4 维 的 非 退 化 子 空间 W， 中 可 取 wi 与 ww 
正 交 且 不 共 线 . ws 十 v 与 wi 二 yo 都 含 于 L(X) 且 不 正 交 ， 由 引 理 
3. 3. 3(1) 知 它们 的 和 vz = (wz 十 wi) 十 (v 十 yo) EL(X). 又 vw， 
与 vs 二 (wi 十 wz) 十 yo。E€ L(X) 不 正 交 , 于 是 又 得 vs 十 zw 二 ve 
L(X). 即 T, < XX. 恰 如 所 需 . 

(2) 记 X= (Xi, To ), Y= (XI, SU(U,)). 

连通 链 U,,…, Ui 张 成 非 退 化 子 空间 W, 而 U6 后 W, 因此 有 
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某 个 U; 含有 迷 向 向 量 w & Uo。U Ut. 记 w 一 zi 十 zo 使 x € UU， 
zo E [有 L， 则 zi、zo 都 不 为 0. 记 U 二 《Uo, xz) = U。 (zo). 只 要 
能 证 明 Tv 乏 了 Y, 且 当 UU 退化 时 Tv 二 习 , 由 于 dimU 一 4 且 
dim(RadU) 过 1, 用 本 引 理 的 结论 (1) 即 可 得 Y = (Xi, Tu) = 
Tw，, 或 当 U 退化 时 外 = (Xi; To) = 二 Tw. 

为 达到 这 个 目的 ,需要 证 明 T, < 二 了 或 T, 二 匀 对 U 中 不 含 于 
Ze 的 迷 向 线 (v) 成 立 .不 妨 在 (v) 中 选取 v= yi 十 zo, 其 中 y € 
UV 且 由 ww、wv 都 迷 向 知 (zi, x1) = 一 (zo，zo) 二 (yi, 1). 

如 果 yi 关 0, 则 由 Witt 扩张 定理 知 :存在 U。 上 的 酉 变换 g。 
将 zi rr y1. 3 维 非 退 化 子 空间 中 含有 非 迷 向 向 量 x € yt. 设 
detgo 一 A， 则 AA= 1], 用 拟 对 称 Sz, 2! 可 将 B80 右 乘 到 g1 EE 
SU(U。 X lo4 <Y 达 Tw. 且 gi 仍 将 zit> 4, 从 而 将 wr>v. 于 
是 了 T， 一 ETIT.8n <Y. 当 1 一 0 时 vw 一 Zzo 迷 向 ,已 证 得 Taj < 
Y 对 所 有 的 a € 天 成立 , 且 =F 关 F, 由 引 理 3. 3. 3(2) 得 
T- <Y. 这 就 证 明了 Tu 三 Y. 

下 面 证 明 : 如 果 可 从 某 个 U; 中 选 迷 向 向 量 w KU。U Ut 使 
0 二 (Uo, w) 二 Uo 上 《zo) 退化 , 则 Tv = 《To,T,) 二. 此 时 zx 
在 U。, Ut 中 的 分 量 z1、z 都 是 非 零 迷 向 向 量 . 迷 向 向 量 v = 
21 十 zo EU 在 U 中 的 分 量 yi 也 迷 向 . 

先 设 2 天 0， 如 果 X11、 Yi 不 共 线 , 则 由 v(U,) = 1 知 
(zy 1) 一 4 天 0，(z ay1) = aa=1, patanl EE To 将 zr> 
ayi， 从 而 T+» 一 PrtyrlT uPrty, 1 三 X, 可 用 ay 十 yo 代替 w， 
用 ay 代替 xz, 化 为 zi 与 共 线 的 情形 . 现在 可 设 = cx), cE 
天 . 当 cEL=F,( 即 c==1) 时 v==u,T, 二 T, 二 X. 设 cL. 
3 维 非 退化 子 空间 Ce 可 写成 U。 = 《zi, z-:) | (wo) 的 形式 ,其 中 
Z-1 迷 向 ,上 且 (zi, x_1) = 1, wo 非 迷 向 . 9 一 Q(w,) E Fi\F,，, 因此 
9 是 Fi 的 乘法 群 的 生成 元 . 由 引 理 3. 3. 5(1) 可 知 :存在 g。€ Tw 
将 zim>9r, zxig? 二 Vx. 而 c= 二 7,m 一 1 或 2. 总 之 有 g 和 To 
将 zit>cxz = yi 从 而 将 T. <<X 共 示 到 T, 过 X. 已 证 明 T。 + 一 
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和 对 所 有 的 eaE 天 成 立 , 由 引 理 3. 3. 3(2) 即 可 得 出 T。 二 X. 这 就 
证 明了 7 二 六 对 U 中 所 有 的 迷 向 线 (v) 成 立 , To 二 X. 从 而 
Tw = (Xi, To) TSX, X=Ty. | 

命题 3. 3.2 的 证 明 X 中 含有 至 少 一 个 根子 群 T。, XX 在 W 
上 不 可 约 , 必 会 有 根子 群 7 了 ,不定 驻 (wu), 因 而 ws & 《1)U 恰 ， 
wu、zz 组 成 连通 链 . 一 般 的 , 设 已 取 根子 群 T. < 之 X(1 达 i 三 ,使 
{U1，"…， un} 组 成 既 约 连通 链 , 张 成 V 的 子 空间 VV:, 则 当 V 关 VV 
时 有 根子 群 a 二 XX 不 定 驻 Vis wr 先 VU Vi 人 us i， 
us+1} 组 成 连通 链 . 这 就 证 明了 :在 XX 中 可 取出 根子 群 T, (1 三 i 过 
m)，, 使 {uw1，…， wu} 组 成 既 约 连通 链 上 且 张 成 W. 所 有 这 些 T. 生 成 
X 的 一 个 子 群 筷 ,符合 引 理 3. 3. 6 的 要 求 . 于 是 可 用 引 理 3. 3. 6 
得 到 结论 = Ty = G. 1 

定理 3.3. 1 的 证 明 天 是 由 G == TU(V, 有, 工 ) 的 某 些 长 根 
子 群 了 - 生成 的 不 可 约 子 群 . 设 L(X) = {(z)|[T, 三 X} 是 XX 所 含 
的 长 根子 群 了 <<X 所 对 应 的 工 - 奇 异 线 组 成 的 集合 . 当然 上 (XX) 不 
是 空 集合 ,可 以 从 中 取出 工 - 奇 异 线 (zx1)，…，(z.) 来 组 成 一 个 具 
有 最 大 长 度 7 的 既 约 连通 链 ( 每 个 (zx;) (i 二 2) 既 不 含 于 Wi;_， = 


Xi “0 Ti 1) 也 不 与 Wi 正 交 ). 记 W = 《ZI，…，2r)， 则 
dimW ==r 二 1. 对 每 个 (x) E L(X), 如 果 zx WU w+, 则 
(ZX1), …，(Tr， (z) 是 长 度 为 > 十 1 的 婚约 连通 链 , 与 7 的 最 大 性 


相 违 背 . 这 证 明了 L(X) 中 每 个 (x) 含 于 WW 或 含 于 Wr+. 在 这 两 种 
情形 下 ,长 根子 群 7 了: < X 都 定 驻 子 空间 WW. 于 是 所 有 的 
了 T.(《z〉 EL(X)) 生成 的 群 怀 也 定 驻 克 .由 在 V 上 不 可 约 知 只 
能 W=V,r= dimV 一 7 
当世 不 含 于 天 的 中 心 ,或 当天 是 域 且 工 真 包含 天 的 一 个 指 
数 为 2 的 子 域 时 ,由 引 理 3. 3. 6 立即 得 
和 二 (TIT- = Ty = TUOV, h, LZ), 


从 而 人 二 TU(V, h, 工 ). 
在 剩 下 的 情形 里 ， 出 连通 链 的 定义 ,zi 与 Xz 不 正 交 ， W, = 
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4x1，X2) 是 双 曲 平面 . 由 引 理 3. 3. 3 知 Tw, = (T,, 7T,,) < X. 当 
2 一 2 时 ,已 有 和 =G. 设 ”二 3. 由 既 约 连通 链 的 定义 又 有 
Ts 区 WiU 了 记 W; 二 W, 名 《za3). 如 果 天 是 域 且 多: 是 工 - 正 
则 子 空间 , 则 由 引 理 3. 3.4 可 得 Tw, 二 《Tw,，T;) 二 X. 如 果 此 时 
还 有 工 关 下 , 则 在 引 理 3. 3. 6 中 取 UV。 = W,(dimW, = 3) 可 进 一 
步 得 Ty = (Tw, ,TT ) 过 叉 , 从 而 X= Ty 二 TU(V,h， 
L). 

于 是 只 剩 下 以 下 情形 需要 处 理 

剩余 情形 1 天 是 域 , 工 一 天 7 是 KK 的 指数 为 2 的 子 域 , 且 不 
能 从 L(X) 中 选 出 既 约 连通 链 (x1)， 《zn) 使 (zl， ZX，ZX3) 是 荆 - 
正则 子 空间 . 

剩余 情形 2 工 = 下 天 一 下， 但 不 属于 剩余 情形 1. 

剩余 情形 3 是 以 工 为 中 心 的 广义 四 元 数 体 . 

下 面 分 别处 理 这 些 剩余 情形 : 

剩余 情形 1 KK 是 域 ,L 是 KK 的 指数 为 2 的 子 域 , 且 不 能 从 
L(X) 中 取出 既 约 连通 链 张 成 3 维 二- 正则 子 空间 . 我 们 证 明 此 时 
定理 的 结论 IR2 成 立 . 

首先 要 指出 :如 果 存 在 三 条 奇异 线 (x;) € L(X)G = 1, 2， 
3)， 使 得 可 适当 选取 is 2、Z3 满足 (zl， Zs) = (Zi， Xi) 一 1， 但 
(zs, XT3) 多 了 则 LU = (zi, zz) 是 工 -正则 子 空间 , 这 与 原 假 
设 矛 盾 . 为 看 出 这 一 点 , 记 Za 一 0Xi 十 Za 十 Zo 其 中 zo GE 《Zi， 
zz)L,，a 一 一 (zy Xs) FL. 由 Q(X) 三 ca 十 Q(ro) = 0(mod L) 
知 QCzo) 下 一 a 关 0Cmod 也 )， 于 是 U, = 《Xl1， Xx2) J 《Zo》 是 工 - 正 
则 子 空间 . 

设 已 任意 选 定 (zx; € ZXK)G 达 i 过 n) 组 成 具有 最 大 长 度 的 
既 约 连通 链 ,从 而 {zi1 三 i 达 n} 组 成 V 的 一 组 基 . 我 们 证 明 可 在 
每 个 (z》E L(X) 中 适当 选取 非 零 向 量 zx, 使 所 选 出 的 向 量 两 两 的 
内 积 值 合 于 子 域 工 , 从 而 XX 之 Sp(n, 工 ). 

我 们 按 下 面 的 步 又 选取 奇异 向 量 {v.11 三 i 过) 组 成 V 的 一 
组 基 , 使 T。<X(Y1i 和 mn), 目 (v1,v)=1(Y2 三 j 三 n). 首 
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先 在 奇异 线 (zi 中 任 取 非 零 向 量 作为 第 一 个 基 向 量 wm ,由 (zz) 与 
《v1) = 二 《zx1) 非 正 交 , 可 选 v。 € (zz) 使 (v1,v2) = 1. 一 般 地 ,对 任 
意 2 三 j 达 n, 设 已 选 好 vw,，…,vj-1 使 T。 < 和 及 (oa，…，ve) 一 
《Xz1，"… ,Xi) 对 所 有 的 1 二 三 j 一 1 成 立 , 且 当 之 2 时 ,有 (vi， 
v2) 一 1, 我 们 按 下 面 的 方法 选取 vj. 注意, (01) ，…*，(vj_1)，, (Zz)) 
仍 组 成 既 约 连通 链 . 如 果 (xj) 与 (vi) 不 正 交 , 则 可 选 v; E (zi) 使 
(v1, 5) 二 1. 否则 , 设 (zj) i, 由 连通 链 的 定义 , (zj) 与 某 个 
《0.)(2 三 t 伍 j 一 1) 不正 交 , 可 选 x;€ (zj) 使 (wv., zj) 一 1， 从 而 
vj 二 v, 十 Zz; 是 奇异 向 量 . 由 引 理 3. 3. 3 知 T, 过 《7T,， bs 
且 (oy Vv)) = (0 9) 十 (vi, z) 二 1 及 (vi,…， v)) 一 (Zi，…， 
ZX)) 成 立 . 按 此 归纳 过 程 即 可 选 出 所 需要 的 w(1 三 i 之). 

对 任意 1 所 说 也 n, 记 二 (vi, vj). 设 有 某 个 ai; 多 工 - 当 
然 i 关 j( 因 a; = 0€L) 且 i， ij 过 2 ( 因 .a1, ov € {0， 1} ESD). 
于 是 UV。 = 《ws vi, v)) 是 工 - 正 则 子 空间 ， 这 与 原 假设 矛盾 ,下 可 见 基 
向 量 w(1 筷 ;< 四) 之 间 两 两 的 内 积 ov 一 《vi» v0) 都 应 含 于 工 , 7 了 
在 这 组 基 下 的 矩阵 妃 = (a)),x, € Mat,L. 于 是 鼠 ' = 互 ‘= 一 H,， 
且 对 角 元 4; = 0, 即 五 是 荆 上 交错 方 阵 . 再 由 和 了 非 退化 知 HH 可 
逆 ,n 必须 是 偶数 . | : 

对 每 个 (x〉E€ L(X), 由 V 非 退 化 知 (2) 必 与 菜 个 基 向 量 vs 
不 正 交 . 取 这 样 的 最 小 的 1, 选 xz € 〈z) 使 (v,, xz) = 1. 我 们 断言 
(zx, v;) 人 虐 对 所 有 的 1 三 i 三 成立 .车 不 然 , 设 有 某 个 (x, vj) = 
0 和 ZL. 当然 了 > 四 当 上 三 工时，(o， vj;)) 一 (wxz) 一 1 且 
(x, v9)) KK 上, (my oz) 是 二 -正则 子 空间 ,产生 了 矛盾 , 当 上 之 2 时 ， 
由 (v., z) 二 1 知 y= wv, 十 xz 是 奇异 向 量 ,由 引 理 3.3.3 知 T, 二 
Ts, Ts) KX, Co y) 一 (oo) 十 (oz) 一 1= (vi, v)), 
但 (vw;, yy) = (ou) 十 (oz) 一 ar 十 0 人 工 , 仍然 有 矛盾 . 这 就 
证 明了 6; = (zy oz) € 工 对 所 有 的 1 三 j 达 成 立 .将 V 在 天 
{vll 三 i 之 n} 下 写成 行 向 量 空间 MatixsK. 设 zE€EV 在 基 
{v1 三 i 之 n) 下 的 坐标 为 (a, …, 0@,) E MatixnK; 芭 z= 
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之 ao， 则 已 一 (zx, vj;) = > aai;, Bh (61, **%, b,) = (al， 

…, 0) 怠 , 其 中 间 = (Qj)wxn € GL(n, 工 ). 从 而 (a, …, 0,) 一 
(61，…,b.)Hi, 将 了 在 基 {vi|1 过 i 过 n) 下 写成 行 向 量 空间 
Matix, 开 ,而 将 G 在 这 组 基 下 写成 矩阵 群 . 对 每 个 长 根子 群 7 了, < 
XX, 前 面 已 证 明 可 在 (zx) 中 选 z, 使 = (z, v) EL, V1l<i<n. 
再 由 及 EGLn; 攻 ) 知 z= 二 (六 -IE MatixsL. 于 是 
中 的 每 个 西平 延 p.,,(s € L" ) 的 矩阵 


ps,s =T+ Hr'sr € GL(n,.L) NM) TUGn, K, H) 
= Sp(n, L, H). 


设 总 是 {v11 达 i 过 n) 在 上 上 张 成 的 xn 维 空间 , 则 V = K@iV 
上 的 内 积 了 在 Vi 上 的 限制 fi 是 Vi 上 的 非 退 化 交错 内 积 , 和 矩阵 
群 Sp (n, 工 , 已 ) 就 是 作用 于 Vr 上 的 辛 群 Sp (n, L，/f1). 每 个 
T, 之 关 也 是 Spln, 工 , 广 ) 的 一 个 长 根子 群 ,同时 也 是 zx 上 的 线 
性 群 SL(n, 工 ) 的 根子 群 . 所 有 这 些 根子 群 了 了, < X 生成 的 X 可 以 
看 成 Vz 上 的 一 个 不 可 约 子 群 .于 是 可 由 关于 线性 群 根子 群 的 定 
理 3. 2. 1 得 出 : 入 二 Spa 了， 万 ), 或 当 工 一 局 时,X 是 嵌入 
Sp ne,2) 中 的 正 交 群 0* (x， 2) (但 0 (4，2)) 或 对 称 群 S。 ,或 
Si: 

剩余 情形 2 开 = 已 , 工 = 忆 . 但 不 属于 剩余 情形 1, 即 存在 
奇异 线 (x;) E AD) = = 1, 2, 3) 组 成 既 约 连通 链 ， 张 成 3 维 工 - 
正则 子 空间 Ws. W， 也 是 非 退 化 子 空间 . 由 引 理 3. 3. 4 的 结论 (2) 
知 Tw, 二 X. 

如 果 n = 3, 则 X= TU(C3, F,， A. 设 n 二 4, 当然 存在 
(zr) EL(X) 使 Zz WU Wi. 如 果 可 选 这 样 的 (zx) 使 W, = 
《W;, zx) 是 4 维 退 化 子 空间 , 则 由 引 理 3. 3. 6 仍 可 得 Tw 二 X, 进 
而 XX 二 G 二 TU(n, KK, 有 :以 下 设 无 论 怎 样 选择 满足 条 件 Tw 一 
X 的 3 维 非 退化 子 空间 和 使 z& Ws UW 的 (x) EL(X),W,= 
(Ws, x) 都 是 非 退 化 子 空间 . 我 们 断言 :此 时 X 属于 定理 所 说 的 
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:类 型 IR3. 

选 定 上 面 所 说 的 非 退化 子 空间 W, = 二‘W,, xz). 任 取 0 天 ZE 
《z), 记 工 ==wi 十 ws 使 wi€ Wi ze WH, 则 wi、 ws 都 是 非 
迷 向 向 量 ， (wi, Wi) = (ws WwW) = 1. 可 将 ww 扩充 为 Ws 的 一 组 
非 迷 向 正 交 基 {wi, w;, ws}, 则 X, = Tw 就 是 非 迷 向 线 集 L, = 
{Kwi) |i 二 1,2, 3) 在 SU CW,) 中 的 稳定 子 群 .而 X= 二 《Tw,, 了 7.) 
是 非 迷 向 线 集 工 , = {((w)1 三 i 三 4} 在 SU(W,) 中 的 稳定 子 群 . 
X, 所 含 的 长 根子 群 形 如 了 ,461 三 i 之 j 达 4; aia; 关 0). 我 们 
可 以 选取 一 个 最 大 的 自然 数 & 二 4, 使 得 存在 一 个 上 维 非 退 化 子 
空间 Wi 及 其 一 组 非 迷 向 正 交 基 {w;|1 三 i 达 &} ,包含 非 迷 向 线 
集 荆 = {(wi)|1 三 i 三 8} 在 SU CW) 中 的 稳定 子 群 X. 而 X; 由 
所 有 这 样 的 元 素 g 组 成 :每 个 g 将 每 个 wt> bwoo ,V1 三 i 三 &， 
其 中 o 是 元 集合 {1, 2,…, &} 上 的 一 个 置换 , 且 所 有 的 0 的 乘 
积 等 于 1. 每 个 T, < 过 XX 具有 形式 xz = Nw + hwj, 1 i<j<h, 
且 Aw 天 0. ps,1 ET 的 作用 是 将 Nw; 与 Nwi 互 换 ,而 将 (*w， 
zj 六 中 的 向 量 都 定 驻 不 动 : 所 有 这 样 的 了 . 生成 X;. 

剩 下 的 事情 是 要 证 明 & 二 n, Wi = 二 V,X, 三 X. 

若 不 然 , 设 x 二 n. 则 可 选 (y〉 € 工 (X) 不 含 于 Wi 也 不 与 Wi 
正 交 . 任 选 0 关 yE(y), 记 > 一 xz 十 zol 使 0 夭 zE W,,0 关 


wrt EWH. 设 已 选 y 使 4 一 > or 中 的 非 零 系数 w 的 个 数 
:二 1 最 小 . 不妨 用 y 在 适当 的 5 E X, 下 的 象 代替 y, 并 在 必要 时 
用 适当 的 bw 代替 ww, 化 为 zx 一 Du 的 情形 . 

如 果 zt 二 1, 则 > = wi 十 wirl; zttl 非 迷 向 , 记 

Wi = We Gwin), Li = {wi)|1 ik++1), 


则 Xin 一 (Xe 7T,) 三 XX 是 Lyi 在 SU(Wy1) 中 的 稳定 子 群 ,与 
& 的 最 大 性 矛盾 . 
设 t 之 2, 如 果 t 二, 取 Us = (wy wi wi), 则 y= (wi 十 
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ws) 十 yo(0 天 yoE U#) 在 U， 中 的 分 量 zw 十 wi 迷 向 ,从 而 UU = 
Ds,，y) 退化 ,由 引 理 3. 3. 6 知 Tu 一 《Tv,, 7T,) 过 XX, 进而 X= 
TUCGV, A). 
剩 下 的 情形 是 = k, y= wI 夺 十 wi 十 Wheri. 任 取 0 € 

Fe, 则 天 一 1. 当 & 二 5 时 ,可 用 sg E Xi 将 y 变 到 

2 一 Pw + Ow 十 让 vws) 十 Wse 十 … 十 wi 十 Wet1s 

ZT, = gr'T,g =X. 

yi 二 yi 十 0y 二 wi 十 (ws 十 … 十 sl) 


是 迷 向 向 量 , 由 引 理 3. 3. 3 知 T, < 之 《7,, T,) 过 承 , 且 它 在 Wi 中 
的 分 量 的 非 零 系 数 的 个 数 上 一 4<&, 这 与 1 == 的 最 小 性 相 蔬 盾 . 
在 & 王 4 的 情形 下 ,由 zx 一 zl 十 … 十 zw 迷 向 及 > 迷 向 知 wws 也 是 
迷 向 向 量 . 存在 (yy〉E LC(X) 与 ws 不 正 交 , 且 可 选 yy 使 
(wi yD) 二 1 记 让 二 0 十 v5, 使 v € Ws, vs € Wi. 则 (os， 
vs) 一 1 当 v= 二 0 时 ,可 用 迷 向 向 量 y 十 yy 二 w 十 (ws 十 vs) 代替 
2 化 为 天 0 的 情形 . 记 = bwi 十 … 十 brws, 由 t= 二 上 的 最 小 
性 知 所 有 的 & 去 0. 用 适当 的 g € X 对 y, 作用 后 可 化 为 
1 = bw ws + bclws tt tw) + vs 
的 形式 ,其 中 0 € Fe 可 以 任 取 ,而 c = (61…6,)?. 此 时 
Y= by = Fw Oct Iw tw) Grws + vs) 

是 迷 向 向 量 , 且 T, 二 X, 仍 与 + = 有 的 最 小 性 相 牙 盾 . 

这 就 证 明了 4 一 2 了 一 网， XX, 达 XX. 如 果 XX, 三 X, 则 久 包 
含 某 个 长 根子 群 了 .使 * 一 可 ”arw; 中 的 非 零 系数 a 的 个 数 :> 
2. 由 迷 向 知 t 为 偶数 ,i 二 4. 不 妨 设 二 wi 十 … 十 w,. 如 果 
tn, 取 Us = 《wi, w;, w,), 则 To <X。 和 和 X 有 目 (7 w) 退 化 ， 
导致 们 = 二 G. 设 i 二 n,n 为 偶数 ,a = wi 十 … 十 w. 如 果 n 之 8， 
取 gi € X, 将 w 送 到 v= 9Cw 十 ws 十 ww3) 十 (tw 十 ws 十 
Wwe) 十 (wr 十 … 十 ww,)， w= v= lw + wt wi) 十 
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90(ws 十 ws 十 we) 是 迷 向 向 量 , 且 Ts 二 X, 用 w 代替 进行 讨论 
即 知 X = G. 车 n= 二 4. 对 任意 x = 二 bw 十 … 十 bws, 设 b= 
bib EE Fi , 则 B62x EE 《y) 的 各 系数 之 积 为 8 == 1, 存在 go E€ XX 
将 wxrr brx, 于 是 T, 二 g5'T,go 二 X. 这 说 明和 包含 G 的 所 有 长 
根子 群 了 ,, 从 而 等 于 G. 唯一 剩 下 的 情形 ,了 = (X。, T4416,) 是 
G 的 真子 群 ,包含 所 有 的 根子 群 Tw4。w (i 关 j， aia; 天 0) 和 
Twtmtaswslai""as 一 1)， 它 就 是 定理 的 结论 IR3 中 所 说 的 
3. PQ-'"(6, 3). 如 果 义 字 Y, 则 和 还 包含 至 少 一 个 另外 的 长 根 
子 群 ,由 前 面 的 讨论 仍 可 得 X= G. 

”剩余 情形 3 天 是 广义 四 元 数 体 , 工 是 它 的 中 心 . 此 时 如 果 
和 未 G, 则 X 可 能 是 工 或 它 在 天 中 的 某 个 二 次 扩 域 上 的 辛 群 或 
丁 群 ( 即 定理 的 结论 IR4~IR6 所 说 的 群 ) ,或 属于 定理 的 结论 IR7 
所 说 的 例外 情形 . 详细 证 明 比 较 长 (请 参看 文献 [64]), 在 此 略 
去 . 

以 下 对 西平 延 群 G 二 TU(n, 天 ,六 ,元 ) 中 由 短 根子 群生 成 的 
子 群 作 一 定 的 讨论 . 本 书 作 者 在 文献 [31]、 [36] 和 [37] 中 对 是 
域 的 情形 下 G 中 含 短 根子 群 的 不 可 约 子 群 X 的 分 类 作 了 较为 详 
细 的 讨论 . 本 书 不 作 细致 的 讨论 了 ,而 只 是 给 出 X 含 长 根子 群 的 
一 个 简单 的 条 件 ,以 备 后 面 的 章节 应 用 . 

按照 定义 ,G 的 每 一 个 短 根子 群 由 V 中 一 对 相互 正 交 且 不 重 
” 合 的 奇异 线 (un)、《w) 决 定 , 具 有 形式 


T= {1 ola € KY, 


其 中 3s:X 呈 > 工 十 《Xz, ww)au 十 《zx, au)w 当 a 关 0 是 西 二 平 延 . 

如 果 (z ?与 (zw 重合 , 不 妨 设 x = w, 也 可 定义 T,,。, 但 此 时 

Yow, v:ZhZ 十 (zz)(a 十 5)z， 当 一 4 十 ETrKk 不 为 零 时 ， 

Tu,v 就 是 酉 平 延 p.,,， 可 见 T,, ,就 是 TUCn, KK, h，TrK) 的 长 根 

子 群 . | 
对 G 的 每 个 子 群 X 和 每 个 非 零 奇 异 向 量 xE V, 记 
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Ux(u) = {(w Eut [QCw) 和 LT 所 区 ). 


则 对 Ux(w) 中 相互 正 交 的 向 量 w、 wz, 有 《wi, ws) ECxGa)， 

引 理 3.3.7 设 TrK 关 0. 如 果 Ux(w) 在 包含 岂 冯 0 的 同时 
还 包含 某 个 au 十 brwwv, a 了 关 0, 或 者 Ux(u) 含 有 互 不 正 交 的 向 量 , 则 
和 包含 TUCT ,有 h，TrK) 的 长 根子 群 工 ,. 

证明 先 设 Ux(w) 包 含 包 了 0 及 某 个 az 十 bw, a 天 0. 由 于 

au 十 bw 与 w 相互 正 交 ,; 故 au = 二 (au 十 bw) 一 bw EUx(u), 久 包 
含 长 根子 群 7,, 6 一 了- 

再 设 Ux(《w) 中 有 ww、v 互 不 正 交 .可 用 (Cw, v) iw 代替 ww, 使 
Cw, v) 一 1. X 包含 短 根子 群 T,,w 及 T,,,, 从 而 包含 换 位 子 


[7 7 四] 一 :zhr 工 十 (zz)sSz， 


其 中 s 一 4 十 AE KK*) 可 取 遍 TrK. 说 明 久 包含 TUCV,h， 
Tr 开 ) 的 长 根子 群 卫 .| 


§ 3.4 正 交 群 的 根子 群 


本 节 讨 论 G= Q(x, FF, Q) 中 由 根子 群生 成 的 木 可 约 子 群 . 在 
这 里 不 要 求 Q 所 对 应 的 对 称 双 线性 型 f(x, y) 一 Q(z 十 y) 一 
Q(z) 一 Q(y) 非 退化 ,但 要 求 Q@ 正则 , 即 RadV 中 不 含 非 零 的 奇 
异 向 量 . 通常 把 内 积 f(x, yy) 简 记 为 (x, y) (但 如 果 了 上 同时 还 有 
另 一 个 内 积 产 ,为 避免 混淆 ,就 不 能 省 略 了 ). 

我 们 知道 ,在 charF 一 2 且 Rady 关 0 的 情形 下 ， 


G 一 QV., Q) 一 QV, CQ， L)，, 


其 中 了 一 太田 Rady, 从 而 V 非 退化 ,Q, 是 QQ 在 V, 上 的 限制 ,而 
L = {Q(z)|zx € RadV}. 在 这 样 的 情形 下 ,对 G = QCV, Q) 的 根 
子 群 Tw 如果 (u,w》 站 RadV 天 0, 就 说 这 个 根子 群 是 退缩 的 ; 
而 当 (zx, zw) 们 RadV = 0 时 , 则 说 根子 群 T。 .是 非 退 缩 的 , 由 于 
Rady 不 含 非 零 奇异 向 量 ,长 根子 群 7 所 对 应 的 全 奇异 平面 (u， 
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w) 与 RadV 的 交 当 然 是 0. 也 就 是 说 ,长 根子 群 一 定 是 非 退 缩 的 ， 
而 短 根子 群 T,, 。 则 可 能 是 退缩 的 ,也 可 能 是 非 退缩 的 . 对 退缩 的 
短 根子 群 了 ,, ,不 妨 在 (x, w) 门 RadV 和 0 中 取 非 零 向 量 代替 zw， 
化 为 w € RadV 的 情形 . 此 时 , 短 根 元 素 

ts,aw :TH IT (rT, UU) aw + aQw)u) 


汪 ZX 十 (zx, ua:Q(w)u (mod RadV) 


相当 于 QC(Vj, Qi, 上 ) = TU(V), Qi, 工 ) 中 的 平 延 C. se ,而 C 
的 短 根子 群 了 .相当 于 TU(CV,, Qi, 工 ) 的 长 根子 群 T, 的 一 个 子 
群 {p., ,1s € Lo}, 其 中 基 是 QCw) 在 Ff? 上 生成 的 LL 的 一 维 子 空 
间 . 既然 在 8 3. 3 中 未 能 对 任意 工 完成 Q(VY:，Qi，Z) 中 由 长 根子 
群生 成 的 不 可 约 子 群 的 分 类 ,在 本 节 中 也 就 不 能 完成 Q(V，Q) 中 
由 退缩 的 短 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 的 分 类 . 因此 在 本 节 中 ,我 们 
只 考虑 由 Q(V, Q@) 的 非 退 缩 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 ,并 完成 对 
它们 的 分 类 . 

可 以 举 出 G = QC(V, Q@) 的 由 退缩 根子 群生 成 不 可 约 子 群 了 
的 例子 , 它 不 含 非 退 缩 根子 群 . 不 妨 将 G 改写 为 Q(V1, Q1, 7). 设 
工 生 成 下 的 真子 域 EE, 取 Vi 在 上 的 适当 的 基 , 使 它们 两 两 内 积 
的 值 含 于 五 ,这 组 基 在 马上 张 成 一 个 子 空间 Ve FV (实际 上 
Vi 二 FF @aVa), 记 Qi 在 Vs 上 的 限制 为 Qs, 则 QCVs,， Qs, 工 ) 是 
QV1，Qi, 工 ) 的 由 退缩 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 ,并 且 当 
dimzVz 之 4 时 不 包含 非 退 缩 根 子 群 . 当然 ,还 可 取 工 的 FF? 真子 空 
间 工 , 设 EE 是 工 , 生成 的 子 域 ,同样 得 到 QCV1, Q, 工 ) 的 子 群 
QVea, 9 Qa, 9 L1) , 它 在 Vi = F CeVs, 上 是 不 可 约 的 ,但 当 Li SL 
时 , 它 在 QC(V, Q@) 中 所 对 应 的 子 群 在 V 上 是 可 约 的 . 我 们 猜想 (但 
尚未 能 证 明 ) ,这 些 就 是 所 能 举 出 的 全 部 例子 了 . 

定理 3.4.1 设 下 是 域 ,Q@ 是 王 =YGz, F) 上 的 正则 二 次 型 ， 
(zx, y) 二 Q(z 十 y) 一 Q(z) 一 Q(y) 是 相关 的 对 称 内 积 . 设 G = 
Qn, FF, Q), XX 是 由 G 的 某 些 非 退缩 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 . 
则 X 是 下 列 类 型 的 子 群 之 一 : 
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IR1. X= Nn, F, Q). 

IR2. n 二 2m 是 偶数 ,和 = SU (Cm, K，, fx), Q(z) = fx(z, 
工 ) ， 式 中 天 是 下 的 二 次 扩 域 , 了 = 二 VC(2m, F) 二 Vl(m, 天)， 
VJ:arr5 是 天 的 对 合 , 且 天 = FF, fr 是 Vlm, KK) 上 的 非 退化 
Hermite 型 ,有 vy(fx) 之 1. 或 当 玉 = 一 Fi 时 ,是 VGm, 民 , fx) 的 
一 组 由 m 条 两 两 正 交 的 非 迷 向 线 组 成 的 集合 在 SU (mm，, F，, fx) 
中 的 定 驻 子 群 或 其 扩 群 3. PQ-'"(6, 3) ( 当 n = 二 6)( 见 定理 
3.3. 1 IR3). 

IR3. n = 2m 是 偶数 ,下 是 特征 2 的 非 完 全 域 , 匀 = QCm, 天 ， 
Qx, 下), 这 里 K 二 FLa] 是 下 的 二 次 扩 域 , a? = a 是 下 的 非 平方 
元 ,VV = 二 VC2m, 让) 二 Vlm, 民 ), Qx 是 VCm, KK) 上 的 -正则 二 
次 型 ,vs (Qx) 二 1， 有 是 Q(z) = 9 (Qx (7)), pp:K—>F, hh Aar> 
AVh, AGE FY). 

IR4. G = 0(7, F, Q)Q((Q) = 3), 叉 同 构 于 Chevalley 群 
G2(F). 

IR5. G = 0(8, , Q)((Q) = 4), X= 0 是 V 的 非 奇 异 向 
量 z 的 稳定 子 群 G- = Q(zt) 在 某 个 cE AutG 下 的 不 可 约 象 ,o 
可 按 $ 2. 3 所 说 方式 由 旋 量 表示 而 得 到 . 

IR6. F = F,, G = MN(2m, F,, Q), X = Ol(m, F,, Qx), 
V =V(m, F,) =V(2m, F,), Qk 是 Vm， ,) 上 正则 无 亏 数 二 次 
型 , Q(z) = pgQx(z),p 是 FF 到 FF, 中 的 迹 映 射 . 

IR7. 下 二 了 ,或 Ff, XX 是 按 §2.3 所 述 的 方式 眉 入 G = Qn， 
F, Q) 中 的 对 称 群 Hi、 St 或 交错 群 4 、 4 或 了 es Vn, 
i， Q) 二 (61) | … | 《s.〉 (所 有 的 Q(e,) 相 等 ),X 是 一 维 子 空间 
集合 {《e)|1 三 i 三 n) 在 G = Qn, Ff,, Q@) 中 的 定 驻 子 群 . 

IR8. FF =k, V(8, Fs, Q) = (e) | … | (es) (所 有 的 QCe) 


相等 ), V, 一 (Dae D0 二 0}， V=V(8, F,, Q@Q) 或 V， 和 是 


具有 如 下 形式 的 全 体 一 维 子 空间 组 成 的 集合 在 G = Q(V, Q) 中 
的 定 驻 子 群 : 
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(as 二 aje))(l i<j< 8, Ciy a; Gy)》 
或 < 2 > (Tl = 一 1). 


记 LC(X) = {(u, w) |T,, ,SX). 则 对 任意 gE€X 和 二 lu, 
w) ;由 Tw = 二 8 Twg 二 了 知 Pg EL(X). 妈 L(X) 在 了 的 
作用 下 不 变 . 从 而 L(X) 生 成 的 子 空间 LLCX)) 在 XX 的 作用 下 也 不 
变 . 由 @ 正 则 及 (L(X)) 含 有 奇异 线 知 (LC(X)) 不 含 于 V+. 再 由 文 
的 不 可 约 性 知 (L(X)) 二 V. 设 P;: €E L(X), 1 三 i 达 k, 且 对 每 个 
i 达 上 一 1, Pi4! 到 不 含 于 Wo 二 《Pj|1 达 j 志 让 ,也 不 与 W; 正 交 ， 
则 称 Pi ，…, Pr 是 从 LCX) 中 取出 的 一 条 既 约 连通 链 . 设 Pi，…， 
Pa 是 从 L(X) 中 取出 的 任意 一 条 具有 最 大 长 度 的 既 约 连通 链 , 张 
成 子 空间 TV. 对 任 一 PEL(X), 由 nm 的 最 大 性 知 Pi, 0 
P 不 再 是 既 约 连通 链 , 故 PP 己 W, 或 P 己 Wi 成 立 , 从 而 P =u， 
ww) 所 对 应 的 长 根子 群 了 ,,。 定 驻 W。. 所 有 这 些 T.,。 生 成 的 群 和 
也 定 驻 W. 这 人 迫使 W, 一 V. . 

对 每 个 奇异 向 量 妈 关 0, 记 Vxlx) 二 {w EVIT,,, 达 XX}. 则 
Vx《wu) 是 V 的 子 空间 . 设 奇异 向 量 vE Vx(w), 则 由 T, ,==7T,, ,过 
XX 知 w EVx(v). 对 任意 的 g EEX, 有 Vxlu)g 二 Vx(ug). 记 d 为 
所 有 的 VxCw)(w 关 0 奇异 ) 的 维 数 的 最 大 值 . 我 们 区 别 XX 包含 或 
不 包含 短 根子 群 的 两 种 情况 ,并 区 别 4 的 不 同 值 ,通过 下 面 的 命 
题 3. 4. 2 及 命题 3. 4. 5 来 证 明定 理 3.4. 1.. 

命题 3.4.2. ”设防 是 由 Qn, 下 ， @) 的 若干 长 根子 群生 成 的 
不 可 约 子 群 ,并 且 不 含 短 根子 群 ， FR 则 
下 列 结论 之 一 成 立 : 

(1) dd = 2, XX 是 IR2 类 子 群 SUn/2, K, x 或 IR3 类 于 群 
Qn/2, K, Qx, F). 

(2) d = 3, 和 是 IR4 类 子 群 CR 

(3) d = 4, 和 是 IR5 类 子 群 Q;. 

证 明 X 不 含 短 根子 群 ;从 而 每 个 不 二 下 有 二 门 昌 ， 是 
全 奇异 子 空 间 . 
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(3.4.2.1)d 二 2, 则 关 是 IR2 或 IR3 类 子 群 . 

L(X) 中 任意 两 个 相 异 的 全 奇异 平面 L、L, € LC(X) 的 交 只 
能 是 零 . 否则 ,对 0 了 关 w € 六 站 Za YYxGo) 包含 3 维 空间 (Z， 
ZL2:) ,与 4 = 2 的 最 大 性 相 矛 盾 . 

设 乙 、 疡 是 工 (X) 中 互 不 正 交 的 全 奇异 平面 ,首先 LL 关 工 ， 
从 而 工作 工 二 0. 记 工 = 《ws wi) (i 一 1, 2). 长 根 元 素 志 ,6E 
镁 将 工 中 某 个 v& i 变 到 v 十 (vv, wa)uz 一 (v, uzs)ws 人工 ， 从 
而 ti,w, 不 定 驻 1. 如 果 存 在 0 关 vi € 二 们 i, 则 ,ww, 定 驻 v， 
从 而 应 定 驻 Vx(v) = 工 , 产生 牙 盾 . 故 工 站 L+ = 0. 同 理工 , 站 
Lt 一 0. 这 证 明了 V,= Li 中 二 应 是 4 维 非 退化 子 空间 . 对 Li 的 
任 一 组 基 {wu， ui) ,可 选 us € L, NN ur 和 os € L; 个 wi , 使 (ui, 
ws) = 1 = (wu,, Tw1). 则 《xi， Uz, Wi, w2} 是 V, 的 基 ,X 的 子 群 
Xs 二 《Tw Tw,w,) 三 QCVs) X 1vi 在 V。 上 的 作用 可 在 这 组 基 
下 写成 矩阵 群 

KX, 一 720)74(G)， Tils)TauCs)|s EF) 
= {1® ® A|A € SL(2, F)). 


也 就 是 说 ,X， 在 U; = (ui, wuz) 与 W, = 《wi， za) 上 都 诱导 出 
SL(2, F), 且 U, 与 W， 是 同 构 的 FX,- 模 ， TU, 一 W,, au 十 
buz Fr> awi 十 bwzs 是 FX,- 模 同 构 . 令 g 取 遍 XX,, 则 Lig € LL(X,) CC 
ZL(X) 取 遍 (ux, xu) (0 关 w EU,). 以 (1, x}) 为 基 张 成 上 二 维 空 
间 玉 , 且 定义 每 个 = a 十 bx € KK(a, 5 € 下 ) 将 每 个 x € U, 映 
到 wu = QU 十 bru. 则 天 中 的 元 素 都 是 U; 到 Vs 中 的 FXs- 模 同 
态 . L(X) 包 含 所 有 的 Ku(0 关 w E U,). V, 可 写成 张 量 积 形式 
V, = kK CrU;, 而 X; = lx W SLOU,/F). 

从 工 (X) 取 出 具有 最 大 长 度 的 既 约 连通 链 P, ，…，P,。 张 成 
V ,并 且 选 择 这 样 的 连通 链 , 使 与 P 不 正 交 的 P; 的 个 数 丰 最 大 . 
不 妨 调整 P,，…, P。 的 顺序 使 其 中 前 个 与 已 不 正 交 ,而 其 余 
的 P;(i>>k 十 1) 与 已 正 交 . 任意 取 定 Pi 的 一 组 基 {ui, wi}). 则 在 
与 Pi 不 正 交 的 每 个 P,(2 三 i 之 十 1) 中 可 队 一 地 选取 古人 好 及 
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wi€Ewi, 使 (i,w) = 二 1 = 一 《4u;, wi). 当然 {ui, w;} 是 P; 的 基 . 
且 由 前 面 对 工 、L 讨论 的 结果 知 《awi 十 bui, awi 十 bwi) € L(X) 
对 所 有 的 2 三 i 三 十 1 和 不 全 为 0 的 a、5 € 下 成 立 . 

现在 证 明 m = 十 1, 即 所 有 的 Pi(i 二 2) 都 与 已 不 正 交 . 若 
不 然 , 则 Ps 上 Pi. 但 是 由 连通 链 的 定义 知 Pt 与 某 个 已 (2 二 
tk 1) 不 正 交 .在 Pi,。 中 取 xy € ut， wirz E wrt, 使 (u， 


wits) 二 1 二 一 《ze+2， Yo )， 则 Bis 一 《zi 十 ZLAT29 Wi 十 twit2》 所 


L(X), 并 且 Piws 与 PP 不 正 交 . 可 在 连通 链 已 ,，…，P,。 中 用 Ps; 
代替 Piis, 得 到 另外 一 个 连通 链 , 其 中 与 Pi 不 正 交 的 P; 的 个 数 
为 十 1, 与 & 的 最 大 性 相 矛 盾 . 这 证 明了 所 有 的 P;(2 三 i 之 m) 
都 与 P 不 正 交 . 在 每 个 P; 中 都 按 前 面 所 述 方式 唯一 地 选 定 基 
tu，w;}. 进一步 ,对 每 个 全 奇异 平面 PE LC(X), 由 于 尸 所 RadV， 
且 V = 二 (Pi，…，Pu。)， 必然 存在 最 小 的 自然 数 t, 使 P 与 P, 不正 
交 , 在 PP 中 可 唯一 地 选取 uw E wi、wEwit, 使 (4, w)= 二 1= 
一 《x, w,). 由 于 w、w 由 PP 唯一 确定 ,可 分 别 记 为 x = u(P)， 
w 二 w(P). 特别 , u(P;) = u;, w(P,;) = w. 

设 U 是 所 有 的 u(P)(P EL(X)) 张 成 的 子 空间 . 如 果 U 全 迷 
向 , 则 它 也 全 奇异 ,并 且 被 每 个 Tp), wr, 二 XX 定 驻 ,从 而 被 了 定 
驻 , 与 XX 的 不 可 约 性 相 矛 盾 . 故 UU 不 可 能 全 迷 向 . 存在 某 一 对 LL、 
LEL(X) 使 (u(L,), wu(L)) 关 0. 按 x(CP) 的 取 法 ,它们 都 与 zw 正 
交 , 因 此 ,Li、 工 都 不 等 于 Pi. 我们 希望 选 亏 、 工 都 与 Pi 不 正 交 . 
如 果 工 , 上 Pi, 存在 最 小 的 自然 数 : 使 P, 与 户 不 正 交 . 如 果 (u， 
u《L)) 天 0, 则 用 P, 代替 工 即 可 化 为 工 与 P, 不 正 交 的 情形 . 如 
果 (wu, x(L)) 一 0, 则 用 十 wD), ww 十 wLD)) € L(X) 代 
蔡 元 可 化 为 工 与 Pi 正 交 的 情形 . 用 同样 的 方法 可 化 为 上 与 PP， 
不 正 交 的 情形 . 不 妨 一 开始 就 取 工 ,、 工 分别 作为 P,、P;, 化 为 (a,， 
u;) 天 0 的 情形 . 

按 前 面 所 述 , 非 退化 四 维 子 空间 V, = P, 四 P, 可 写成 张 量 积 
7 一 天 CrU, 的 形式 ,使 
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人 X， 一 YS Ta, wy) = lx @ SL(U,/F), 
其 中 
U= (uu, wu), K=FOFr, axau tt bu) = awi +t bw. 


以 下 考察 X; 与 7,,。, 二 X 生成 的 子 群 X; 三 X. 将 Ps 的 基 向 量 
U3、 ws 写成 == zi 十 Xz3 和 ws 二 yi 十 ys 的 形式 ,使 z1、 yi EV;， 
Xs3、 YE€ Vi 由 (us, Ui) 一 0， 《za， wi) 二 一 1 及 (wus, U2) 二 Cc 六 
0 知 zi = 二 aoui 十 ws 一 cwi 对 某 个 ao E 了 成立. 存在 go EX; 二 X 
定 驻 ww 且 将 aoui 十 zw Fr> us， go 也 定 驻 wi 一 Xt(U1). Usgo 一 X180 
十 zs 二 (ua 一 cwi) 十 Xs. 不 妨 一 开始 就 用 Pgo。 € L(X) 代替 Ps， 
从 而 用 zigo 二 ws 一 cw 代替 xz,, 化 为 zx 二 wz 一 cw 的 情形 . 再 由 
(wi yi) = Wi ws) = 0 有 Gy) = Ga wi)=1 和 y= 
十 aw +w2(a € F). 

于 是 ws 二 (wz 一 Cw) 十 X33 ,Wws 二 (Ui 十 awi 十 Ww) 十 yy. 每 
个 EF 决定 一 个 P(X) 一 天 (xl 十 ji) € L(X). 由 


(us, Xu 十 hu,)) = (us Cw, wl 十 Arzoy ) 一 一 1 和 0 


知 书 (1) 与 za 和 卫 ; 不 正 交 ,因而 P(A) 与 P, 中 所 有 的 非 零 向 量 不 
正 交 ， 特别 , 它 与 也: 中 的 向 量 v(4) = Mus + ws 一 (ul 十 Miz ) 十 
(( 一 Me 十 a)ml 十 zs) 十 (rs 十 ys) 不正 交 . 但 v(4) 与 ww 十 
jos EP(X) 正 交 , 故 它 与 妈 十 jz € P(X) 不 正 交 . 即 (wi 十 hs， 
v(4)) = 二 1 一 a4 十 cc 天 0, YAEF. 这 就 是 说 :Ff 上 的 二 次 多 项 式 
f(z) ==cx? 一 az 十 1 在 已 中 没有 根 , 是 RELzj] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 
注意 


Q(vA)) 一 QCAzi 十 y1) 十 QQ(Azs 十 ya3) 一 0， 
故 
QCAzs 十 y3) SS CQCAzi 十 y1) 人 (ca? bay aA 十 1) 天 0. 


这 首先 说 明 MAzs 十 ys 尖 0. 又 QCzs) Q(z1) 二 一 C 关 0， 这 说 
明 Za 天 0. 故 过 39 YY3 在 下 上 线性 无 关 , 张 成 2 维 下 -空间 (zs， y3). 
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这 个 2 维 子 空间 所 含 的 1 维 子 空间 具有 形式 《zx;) 或 (24x; 十 ys) 
(4 E 下 ),， 都 是 非 奇 异 线 . 因而 (x，, ys) 是 Vi 中 的 定 号 空间 . 

在 天 一下 由 Fz 中 可 以 定义 乘法 ,使 它 成 为 下 的 扩 环 ( 即 产 - 
代数 ), 使 巡 王 一 c (1 十 ar), 即 cz 十 ar 十 1 一 0. 前 面 已 经 知 
道 f(z) = 一 c 袜 一 az 十 1 是 玉 [z] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 因而 
大 (一 Z) =cz 十 az 十 1EREzr] 也 不 可 约 ,x 是 不 可 约 多 项 式 
f( 一 x) 的 根 ,因而 KK = F[Lxj] 是 下 的 二 次 扩 域 . 玉 上 的 4 维 空间 
Vi 二 KrU, 也 是 KK 上 以 (ws, wuz} 为 基 的 2 维 空间 ,Ff 上 的 平面 
Pi1、P; EL(X) 分 别 是 KK 上 的 1 维 子 空间 Ku!、Kus. Vi 的 这 个 
2 维 KK- 空 间 结构 可 以 扩充 为 V; 一 V | (Fzx; 包 Fy) 上 的 3 维 KK- 
空间 结构 ,使 xx = ys. 容易 验证 xxs 二 ws， PE L(X) 也 是 1 维 
KK- 空 间 Kws. 

设 x 的 最 小 多 项 式 f( 一 x) = cx 十 az 十 1 在 K 中 的 两 个 根 
为 x、 元 . 我 们 按 + 关 直 或 x 一 不 这 两 种 不 同情 况 , 分 别 讨论 群 X; = 
《Tw li 二 1，2，、3) 的 结构 ,进而 定 出 X 的 结构 . 

和 情况 1 zx 关 : 即 charF 关 2, 或 charFf = 二 2 且 a 关 0. 

此 时 GalK/F 中 有 唯一 的 二 阶 元 V:arrz 将 rr 元 记 9 = 
元 一 5 天 0, 则 5 是非 零 反对 称 元 ,KK 中 每 个 反对 称 元 具有 形式 
s6(s ER). 在 Vs 二 V(3, K) 上 可 定义 关于 对 合 J 的 非 退 化 Her- 
mite 内 积 fx, 使 


fx zz) 一 人 1， fx ui, Xs3) = 0 (= 1,2), 
fr (zs, ZX3) 一 C， 


则 产 与 了 一 V(6, 天) 作为 V 的 子 空间 上 的 二 次 型 Q 及 其 相关 
内 积 上 有 关系 式 : 


CCz) = frlz, 工 )， 
flr, y) > TrClfx(x, y)) = fx(z, >) 二 fxlz, 7 , 
frlx, y) = (f(z, xy) — fx, yn)6-. 
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玉 上 3 维 酉 群 U(V:/K, fx) 一 U(3, KK, fx) 的 每 个 酉 平 延 
ps: THrI fr(r, usou 
=Zz+ fr, au)su— flr, su)lxu) (s EF), 


也 就 是 KF 上 的 6 维 正 交 群 L(V,/F, Q) = Q(6, FF, Q) 的 二 平 延 
tw, (V3/F, Q) 的 长 根子 群 T,,% 就 是 SUCV3/KK， fxr) 的 长 根 
子 群 了 .特别 ,X 的 子 群 X， = (Tu 二 1]，2，3) 等 于 
(Tili 二 1,2,3) 一 TUCOVs/K, fx) ( 见 引 理 3.3.4). 当 下 关 了 
时 , X; 二 SUC(V3/K, fr); 当下 二 Fi 时 , 任 取 V==V(3, K，, fx) 
的 一 组 正 交 基 {&|i = 1, 2，3}, 则 X, 就 是 两 两 正 交 的 非 迷 向 线 
集合 (Ke = 1, 2, 3} 在 SU(Vs/K, fx) 中 的 定 驻 子 群 . 

一 般 地 ,可 设 V 是 V 二 Vn, F, Q@) 的 一 个 具有 最 大 维 数 
24 之 6 的 子 空间 , 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) Vi 和 V,; 

(ii) Vi: 上 有 不 维 天 -空间 结构 ,并 可 在 玉 上 定义 关于 对 合 v/ 
的 非 退 化 Hermite 内 积 fx, 使 Q(x) = fx(zx, xz) 对 所 有 的 zz EV 
成 立 ; 

(ii) 当 玉 了 关 时 , 记 X = 二 SU (Vi/K, fxr); 当下 = Ff 时 , 记 
X: 为 集合 (Ks|1 三 i 三 k} 在 SU(V;/K, fx) 中 的 稳定 子 群 ,其 中 
{sl1 三 i 三 有 是 Vi 二 VC(&, K, fxr) 的 一 组 非 迷 向 正 交 基 , 则 
X, ZX. 

至 少 有 V; 满足 上 述 三 个 条 件 . 因此 ,满足 这 三 个 条 件 且 具有 
最 大 维 数 的 V; 是 存在 的 . 我 们 证 明 w = 了 ,和 是 IR2 类 子 群 . 

设 PEL(X),v、y 是 P 在 FF 上 的 任 一 组 基 向 量 ,在 直 和 分 
解 V=V@Vit 下 记分 解 式 为 v = vl 十 zo， y= yi yo. 如 果 
P 生 Vi, 则 v、y 在 Vi 中 的 分 量 vi、yi 不 全 为 0. 不 妨 设 关 0. 
如 果 Yl 与 vi 共 线 ， y1 = Avi 对 某 个 AE FF 成立,; 则 有 非 零 向 量 y= 
y 一 各 EPNVit.X 定 驻 》, 但 可 将 v= 二 vi 十 v 变 到 也 之 外 ,这 
将 导致 Yx(3) 弛 P, 与 4 = 2 相 矛 盾 . 这 说 明 m 与 yi 在 上 线性 
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无 关 . 

下 面 证 明 y, = po 对 某 个 PE K\F 成 立 , 从 而 Fv 加 Fy = 
Ky. 若 不 然 , 设 yy Kvi, 设法 推出 矛盾 . 

当 过 二 SU(V./K, fr) 时 ,由 Witt 扩张 定理 知 ,存在 p> 可 
在 定 驻 vw) 的 同时 将 y， 变 到 yg & Fv 十 Fy1, 从 而 在 定 驻 v 的 同 
时 将 >E 了 移出 P 了 外, Vx(v) PP, 产生 矛盾 . 

Xi A SUVi/K, fr) 仅 当 F = F,, K=F,,X 是 非 迷 向 线 
集 {Ks:|1 三 i 三 &) 在 SU(Vi/K, fx) 中 的 定 驻 子 群 ,其 中 & = 
{sl1 三 i 入 有} 是 Vi 在 K 上 的 一 组 正 交 基 . 此 时 ,如 果 yi & Kvi， 
则 X 能 在 定 驻 mw 的 同时 将 J1 移出 (wm， y1) ,或 定 驻 Ja 的 同时 移 
走 v ,导致 d 之 3, 仍 出 现 矛 盾 . 

这 证 明了 :P= Fv 中 FyE€E L(X) 在 V 中 的 投影 Fv 二 Fy 
如 果 不 为 0, 就 一 定 是 1 维 天- 空间 天 ul， 

如 果 可 选 已 使 AQCo) 关 0, 则 PP 在 Vi 中 的 投影 Kv 是 关于 
fr 的 非 迷 向 线 , 从 而 是 关于 @ 的 定 号 平面 . 此 时 对 每 个 0 夭 一 
Ti 二 XoE P(X EVi, ToEVI) 有 Q(z0) =— Q(zr) 一 一 六 (ci， 
71) 关 0,P 在 Vt 中 的 投影 Fv。 十 Fy 也 是 关于 QQ 的 定 号 平面 .在 
此 情形 下 , 取 2C% 十 1) 维 F- 子 空间 Vi 二 VP=V | (Fvo 
十 yo). yi 二 PBvi 对 某 个 BE K\F 成 立 . 定义 y。 = po 可 将 V 上 
的 & 维 KK- 空 间 结构 扩充 为 Vt; 上 的 十 1 维 KK- 空 间 结 构 , 是 y= 
Bv, PP 二 Kv. Vi 上 的 Hermite 内 积 fx 还 可 扩充 到 Viy; 上 ,使 
kz v0) 一 0CYz EVD ， 且 (oo vo)=Q(vo)AO. 记 Yini1 为 
X 与 了 T。 共同 生成 的 SU (Veri/ 天 ， 产 ) 的 子 群 , 则 了 , 就 是 QCV， 
Q@Q) 的 长 根子 群 了 ,， y<X. 故 了 Yi 扫 和 当 FF， 时 ,由 引 理 3. 3. 5 
知 Yin=SU(Viy/K, fxr)<X, 取 Xiti 二 了 i+1 即 可 得 到 与 的 最 
大 性 的 矛盾 , 当下 =F 时 ,Yi 是 SU (Viy1/K, fxr) 的 由 长 根子 群 
生成 的 不 可 约 子 群 , 旦 不 含 于 Sp(2(R 十 1)，2) ,由 定理 3. 3. 1 知 
Yi 包含 一 个 Xiti = 二 Stab{Ke|1 之 i 之 十 1}, 其 中 (811 达 i 过 
十 1} 是 Vii = 二 VV 十 1, KK, fx) 的 一 组 非 迷 向 正 交 基 , 仍 与 有 
的 最 大 性 相 矛 盾 ， 
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在 剩 下 的 情况 下 ,所 有 的 PE€ LC(X) 在 Vi 中 的 投影 都 是 
上 关于 fx 的 迷 向 线 或 等 于 0. 

如 果 V = 了 , 则 每 个 已 = (uw, w〉E€ LC(X) 都 是 玉 上 的 迷 向 
线 , T,,。 二 六 就 是 SUCV/K, fxr) 的 长 根子 群 7,, X 三 SUCV/K， 
fx) ,XX 是 IR2 类 子 群 . 

设 Vi 关 V, 我们 设法 推出 矛盾 . 此 时 ,由 连通 链 Pi,…, P， 
张 成 V, 知 其 中 有 某 个 P, 不 含 于 Vi. 任 取 P, 的 一 组 下 基 vw、y, 在 
直 和 分 解 V = 二 Vi 名 Vi 下 记 v 二 十 vm, 二 yi 十 yo 由 于 PP 
与 Pi 不正 交 ,P, 在 Vi 中 的 投影 Fo 十 Fy 不 为 0, 按 假设 它 应 是 
天 上 的 迷 向 线 天 ww ,因而 是 下 上 关于 QQ 的 全 奇异 平面 .而 已, 在 
Vi 中 的 投影 Foo 十 yot 不 为 零 , 并 且 也 应 是 关于 Q 的 全 奇异 子 
空间 . 不 妨 设 wu 关 0, 则 zu 多 RadYy ,由 (Pi, …, P,) 一 T 知 存 
在 PEZ(X) 与 zo 不 正 交 . 取 己 的 严 基 二 .7 写成 直 和 分 解 式 
5 一 vz 二 vozy y= yz 十 yo2. 则 Fw， 十 Fy, 三 天 vs 也 应 是 关于 fx 的 
迷 向 线 . 如 果 vo 与 yo 共 线 , 设 yo = hm, 不 妨 取 0 关 y 一 如 EE 
P NVi 代 苦 y, 化 为 yo = 0 即 y = y€ Vi 的 情形 .此 时 可 取 g € 
X; 将 迷 向 线 Kvs 送 到 Kvsg 守 (Ky1)+, 则 Pig EL(X) 与 vE€P， 
不 正 交 ,但 与 0 关 y》6E P, 正 交 . 产生 牙 盾 . 这 说 明 vo 与 yo 不 共 线 ， 
P, 在 Vi 中 的 投影 应 是 上 的 2 维 全 奇异 子 空间 , 己 也 应 如 此 . 
可 选 己 的 基 向 量 56E yj、 了 Ev, 即 f(y0, v6) = f (vn, yo) = 
0. 再 由 vo 人 Pi 有 flvw, vos) = 二 4A 关 0, 且 可 用 和 1j 人 代替, 使 
f《vo, uvo) 二 1. yz 一 po 对 某 个 BE K\F 成 立 , 6 一 8 尖 0. 存 
在 gE€X 将 vmrvig 使 fxrCvig, v2)=(1 十 B)(B 一 Bi'EK:. 
于 是 f(vig, vs) =—1, fvg, 5) = fvg, vi) 十 Fo vos) = 
0; 而 f(vg, 3)=f(vig, Bvs) 一 1. ty,y EX 将 Pig EL(X) 送 
到 已 = Pgtv,y € L(X). 而 vgtv,y 二 vg 十 VE P 在 Vi 中 的 投 
影 vig 十 v 具 有 QCvig 十 vw) = 一 1 尖 0， 不 是 奇异 向 量 , 这 与 原 
假设 矛盾 (化 成 了 已 解决 的 情形 ), 这 就 完成 了 对 情况 1 的 证 明 . 

情况 2 z= 二 元 即 charF = 二 2 且 a 二 0, x 是 FF 中 非 平 方 元 


140 第 3 章 根子 群生 成 的 群 


4=(bc)-: 的 平方 根 . 我 们 断言 :此 时 XX 是 IR3 类 子 群 . 

取 定 = 二 Ff[x] 上 的 -线性 函数 9: 十 rm> AlNh、AE 下). 
在 3 维 天 -空间 V, = (Pi, P,，P，) 上 可 定义 二 次 型 Qk 及 其 相关 
的 辛 内 积 fx, 使 Q(x) = 9 (QxC7z)), f(x, y) = 9 CCz，y))， 
fr(zx, y) = fr, xy) 十 zy)r. 于 是 Q(x) =0 <> Qkr(CZz) E 
F. 我 们 有 Pi; = Ku(i = 1, 2, 3). 无 论 在 fx 或 在 f 下 , V, = 
Ku 加 Ku; 都 是 非 退 化 子 空间 . Vs 站 Vi 二 Kz 是 Kus 二 K(x 十 
Za) (Zi EVs, Xa EVi) 在 Vi 中 的 投影 .Kzxs 是 下 上 关于 了 的 全 
迷 向 平面 ,但 不 含 关 于 Q 的 非 零 奇异 向 量 . 因此 Q 在 V; 上 正则 ， 
且 有 亏 数 2.F 包含 K: 一 { 地 lx E K}, 是 KK 作为 K?- 向 量 空间 的 
子 空间 . 对 Kz 中 任 一 非 零 向 量 z, 有 Qx (x) 〖《 了 『, 这 就 是 说 了， 
是 在 Qx 下 的 五 -正则 子 空间 . QCV:/ 色 ，Qk，F) = TUCV:/ 天， 
Qk, 下 ) 由 天 上 形 如 


pus:THr I fxr, Wu)su 
= 证 f(z, ru)su 
+ f(r, su nul(Qr(u) EF,sEF') 
的 全 体 辛 平 延生 成 . 而 每 个 这 样 的 p, ,也 就 是 QCV3/F, Q@) 的 二 平 
延 如 ,mw。Q(V/F，Q) 的 长 根子 群 T。。G = 1, 2, 3) 生成 和 的 
一 个 子 群 X;. 它 也 就 是 由 Q(V7:/K，Qx， 书 ) 的 长 根子 群 了 . Gi = 


1，2，3) 生成 的 子 群 , 由 引 理 3. 3.4 知 X, = (T,|i=1,2, 3) 一 
QVs/K, Qr, F)X. 


2k 之 6 的 子 空间 , 且 满 足以 下 条 件 : 
1) Vi 之 V3. 


ii) V; 上 有 * 维 K- 空 间 结构 ,并 可 在 大 上 定义 下 正则 二 次 型 
Qx 及 相伴 的 辛 内 积 fx ,使 


Q(X) = 9 RQx 7)), frlr, y) = fx, ry) 十 f(r, yx. 
起 中 8: 加 十 和 rr>Alh, A4EF) 是 KK 上 的 F- 线 性 函数 ,F- 正 则 是 
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指 Q(r) KF 对 所 有 的 0 关 x EE Rad(Vx, fxr) 成立. 

ii) X = QVi/K, Qx, fr)X. 

与 情况 1 类 似 ,可 以 证 明 V=V ,XX 是 IR3 类 子 群 .证 明 具 体 
过 程 见 文献 [70]. 

(3.4.2.2) 4 二 3, 则 和 是 IR4 或 IR5 类 子 群 ， 

取 奇 异 向 量 wx 关 0, 使 Vx() = d. 不 可 约 子 群 X 可 将 奇异 
线 (aw) 送 到 (xy 先 硅 ,， 同 时 将 Vx(wui) 送 到 Vx(w-1). 不 妨 在 
(zi 中选, 使 (xi， x_i) = 1. 记 


U 一 ui Nn Vx(u-_1), Vi = ui NN Vx(u), 
U, (U1, Cs Vo 一 (1， V1,). 


注意 , 《a zx) (UV 从 而 (yx 站 yi) 一 0. 如 
果 有 0 和 天 zxEvnny， 则 Vx(wuo) 包 含 互 不 正 交 的 U1、 u-1, 产 生 
牙 盾 . 故 U 阅 Vi = 0, 从 而 Uo 站 V。=0. 

第 一 步 ; W = 二 Uo。 名 VV 是 非 退 化 子 空间 , 且 对 所 有 的 0 天 xE 
Uo, 0#AvEVo, 有 Vxlu) = Cu, zt 站 Vo)，Vxr(o) = (v, vt 
Uo). 

对 任 一 对 相互 正 交 的 0 关 w EU 和 0 关 vEVi, 由 u € v， 
1)+ 知 三 ， “ € XX 定 驻 wu. 从 而 “也 定 驻 Vxlw), 将 uw-1 € Vx(u) 
送 到 x_i wi 二 Wi 十 vEVx(uo). 于 是 v= (x_i 十) 一 ziE 
Vx(u). 这 说 明 Ty = 7,,,. 过 X. 由 0vE€E ut Vo 的 任意 性 知 
Vx(w) 二 ut 站 VI. 当然 Vx(w) 还 包含 u_1 及 本身 . 故 Vx(u) 定 
《Wis 站 Vi) 一 (za 人 yo 由 维 数 d = 二 Vx(w) 的 最 大 性 
知 

d 二 dimVx(u) 之 dim(u, ut 站 Vo) 二 a 


这 迫使 上 式 中 的 “二 ”全 部 成 为 “=”, 于 是 得 Vx(u) = (wu, ut 门 
Vo), 且 dim(wi 由 VO)=d 一 1,u 攻 Vi, 由 0 关 u EU 的 任意 
性 知 U 间 Vt = Ul 站 Vi = 0. 同样 得 Vx(v) = (wv, vt 站 Uo) 对 
所 有 的 0 了 关 vE Vi 成 立 , 且 Vi 站 Ut = 0, 由 它 及 U, 由 Vt =0 
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可 推出 Wi = U1 名 VV 是非 退 化 子 空间 . 从 而 W 一 UV 由 Yo= (xi， 
u-1) | W, 是 2d 维 非 退 化 子 空间 . 

剩 下 还 需 考虑 zx E UU 及 wv E Vo\V i 的 情形 . 对 这 样 的 w， 
有 (4, wi1) 二 a 关 0, zw 二 alui 十 zxo) 对 某 个 wu。 E Un 成 立 .于 是 
& 一 atlit tv EX 在 将 ar>xu 的 同时 将 Yx(Gat) = 
Vx(u) a ut 下 Vo) 送 到 Vx(w) 一 《u, ut 门 Vo). 这 就 证 明 
了 Vx(u) = 二 (uu, ut 门 V。o) 对 所 有 的 0 天 xz € Uo 成 立 . 这 说 明了 
Ts 二 Ts 过 镁 对 所 有 的 相互 正 交 的 非 零 向 量 w EU。, v EV。 成 
立 ,每 一 个 Vx(v)(0 关 v EV) 包含 从 而 等 于 《v, vi 站 Uo). 

Uo 与 Vo . 24 维 非 退化 子 空间 W 的 极 大 全 奇异 子 空间 ,X 
的 子 群 X, = 《7T,, ,|u € Uo,v EV 人 门 ut) 定 驻 Uo 及 Vo, 且 在 这 
两 个 全 奇异 子 空间 上 都 诱导 出 SLCd, F). 

第 二 步 ; 设 W 关 VV, 则 4 = 3, 久 是 IR4 类 子 群 G,(F). 

由 WV 及 X 不 可 约 知 有 长 根子 群 T。,。, 二 X 不 定 驻 WW. 
记忆 = (wy ws). 如 果 d 之 4, 则 dim(Vo 站 P+) 之 dimV。 一 2 = 
4d 一 2 之 2. 此 时 存在 线性 无 关 的 v1、vs E Vo 人 P+. Tuw 固 定 
vi、 vz 从 而 定 驻 Vx(u) = (wy， Uo 门 四 )G = 1, 2), 并 进而 定 驻 
U = (Vx(v), Vx(v2)) = 《Uo, v4, v2), 将 Uo。 CU 送 到 UCW 
中 . 同 理 , 当 d 之 4 时 ,由 于 dim(U6 作 P+!) 之 2,7T。.w, 也 将 V。 送 
到 Ww 中 ,从 而 将 W = U6 甸 V。 送 到 WW 中, 即 定 驻 W, 这 与 原 假 设 
矛盾 . 因此 , W 关 V 仅 当 4d = 3 时 才 有 可 能 . 且 7T, ,不 定 驻 W 仅 
当 dim(《V 站 P1) = 1 或 dim(UV 人 站 PL) = 1 时 才 有 可 能 . 

当然 P= wi, ws) 和 W. 在 直 和 分 解 了 = U,V。 旬 Wt 下 
记 wi= 二 zi 十 十 Zi, 使 xz; EV, y;E€EV,zEWt( 对 i = 1, 2). 
不 妨 在 P 中选 wi 8 三, 即 zi 关 0. 如 果 z, 与 zi 线性 相关 ,还 可 进 
一 步 选 zw € P\(w1), 使 z; == 0. 这 样 ,对 a、5 EF, 当 a 关 0 时 
就 一 定 有 az 十 bz: 天 0. 由 前 面 的 讨论 知 P+N U6 = (yi, y2)+ 站 
U6 与 P+NVo 二 《x1, zx2)+ 们 Vo 至 少 有 一 个 的 维 数 是 1, 不 妨 先 设 
是 后 者 , 则 dim《z1, zx) = 2. 特别 , zs 关 0. tw,w, EX 将 任意 y€ 
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Vo\zi 送 到 y 十 (>，z)rw 十 (>，zi)zs 一 区 十 zz 公克， 其 中 
w EW,z= (y, Ta)zi 二 + (y, zi)z2s € Wt!, 且 z 关 0. 如 果 对 这 
样 的 y 存 在 0 关 w € Uo 站 《y, ,yz)*, 则 tw,w, 固 定 从 而 定 驻 
Vxlu) = 《, Vo 门 w+) CW, 应 将 y EVxlw) 仍 送 到 WW 中 ,导致 
矛盾 .这 说 明 ,对 任意 yE YoeNzt 应 有 Uo 门 《y, yy1, yz)+ 二 0, 从 
而 (>，y，y%) 二 Vo, 于 是 dimly1, y2) = 二 2, 且 zi 们 Vo = 《yi， 
yz)， 即 Uo 门 (yi, ys)+= 二 《zx2). 同 理 ,由 dim(y1, ys) 一 2z 可 得 
Vo 站 《zi, za)+ 二 《yz2). 如 果 zs 《zi1), 则 同 理 还 可 得 Uo 站 《yi， 
yz)+ 二 《Xz1)，, 但 这 导致 (z1) 二 (zz 与 dim 《zi, xs) 二 2 相 节 盾 . 
故 只 能 zzE (z1), 从 而 zs = 二 0, 即 ws == zz 十 yz € W. 特别 ,这 说 
明 (wl, wz) 站 W 关 0 对 任意 不 定 驻 W 的 T,,w, 二 XX 成 立 . zi € 
于 \M《yis yz)+, 故 (zi, 1) = 二 c 关 0, 且 由 QCw) = 二 cc 十 Q(z) = 
0 得 Q(z1) = 二 一 c. 记 Wi=(W,w)= 二 WJ1(z1). 则 X= 二 (Xo， 
T。,w,) 恰 是 作用 在 W, = Y(7, KF) 上 的 Chevalley 群 G: (F). 
G2(F) 在 Wi 的 奇异 线 集合 上 可 迁 ,所 有 的 Vxlu) lu E W,) 的 维 
数 都 达到 了 最 大 允许 值 3. 因此 X 不 可 能 再 含有 G2《F) 以 外 的 长 
根子 群 T.,。 使 (, w) 站 Wi 关 0. 

车 Wi 关 V, 则 不 可 约 子 群 六 应 含有 ,不 定 驻 Wi. 如 果 
T.,w 定 驻 W, 则 它 定 驻 (Vx(w)|u € W) = Wi, 产生 矛盾 . 于 是 
7T. “不定 驻 WW, 但 根据 前 面 的 讨论 可 知 ,这 又 导致 W 站 (x, w) 天 
0, 仍 有 矛盾 . 故 W) =V,X = G,(F), 属于 IR4 类 型 . 

第 三 步 , 设 W = 二 V, 则 d= 4, XX 是 IR5 类 子 群 9,. 

Xo。 定 驻 U。 及 To, 故 不 可 约 的 和 含有 Xe 之 外 的 长 根子 群 
Tw,w: 记 P= 二 (wi, wz). 如 果 U 站 P 关 0, 不 妨 设 zw En P， 
则 ws EVxCw) 一 《zl Vo 门 wli), 又 可 选 rw E To。， 从 而 To,w 
含 于 X。, 产 生 矛 盾 . 这 说 明 L7o 人 书 = 0. 同 理 Yo 站 已 =0. 对 ;= 
1, 2, 记 wi 二 Zz 十 yi, 其 中 zz EUo, y€V, Cryyw) 一 0. 则 
dim(z，za) 一 dim(y，y;〉= 二 2. 注意 ， Ty 一 es 2 
Ta =X,, Vx(wi) 包含 1 及 ,由 VxCwi) 全 奇异 知 0 = (yi， 
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wy) 一 (yi Xz 十 92) 二 (yi, X2). 于 是 y1E€ (zi, X2)+. 同 理 ys 和 
(x1， ZX2)+. 于 是 ,yy) 所 《zi Xz)+ 作 Vo, 这 只 有 在 2 二 
dim(lxi, x NV) 一 dmy — dim(zxi, Xx)=d 一 2 时 ,; 即 d 之 
4 时 才 有 可 能 . 

如 果 存 在 0 和 关 y% E (zy zx2)+ 人 VV。， yi 《yi，ya)， , 则 存在 
g EXo 在 固定 rx、zz、y 的 同时 将 y; 变 到 yi 十 %. g 固定 wi 且 
将 ws 变 到 zw 十 y3， 于 是 Vx (wi) 包 含 wig 一 wz 二 ys ET， 
Vx《y3) 包 含 ww! = 二 工 十 yi 多 《ys, Uo 门 好 产生 矛盾 这 证 明了 
(xi; ta) 人 VS y), d 4. 从 而 d= 4. 且 《xi, zx)+ 人 NN 
Vo =《y1, y2). X 之 《了 X,， Ts ty ty = 0. 对 尺 中 任 一 不 含 于 
Xe 的 长 根子 群 Tw , w,， 同 样 有 : 三 十 1 WV, 二 Ty 十 3》 《Xl1， 
1) CU 是 平面 ,日 《X22)+ 们 Vo 二 《31，3s)，X。 可 将 zl、 
i、 zi、 y 分别 变 到 去 、 yy、X2、a yz， 从 而 将 T.,w 共 辑 到 
Ty, r,tay, < 业 ， 其 中 < € 天". 如 果 < 天 1， 则 ys EE 《WwW XT, 十 
a $2) CVx(W), ws 含 于 Vx(32)， 但 不 含 于 (3;, 3 疆 站 Uo), 产生 
矛盾 . 故 a ==1, Tu,。 < 0, X= 0,, 属于 IR5 类 型 . | 

以 下 对 短 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 的 可 能 类 型 作出 分 类 . 设 
X 是 由 Q(V, Q) 的 若干 短 根子 群生 成 的 群 . 对 每 条 奇异 线 (w) , 记 
Vi(u) = {(w EVIT,,, ZX, Q(w) FO0. PVC) 是 Vxlw) 中 
非 奇 异 向 量 张 成 的 子 空间 ， 

我 们 当然 希望 知道 在 什么 情况 下 ,有 Vi (xz) 关 Vx(u). 为 此 ， 
需要 考虑 VYx(x) 中 任 一 奇异 向 量 w 是 否 在 V(x) 中 . 当然 必须 假 
定 VYX (zx) 关 0,， 即 Vx(z) 不 是 全 奇异 子 空间 . 取 Vx(zx) 中 的 非 奇异 
向 量 z, 则 在 绝 大 多 数 情形 下 ,平面 (w, zx) 中 含有 与 z 不 共 线 的 非 
奇异 向 量 y,w € (zy)SV (w). 唯一 的 例外 是 : F = F, 自 (w， 
z) 一 1. 因此, 如果 (w) 冯 0, 则 Vi (wu) 关 Vx(w) 的 仅 有 的 情况 
是 : F 一 F,, Vx(w) 是 全 奇异 子 空间 与 一 个 双 曲 平面 的 正 交 和 ,此 
时 Vi (wu) 是 全 迷 向 子 空间 (当然 含有 非 奇 异 向 量 ), 其 维 数 比 
Vx(w) 少 1. 
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以 下 引 理 首先 讨论 两 个 短 根子 群生 成 子 群 的 可 能 的 类 型 ， 

引 理 3.4.3 设 F 关 F,, 匀 二 (T,,,, T,,,) 由 短 根子 群 工 ,, ,、 
了 ,生成 ,其 中 zx 与 v 不 共 线 ， P= (u, 7X) 与 Ps 二 (v， 3) 不 正 
交 . 记 凡 = (P， P;). 

(1) 着 《u,v) 二 0, 则 XX 包含 长 根子 群 T,,,, 但 当政 = 下 ;,W 
非 退 化 且 QCx) = Q(y) 时 例外 ， 

(2) 若 (u,v) 关 0, 则 广 二 QW), 但 下 面 的 情形 例外 ;下 = 
FF ,， Q(x) 二 Q(y)，, 日 在 选取 x、y EE (zz)+ 后 (Cr，y) 二 0. 

证 明 (1) 当 wu € Wt 时 x & Pit, 此 时 ,固定 ,从 而 定 驻 
VxCu)，Vx(w) 包 含 所 有 的 w(s) = si(zty,sy 一 X) 一 (zy)m 一 
(zy 一 5Cz D0)Q(y)v, 其 中 s EF*. 当 (x,v) 关 0 时 , 取 s 沽 
ll, 得 v= (Gs 一 DQOY)TIOw(l) — wls)) € Vx(u); 当 
(xX,，V) 二 0 时 ,有 (rz, yy) 关 0, v= (rz y) iv(l) E Vx(u), 当 
v EW+ 时 , 间 理 可 得 x € Vx(v). 总 之 ,有 了 ,二 XX, 

在 其 余 情 形 下 ,w 与 v 都 不 含 于 Wt. 即 (x,y) 天 0， 
(vw, XZ) 天 0, v 多 xt+ 门 Pi. 因此 可 选 y€ xt, 不妨 选 Xz、y, 使 (4， 
y) 一 (v, xX) = 1. 此 时 对 任意 s E FF" ,了 工 (X) 包 含 (u, Xz)t,,,, 二 
(十 So To sy sR) RV, yits = (si sv), yO— 
5 XT 一 5 Q(z)wu), 于 是 Vx 十 各) 包含 忆 一 一 s(x 一 sy 一 
SOY) — sy — sr ms Qu) = Qt sRQCy)sv, YY 
Q(zT) 关 Q(y) 时 , 选 ; 一 1, 否则, 按 引 理 假设 有 下 关 下 ,、F,, 可 选 
sEF' 使; 关 土 1, 从 而 时 天]1. 总 之 ,可 选 s EF', 使 Q(x) 六 
5Q(Y). Vxlw 十 5) 包含 QCz)(z 十 50) 一 (Q(z + 5:Q (Cy)sv) 
二 《Q(X) 一 SQ(y))sv, 从 而 包含 wv, 即 上 (XX) 包 含 (4 十 sv, v) 一 
‘us Vv), T,,, < KX. 

(2) 不 妨 设 (x, v) == 1. 并 可 分 别 在 已 、P; 中 选取 z、y E 
‘wy v1, 记 Q(z) = a0, Q(y) =bA0, (rx, y) 一 c. 当 c 天 
0 时 ,用 cz 代替 xz, 可 使 c = 二 1. 因此 ,总 可 设 c=0 或 1 

VY s» 7, Ss1, 7 €E F,X 锯 售 gi = tir Rg = ts, ts, 
LC(X) 包含 《sz) 二 《TD 及 0, 1) 二 (wv, yygz. 取 s, 7 
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天 0, 记 4 二 sr, 二 $7, 则 
al 一 5 ugi=s (cA ablu — sbv + Vr—y, 
Xi = Xp = 二 — cA)au 十 csSz 十 (] 一 cA)z， 
v=rivgs =rii(l 一 ch 十 ab)v 一 riax 十 ay 一 工 ， 
yi1 = ygs 一 mA(C2 一 ch)po 十 criz 十 (1 一 chu)y， 
W 中 异 于 《w) 与 (v) 且 不 含 于 (zx, y) 的 奇异 线 (w) 具 有 形式 


Ww = a 1Q (wo)u 一 oo + wo 
或 
w= a QWwo)v Oo aut wl0 Fw E Wo,, a € FF:*), 


且 可 在 (w) 中 适当 选择 ww, 使 它 在 (rz，y) 中 的 分 量 w。 = 二 Bx 一 yy 
或 =py 一 +, BE FF. 注意 ,4、 刀 取 遍 下 时 ,wi、 vi 在 (x, y) 中 的 
分 量 Br —y, May— zx 可 取 遍 所 有 这 样 的 rwo- 而 当 4 取 定 之 后 ， 
适当 选择 s € fF* ,就 可 使 (uw)、(vi) 取 遍 上 述 形式 的 所 有 的 奇异 
线 (w). 这 说 明 义 可 将 lw) 或 (v) 送 到 (xz, y) 之 外 但 在 W 之 中 的 所 
有 的 奇异 线 (w) ,从 而 将 Vxbw) 二 (zx, z) 或 Vx(lv) 二 (v, y) 送 到 
Vx(w). 

如 果 dimW = 3, 即 (x) = (y), (xz, y) = 二 (zx) 中 当然 不 含 奇 
异 线 , 于 是 对 每 个 奇异 向 量 0 关 wE€EW,XX 可 将 Vxlu) =ut 由 W 
或 Vx(v)==v+ 门 W 送 到 Vx(w) ==wt 门 W. 叉 包 含 QCW) 中 所 有 
的 根子 群 ,从 而 等 于 QCW). 

设 dimW = 4, 即 dim(z，y) = 2. 我 们 设法 证 明 


dimVx (xu1) 三 dimyYx(zi) 一 3 对 某 个 wi 和 Vi1 成 立 ， 


于 是 dimVx(w) ==3 即 Vx(w) = 二 wt 几 W 对 WW 中 所 有 不 含 于 (z， 
2) 的 奇异 向 量 w 成 立 . 而 对 含 于 (zx, y) 的 非 零 奇异 向 量 ww, 则 由 
wEuNW=Vx(w) 和 wEVx(v) 知 Vx(w) 包 含 从 而 等 于 (w， 
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u,v) 二 w+ 门 W, 这 就 能 得 到 X 一 人 CW). 

以 下 证 明 dimVxGa) == dimVx《v1) = 3 对 某 个 ww、 vi 成立. 

如 果 charF 关 2, 且 可 选 》 使 1 一 cu 十 ap 一 0, 则 z 二 
一 sb 十 (Mr 一 y) 与 v 正 交 , 其 中 QC(Wzx 一 y) 二 blab 六 一 cA 十 
1) = 0. 但 (zyao)=s MG2 一 ca 与 (zy，y) 二 (1 一 che 不 可 
能 同时 为 0, 否则 ,1 = (2 一 ch) 一 (1 一 ch) = 0, 产生 矛 盾 . 于 是 
(aa，zi) 与 (o，y) 不 正 交 . 除 一 个 例外 情形 外 ,可 用 本 引 理 的 结论 
(1) 得 T,,。 去 和 ,于 是 Vx(z) 之 人， 轨 ) 与 VYx(e) 之 (xy， Th， 
v) 都 至 少 3 维 ,导致 X= Q(Y). 引 理 结论 (1) 失 效 的 例外 情形 
是 :FF =F,, a = Q(zr) = Q(z) = Q(y) =6 有 (uu, Ti, vy) 
退化 .但 在 =, 且 a = 二 65 关 0 的 情形 下 0 二 1 一 c 信 十 abX* 二 1 
一 cA 人 十 1 一 2 一 cu, 故人 (zyo) 一 s 1A(2 一 cA) == 0.v 又 与 Ww、y 
都 正 交 , 故 vv 与 (zi py) 一 三 正 交 (xz wo，y) 退 化 .这 
说 明 所 述 的 例外 情形 不 会 出 现 . 

以 下 设 charF 二 2, 或 charF 关 0 目 v(zx, y)= 二 0( 即 1 一 cA 十 
abX 关 0, YAEF). 当 charF = 一 2 时 ,由 于 Ff,,， |F*| 之 3, 而 
使 1 一 co 十 ab = 0 的 4 值 至 多 有 两 个 ,必然 可 选 4E F' 使 1 一 
cA4 十 ab 天 0. 当 charF 关 2 时 , 按 假设 1 一 cA 十 abX* 取 0 对 所 有 
的 A*€F* 成 立 . 因此 ,无 论 如 何 都 可 选 A4€E F*, 使 1 一 以 十 
abxX’ 0. 取 s=1, N= (abNd) ,r= (ab) (ll — cA abX). 
则 (za = (v1), Vx) = 二 Vxbo) 二 《a, Xi 1)， 只 要 能 选 A、s 
使 (ui， zi1，y1) 的 维 数 为 3 即 可 . 依次 将 ww1、zi、(abh)yi 在 W 的 
基 {u, v, zx，y} 下 的 坐标 (都 是 上 的 四 维 行 向 量 ) 作 为 各 行 排 成 
3 行 4 列 的 矩阵 

1 一 cA aba? 一 6 » pon | 
A= AKC2 一 Ac)a C 1 一 ecA 0 
《1 一 cA 十 apbh2)c 〈1 一 ch 十 abh2>-1(2apb1 一 c)6 0 abA 一 < 


则 rank4 一 dim《wi, v1，y1). 只 须 选 4 使 rankA = 3 即 可 . 为 此 ， 
只 须 使 4 的 后 三 列 组 成 的 方 阵 的 行列 式 
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一 (ap 一 c) 十 (1 一 cA 人 十 ap)-1C1 一 cA)(2apA 一 c)pD 尖 0， 
即 (ebp 一 c)(Capb42 一 c 人 4 十 1) 十 (cc 一 1)(2cb1 一 c) 尖 0. 


当 c= 0 时 , 即 要 求 abA(abX? 一 1) 天 0. 只 要 能 选 怀 取 (ab)! 
即 可 . 除 例 外 情况 二 FF, 且 ab=1( 即 Q(zx) = Q(y)) 以 外 ,这 样 
的 4 总 是 存在 的 . 

设 c==1. 如 果 ab 关 1, 取 4= 1 即 可 .如 果 a6b = 1, 则 所 要 求 
的 条 件 变 成 4 一 DD 一 4 十 1) 十 (4 一 1)(24 一 1) 关 0, 即 
(4 一 1 十 1)4 关 0, 只 要 能 取 XAEF* ,使 4 关 土 1 即 可 . 由 于 我 
们 要 求 1 一 cA 十 ab 愉 二 1 一 4 十 飞天 0, 此 时 下 承 后 ,, 否则 , 取 4 二 
一 1 将 会 使 1 一 4 十 习 = 0. 而 在 所 了 关 FF,、F; 的 情形 下 ,总 可 取 非 
零 的 4 天 士 1. 这 样 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 上 | 

除 少数 特别 情形 外 , 正 交 群 中 由 短 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 
只 能 是 Q(7,，Q). 下 面 的 引 理 告 诉 我 们 ,需要 多 少 短 根子 群 就 足 
以 生成 Q(V, QI) 了 . 

引 理 3.4.4 设 X 三 G= QV,Q). 如 果 有 V 中 互 不 正 交 的 
一 对 奇异 向 量 w、v 使 VxCw) = 二 w+ 站 V ,Vxbv) 二 vt+ 站 V, 则 X= 
G. 

证 明 只 要 证 明 Vx(w) = wl 对 所 有 的 非 零 奇 异 向 量 w EV 
成 立 , 则 XX 包含 G 的 所 有 的 根子 群 ,从 而 等 于 C. 

记 Y = (ww, v) | W. 且 不 妨 用 (u,v)-iw 代替 zw 化 为 
(zx, v) 二 1 的 情形 . | 

如 果 奇 异 向 量 w€ 《4,v), 则 wE€ (zx) 或 wwE (wv), 已 经 知 
道 VxCw) = w+. 在 其 余 情 形 下 ww 二 au 十 如 十 z,0 关 zx EW， 
a、6b € F. 只 要 能 找到 g € XX 将 wr>w, 则 VxCw) = 二 Vx(w)g 一 
ul g 二 wt. 车 Q(z) = 0, 则 ab = 0, 不 妨 设 4 二 0, 并 可 在 正则 
子 空间 WW 中 取 奇 异 向 量 y, 使 (7y，z) 二 1, 则 (T,,,,T,,.) 达 六 在 
《xx，z) 上 诱导 出 SL(2, FF) ,可 将 xzr>zm. 设 Q(z) 关 0, 则 ab 关 0， 
不 妨 在 Cw) 中 选 包 使 w= 二 一 cv 十 z, 其 中 c= 二 Q(z) 关 0, 于 是 
t,,-:€ XX 将 ut>w. 这 就 证 明了 Vx(lw) = wt 对 所 有 的 非 零 奇异 
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向 量 w EV 成立 ,因而 X= QV, Q). 1 

下 面 可 以 定 出 正 交 群 中 由 短 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 . 

命题 3.4.5 设 X 是 由 G = f(x, 有, Q) 中 某 些 非 退缩 短 根 
子 群 生成 的 不 可 约 子 群 , 则 

(1) X 属于 定理 3.4. 1 所 述 类 型 IR1, IR6, IR7 或 IR8. 

(2) 如 果 下 列 条 件 之 一 满足 , 则 X= G. 

(Gi) FF, F,. 

(ii) 五 二 了 f,, 且 存 在 V 的 至 少 4 维 非 退 化 子 空间 W,v(W) 二 
1, 使 X 二 QW). 

(ii) FR 二 F,, 且 存 在 V 的 至 少 5 维 正则 子 空间 W,v(W) 之 
1, 使 X 二 QW). 

证 明 设 < 为 所 有 的 Vz(x) 的 最 大 维 数 , 并 设 Vs (ou ) 一 4 达 
到 这 个 最 大 值 . 

(3.4.5.1) 当 d 之 3 时 ,有 六 二 G, 唯一 的 例外 是 :d 二 3, 下 
三 Fs, XX 是 嵌入 G 中 的 Ari 或 4A,1s ,属于 类 型 IR7. 

不 可 约 子 群 X 中 有 元 素 go 将 (zy r> (v1) 竺 沁 , 同时 将 
VC ry.Vix (v1). 假设 已 选取 这 样 的 gos 使 Wo = Vi (Cu) 站 
Vx (v1) 的 维 数 7 最 大 .当然 "三 4d 一 1. 记 


太一 (Vi (ui), Vx (v1)), W, 一 vt 门 Vi (ui) 二 W,. 
如 能 证 明 + = 4 一 1， 则 将 有 W， =W,, W = (u, v1) | W,. 


Vx (mo 含有 非 奇异 向 量 z, 且 由 于 四 多 地 ,可 选 了 6 
人 v1， Zz) (Nur. 短 根 元 素 , ,将 


(UD) m1) 一 (一 (yo)(Cz 十 Q(z)v)) 区 ut, 
则 Vx (Ci ) | Vx (1) 二 《ul1， 工 ) 工 门 Vx (zl )， 


其 维 数 二 a 一 2. 由 + 的 最 大 性 知 + 二 4d 一 2. 因此 + 二 4 一 1 或 
d—2. | 

不 妨 在 《v1) 条 好 中 选 m ,使 (wi, wy = 1. 车 有 非 零 奇 异 向 
量 zw € W, 们 WY， 则 对 任意 和 在 W, 有 Vi (wo) 和 (ui, vi, 
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it ,2) Dz, 即 VCuxo) 二 (ol Wi) 二 《v1， V3 (wu)), 其 维 数 
三 4d 十 1, 产生 矛盾 . 故 W。 站 Wi 不 含 非 零 奇 异 向 量 . 特别 , 当 
r 一 d 一 1 时, 多 = W, 是 正则 子 空间 ,从 而 W 是 正则 子 空间 . 

我 们 希望 7 == d 一 1. 由 于 Vi (wu)、ViX (v1) 能 由 非 奇异 向 量 
张 成 ,Wi 与 WW 1 = 替 门 Vi(v) 也 都 由 非 奇异 向 量 张 成 . 任 取 非 
奇异 向 量 X€E Wi, y€E Wi, 则 当下 关 瑟 、F 时 ,由 引 理 3.4. 3 得 
XX 二 Qs v1 TY) ,TEVx(V1), y€E Vxlu). 这 证 明了 当下 = 
F,, F, 时 , 必 有 Wi 二 W-1= 二 Wo,r 二 d 一 1. 当下 == 时 ,车 能 
选 Q(z) 关 Q(y) 或 (xz, y) 关 0, 仍 可 得 ZE€EVx(v), y EVxlui). 
设 r = 二 4d 一 2, 则 下 = F, 或 Fs. 假如 有 非 奇 异 向 量 x € W,, 则 用 
zt ， :代替 go, 可 得 到 


Wo= (Vilu), v0) = (Wy v0 DW,,r= dmW,。=d—1. 


这 说 明 当 7 = d 一 2 时 ,W, 不 含 非 奇 异 向 量 , Wo 站 Wt 也 就 不 含 
非 奇异 向 量 .但 另 一 方面 ;W, 站 Wt 又 不 舍 非 零 奇 异 向 量 ,这 迫使 
Wo NWi=0. 但 dimW,=4d—1=dimWo 二 +1, W= (W,, us) 
对 任 一 Wz € Wi\W,, WN C2 = W, 人 NN Wt =0, dimW, <1. 但 
已 假设 dd 之 3, 从 而 dimW。=d 一 2 二 1, 故 dimW。,=1,d= 3. 
设 Wo 二 《rwo), 则 ww 奇异 ,Wi 一 (xy two) 《lus, rwo) 关 0) 是 双 曲 
平面 . 同 理 W- 二 (vi, wo) 也 是 双 曲 平面 .当下 = 到 时 , 双 曲 平面 
W 不 能 由 非 奇异 向 量 张 成 ,产生 矛盾 . 当 玉 = 忆 时 ,对 任意 非 奇 
异 向 量 z € Wi 可 选 yE W- ;使 Q(y) = 一 Q(z) 关 Q(z), 仍 可 
由 引 理 3. 4.1 得 zE VxCv), 从 而 Wi 二 Wo,r= 二 d 一 1. 

这 证 明了 r= 二 4 一 1,W = 《wu, my) 上 ,是 正则 子 空间 . 由 
于 Vx(u) 二 Vi(u) 对 w 二 uu 或 vi 成立, 对 QCW,Qw) 引 用 引 理 
3.4. 4 得 Q(W， Qw) 扩大, Vx(w) 二 ut 门 W 对 WW 中 所 有 的 奇异 
线 (w) 成 立 , 上 且 由 d 的 最 大 性 知 VxCu) = ut 站 W. 如 果 玉 二 V， 
则 X= G, 已 达到 目的 . 设 WW 冯 VV, 我 们 证 明 只 能 FFF, 和 且 d = 
3. 

X 包含 短 根子 群 了 ,不定 驻 WW. 如 果 下 = 但 4 之 4， 
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dimW = 4 十 1 之 5, 在 至 少 3 维 的 《w, z)+ 上 有 多 中 存在 两 个 不 共 
线 的 奇异 向 量 wy、ws，T.,。 定 驻 w、w2, 从 而 定 驻 (VX (wi)， 
Vi (ws)) 二 W, 产生 矛盾 . 故 当 下 二 Ff 时 ,只 能 4d = 3. 设 已 关 
下 ,应 有 已 = (w, z) 生 W 且 P 生 Wt+. 事实 上 ,w &KW, 否则 ， 
PEVilw) CW. Bw Wt, 否则 , Vi(w) SS (Pglg € 
QW)) 三 (W 由 wt, w)，, 其 维 数 二 4 十 1, 这 与 4 的 最 大 性 相 予 
盾 . 对 每 个 奇异 向 量 w € Ne 取 非 奇异 向 量 z € 《, w)+ 门 
WW, 当 下 二 时 ,还 可 选 Q(zx) 关 Q(z). 于 是 由 引 理 3.4.3 得 x EE 
Vi(w) 及 P 们 wtCVi(w) CW. 不 妨 选 取 (z) =P 们 W, 则 
《z》=P 间 w+ ,所 有 的 奇异 向 量 x € WN\w- 都 在 W 人 z+ 中 .车 
W 间 z+ 取 W, 则 存在 奇异 向 量 w € W\z! ,从 而 wu € wt. 取 非 奇 
异 向 量 yE W Nw, 自 当 玉 = 下 时 ,可 选 提 (3) 关 Q(z), 由 引 理 
3.4.3 得 w E Vx) CW, 产生 蔬 盾 . 故 W 人 zxt= W,xzE 
RadW 关 0. 这 仅 当 charF = 2 才 有 可 能 . 对 每 个 奇异 向 量 wx E 
W\w+ 和 非 奇异 向 量 zE bu, w)+ 门 W, 有 (w, xz) EL(X). 用 
T,, :代替 T,, .可 知 x E RadW. 可 见 商 空 间 W/RadW 的 维 数 只 
能 为 2, W = 人 wy zw) 四 RadW. 且 X 中 不 定 驻 W 的 短 根子 群 只 
能 具有 形式 To-z € RadW, w WU Wt. 并 且 还 应 有 
weE& (U1, v1)+， 否则 , T,,: 定 驻 Ui、s Uls 从 而 定 驻 (VX Cu), 
VX (v1)) 二 W. 按照 定理 的 假设 ,X 包含 非 退 缩 根子 群 T,,.， 
Ps 一 (wo，zo) 与 RadV 的 交 为 0, 且 TT。,. 不定 驻 W, 从 而 P 站 
RadW 关 0. 这 说 明 RadW 壬 RadV, 可 选 wo。 (RadW)1+, 并 写 
RadW = (zi) © E,, 其 中 (wo, xz1) = 1， E, CS wt. 不 妨 设 (ul， 
two) 关 0, 取 z= 友和 十 szT1 EE wt,，s€EF*, 则 LC(X)D (ui, z1) 
to = 0), wi = utoe 4 W, wi g Wi, 但 (ww, 
z1) 站 W ==(z1) 先 RadW, 仍 有 了 蔬 盾 . 

于 是 只 剩 下 F = F, 上 且 4d = 3 的 情形 .4 维 正则 子 空间 W, = 
Mi， v1) 上 W 非 退 化 .Wo 可 由 非 奇 异 向 量 张 成 , 故 不 是 双 曲 平 
面 .于 是 W 的 Witt 指数 是 1, QW) = Q- (4，2). 我 们 知道 
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0- (4，2) 位 4;. 按照 8 2.3 所 述 , 取 5 元 集合 5; = {&11 三 i 二 
5) 为 基 , 在 ,上 张 成 5 维 空间 V = VC(5, 2), 并 在 Vs 上 定义 二 


次 型 Q@ 及 相伴 的 对 称 双 线 性 型 了 ,使 
Qe) = 0 i), f le, 0))=1G#¥). 


则 5; 上 的 交错 群 4; 在 4 维 空间 W, = { 5) ,a | .a; = 0}C 
Vs 上 诱导 出 0 (4, 2). W, 与 W 度量 同 构 , 可 以 等 同 起 来 .这 就 
将 Ww, 嵌入 了 YY ==V(n, F,, Q) (嵌入 象 为 丈 ), 而 集合 纪 上 的 4， 
被 府 入 XX. 

另 取 FF， 上 > 十 2 维 向 量 空间 了 +?， 设 8,;; = {el1 Zin 
十 2} 是 它 的 一 组 基 , 在 V,, 上 定义 二 次 型 Q@ 及 相伴 的 对 称 双 线 性 
型 了 使 所 有 的 Q (e) ==0, 且 了 (6, 8) 二 1(Y i 关 店 . 并 将 @、 了 
在 了; 的 任何 子 空间 上 的 根 制 仍 记 为 G、f. 记 


n 二 2 


Wr = {20 Da; 二 0}. 


则 作用 于 +。 上 的 交错 群 4.:， 被 嵌入 QCW,;;, @). 对 每 个 自然 
数 mx 三 nn 十 2, 记 2 = {all i<m}, 设 V。,。 是 8 在 Vi 中 所 
张 成 的 Wd 维 子 空间 ， Wl Vs NN Wi.. 则 集合 号 。 上 的 交错 群 
4。 <4.+: 被 嵌入 Q 《Wi1, 有 Q). 已 经 知道 当 和 一 5 时 ,(W,，，Q) 
可 以 保 度 量 地 诺 入 Vln, Fs, Q), 和 A; = QW, Q) = Q- (4, 2) 
5, 使 非 退 化 空间 CW, Q@) 可 以 保 度量 地 赚 入 V = V(x, F,, Q@)， 
且 4 含 于 X. 

我 们 指出 * G= Qn, F,, Q) 的 短 根 元 素 ts,, z 等 于 两 个 正 交 平 
延 pz,1 与 pis, 1 之 积 .而 tz € QA(Wza) 和 G 合 于 A 的 充分 必要 
条 件 是 :有 了 两 两 不 同 的 i、j、 St 和 {1， 2，…，2& 十 1}s 使 x 3 
5 十 6 十 有 十 sy 工 一 6 十 si 此 时 tt, :等 于 4 的 元 素 (z7)(st)， 
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即 Sx+: 中 两 个 不 相交 对 换 的 乘积 . 

我 们 断言 : 当 RadV = 0 时 ,必然 Wu 一 Y;i 当 Rady 天 0 时 ， 
V 可 等 同 于 Wrri 9 且 ok+s 三 X. 这 导致 立 实 Atri 或 Aznt2 》 属于 
IR7 类 型 . 

车 不 然 , 设 Wu 天 Y. 则 有 短 根 元素 因 ,: € X 不 定 驻 Wz, 且 
当 Ww 十 RadV 关 V 时 ,还 可 进一步 要 求 坟 , ,将 Ww 送 到 Ws 十 
RadV 之 外 .于 是 (w, z) 既 不 含 于 Ww 也 不 与 Wa 正 交 , 当 Wy 十 
RadV 关 V 时 , 它 还 应 不 含 于 Ww 十 RadV. 在 正 交 和 分 解 V = 
W,, OW 下 记 包 二 ww 十 0，,z 二 7X 十 y. Azit 中 定 驻 w 的 全 体 元 
素 作 用 于 z 所 得 的 象 张 成 的 子 空间 UC Vx(w). 于 是 应 有 
dimU <d = 3. 这 将 对 xz、z、zv、y 施加 很 强 的 限制 (详细 推导 见 


文献 [35]) ,这 些 限制 足以 使 (Ww, w, >) 成 为 (Wi @) 在 了 中 
的 内 入 象 , 而 tw,: EX 成 为 作用 于 Watz 上 的 交错 群 Azrs 中 的 元 
素 (两 个 对 换 的 乘积 ) , 它 与 Azitri 一 起 生成 Azrta 所 X. 这 与 2& 十 
1 的 最 大 性 相 了 矛盾 . 恰 如 所 需 . 

(3. 4. 5. 人 F,, X= A 或 ,+2 属 
于 类 型 IR7. 

任 取 短 根子 群 7。, 。 < X. 则 不 可 约 子 群 了 可 将 Cu。，zo) 变 
到 (vo, Yo) 使 (uo, v0) = 1. 不 妨 在 (wo， zo) 中 选 Zo 上 Z0， 在 (vo， 
Yo) 中选 yo | wo. 记 U = (uo, Vo, Tos Yo). 则 除了 F= F; Hf (zo, 
>o) 二 0 的 情形 以 外 ,可 用 引 理 3. 4. 3 得 出 Q(U) = (7T,,,， 

Ty%) 三 XX. 此 时 wt 介 U 是 Vx(wo) 的 子 空间 ,其 维 数 dimU 一 1 

三 d =2, 这 迫使 dimU = 3. 在 例外 情形 下 = F, 目 (zo, yo)=0 
下 ,用 (uo, zo)t, ys, E LC(X) 代替 (oo yo) ;可 使 dimU = 3, 这 样 
就 仍 可 用 引 理 3. 4. 3 得 Q(UV) 过 X. 如 果 U 二 V, X 属于 类 型 
IR1, 定 理 已 成 立 ， : 

以 下 设 U 关 V. 则 X 含有 短 根子 群 T 了 。, ,不 定 驻 U. 如果 ww E€ 
U7, 则 Q(U) 过 在 定 驻 w 的 同时 可 将 z 变 到 (w, z) 之 外 ， 
dimVx(w) > 2, 产生 矛盾 . 故 w & Ut. 


154 第 3 章 根子 群生 成 的 群 


对 每 个 奇异 向 量 w € Vol 任 取 非 奇异 向 量 z EU 由 ut. 
当政 天 ,时 ,或 当政 = 户 但 是 Q(z) 关 Q(zo) = Q(x) 时 ,由 引 
理 3.4.3 得 到 六 二 《TT,,,, T,,,) = 二 0Q01), 其 中 Ul= (4, wz， 
Zz). Vx(w) = (, w) 二 UV 门 ut 迫使 dimU = 3, 这 在 Ff 二 F, 生 
Q(z) Q(zo) 时 ,是 不 可 能 的 . 在 下 头 时 ,由 dimUl= 二 3 知 U 站 
《wz) 二 《ZT1) 二 (ut 们 如) 们 wt, 它 是 非 奇异 线 并 且 与 x 的 选取 
无 关 . 这 当然 迫使 ww UD, 否则 ， (WwW, z) = (w, TZ1) CU. 注意 ,zi 
与 zx 正 交 .但 过 中 与 w 不 亚 交 的 奇异 向 量 可 以 张 成 以 ,从 这 些 奇 
蜡 向 量 中 必 可 选 出 wu 与 xi 不 正 交 . 用 wi 代替 wx, 则 不 可 能 再 使 
《zi1) 二 《wt 们 0) mn wt 成 立 .产生 矛盾 . 

只 剩 下 F = F, 的 情形 ,在 此 情形 下 ,可 以 证 明 X 属于 类 型 
IR7, 推导 过 程 比较 繁 珊 , 这 里 从 略 . 详 见 文献 L35]. 

(3.4.5.3)d 二 2 且 忆 二,, 则 nn 一 饮 , 居 一 O+ (2k, 4), 属 
于 类 型 IR6. 

证 明 省 略 . 详 见 文献 [70]. 

(3. 4. 5.4) 命题 结论 (2) 成 立 ， 

由 前 面 各 步骤 可 知 , 当 FF,.、 F, 时 只 能 X=G. 

设 有 mm 维 正则 子 空间 W,vW) 二 1, 使 X 二 QCW). 取 W 中 
的 非 零 奇异 向 量 w, 则 Vx Cw) 包含 m 一 1 维 空间 W 门 t+, 这 说 明 
4d 二 m 一 1. 当 m 之 4 时 4d 二 3, 由 (3.4.5.1) 知 F=f 时 X=G. 
当 区 宇 5 时 4d 之 4, 仍 由 (3.4.5.1) 可 知 f= 时 X=G. | 
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前 面 各 节 讨论 了 典型 群 中 由 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 . 现在 
”可 以 利用 前 面 的 结果 来 讨论 典型 群 G 中 含 根子 群 的 极 大 子 群 M 
的 可 能 的 形式 . 如 果 M 可 约 或 者 非 本 原 , 它 应 当 属于 § 2. 2 中 所 
定义 的 子 群 类 型 C, 或 者 C:. 设 M 不 可 约 ,并 且 本 原 . M 中 所 含 的 
全 体 根子 群生 成 M 的 一 个 正规 子 群 X. 如 果 XX 不 可 约 , 它 已 经 在 
前 面 各 节 中 定 出 了 ,而 M 是 它 在 G 中 的 正规 化 子 , 也 可 以 认为 已 
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经 定 出 了 .和 X 是 否 可 能 为 可 约 的 呢 ? 下面 的 定理 给 出 了 回答 . 

定理 3.5.1 设 G 是 作用 于 V ==V(n, 天 ) 上 的 典型 群 ,M 是 
G 的 子 群 , 且 在 V 上 不 可 约 、 本 原 . 如 果 M 包含 G 的 至 少 一 个 根 
子 群 了 ,和 是 了 在 M 中 所 有 的 共 罗 生 成 的 群 . 则 下 列 结论 之 一 成 
: 

GD) X 是 MM 的 不 可 约 正规 子 群 . 

(ii) K 是 域 ,n = 2m 且 m 是 偶数 ,G = QC2m, K, Q).V= 
WxrA4A 是 K 上 m 维 空间 W 和 2 维 空间 A 的 张 量 积 ,在 W、A 上 
分 别 定义 了 非 退化 交错 内 积 用、f, 且 V 上 的 内 积 f = fi@f， 
Q 由 ff 及 条 件 Q(w 的 w) = 0(VwEW, BE 4A) 决定 . M 二 
GSp《W, 及) GSp(4, f,),T 及 其 共 轿 是 G 的 长 根子 群 , 且 具 
有 形式 T. @ 14,T. 是 辛 群 Sp (Wf) 的 长 根子 群 . 

证 明 XX 的 正规 性 显然 .车 际 不 可 约 , 则 结论 0i) 成 立 . 设 X 
可 约 ,如 果 V 是 非 齐 次 K-X- 模 , 则 由 引 理 2. 4. 2CClifford 定理 ) 
知 ,M 在 齐 次 分 量 集合 {Vi|1 三 i 三 m} (其 中 mm 二 2 ) 上 诱导 出 传 
递 置换 群 ,M 非 本 原 ,与 M 的 本 原 性 相 牙 盾 . 故 了 是 齐 次 K-X- 
模 , 了 二 Bi-1W;, 其 中 二 2, W,(1 达 j 三 各 是 相互 同 构 的 不 可 
约 KK-X- 子 模 . 适当 选取 每 个 W; 的 基 次 成 了 的 基 , 可 使 中 的 所 
有 的 元 素 的 矩阵 具有 形式 diag(P, …, P) = 7w 四 PP, PE 
GL(r, 天 ), 其 中 > = dimkW = n/k. 任 取 G 的 根子 群 工 中 的 非 
单位 元 g = 1 @P, 则 rankxr(lg 一 7) == 1 或 2. 但 另 一 方面 ， 
rank(g 一 7) 一 Irank(7w P71)=k.rank(P—71) 是 之 2 
的 倍数 "不 可 能 等 于 1 , 且 仅 当 & 一 2 且 rank(P 一 7) ==1 时 可 能 等 
于 2. 

以 下 设 &==2, rank(P 一 1)=1,rank(g 一 1)=2,V= 
W' BW,, 且 存 在 FX- 同 构 xz;W) 一 Ws. g 在 WGi = 1, 2) 上 的 
限制 都 是 平 延 , 4w) 二 Wi(g 一 了 站 (Gi=1, 2) 是 W; 的 一 维 子 空间 ， 
上 且 x(a)) = 《wz). 不 妨 设 w= xu, 则 Im(g 一 1) = (wi, w,)， 
Im(g 一 了 站 W;== (wu) 是 Wi 的 一 维 子 空间 (对 i = 1, 2). 特别 ， 
Im(g 一 7) 既 不 含 于 W, 也 不 含 于 Wi. 
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先 设 J 天 1,g 是 西 二 平 延 
Nw I fr, wu +t f(r, uu, 


根子 群 了 = (76,w19 € 天 }. 如 果 有 xz EWili 二 1 或 2), 使 4 = 
f(z,w) 和 6 = 二 f(x, x) 都 不 为 0, 则 


y0) = rq, — TI) = a oho € W, 
对 所 有 的 9€ KK* 成 立 ,从 而 
0) = (ab)-17(0) = ut 0 ic hw € W,, 


其 中 c =a-'b€ K*. y(0) 一 (1) 二 c(0)wE€ Wi, 其 中 6(0) 一 
9-ic6 一 c. 如 果 对 所 有 的 OE 天 ,都 有 3(0) = 0, 即 5=c-10c， 
J:grr6 是 玉 的 自 同 构 . 但 了 是 反 自 同 构 , 这 迫使 玉 是 域 . 但 这 又 
导致 5 一 c-Ip =0, V0E€ K'*,J=1, 与 原 假设 相 蔬 盾 . 这 说 明 一 
定 能 选 E K* ,使 (0) 关 0, 于 是 6(0)w € W; 二 > wE€ Wi, 由 
ab 十 bBrw € Wi 又 导致 EWi, 于 是 Im(g 一 7) = (4, w) 忆 W， 
仍 有 矛盾 .这 说 明 : 对 任意 zx EW, f(x, w) 和 b= 二 f(x, xz) 至 少 
有 一 个 为 0. 由 g|w, 关 1w, 知 Wi 与 (x， w) 不 正 交 . 由 9, 二.。 
知 必要 时 可 将 x、w 交换 位 置 ,使 ww 与 W, 不 正 交 ,存在 x € Wl 使 
f(x, w) 二 1 关 0, 从 而 f(z, wu) 二 0, = xlg 一 1)€lIm(g— 
DN Wi= 《4), bu) 二 《wu). 如 果 有 yy EW 使 f(y, ww) 去 0 一 
f(y, w)，, 则 又 可 得 


w= fy, ulylg — 7D), Im(g 1) = (u,w) EW 
产生 矛盾 . 故 克 | 上 wx 由 V ==W 名 W, 非 退化 可 知 W, 千 wt, 与 
前 面 同 理 又 导致 w € 《uz)，W, | w. 不 妨 设 zx 一 zi， Ww 二 Uz 一 
xu, 对 前 述 满足 f(zx, w) = 二 1 的 xEWi, 有 zg 二 Zz 十 zu, 于 是 
Crz)8 一 xz 十 xz. 但 另 一 方面 (xz)g 一 (xz)%, ou = xz 十 (rz， 
uw)Au, 故 flxz,) 二 1. 选 9E€ K* 使 6 关 60, 则 


Ax Wo, wm = AT + Oru) Fx nu) = rr, )， 
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这 与 + 是 X- 同 构 的 假设 相 违 背 . 这 说 明 J 关 1 的 情形 根本 不 可 能 
出 现 . 
以 下 设 了 = 1, 从 而 天 是 域 . M 正规 化 和 ,由 引 理 2. 3.7 知 M 
定 驻 张 量 积 结构 V = W, @x4, 4 = {a 十 brla, bE€ 天 }) = 
Homrx(W1,V) 是 KK 上 二 维 空间 , (a 十 er)z = az 十 bxx， 对 任 
意 0 关 a 十 br € A, 记 
We 一 (aa 十 pr) 一 (az 十 brz) lzE W}. 


则 Wrox 是 不 可 约 天-X- 子 模 , a 十 br: 了 一 三 wy，ZHFzer 十 bx 
是 KX- 同 构 . 而 M 的 每 个 元 素 将 W, 送 到 某 个 Ws. 按照 这 样 
的 记号 ,Wl 仍 为 Wi1( 对 应 于 1€ 4), 而 W, = W. 设 g 是 辛 群 或 
正 交 群 中 的 二 平 延 ,或 正 交 群 的 短 根 元 素 &, ,根子 群 分 别 是 
T= {vls €E 天 ) 或 了 = (ol € K}. (lu, w) = Im(g 一 
7) = Ga, rua) & = Qu bx w= a bau, a bre 
A 二 1,2) 在 KK 上 线性 无 关 . 可 用 不 可 约 KK-X- 子 模 W。 +。 代替 
Wi(i == 1，2), 用 映射 Wotox > Warsrs (al 十 pr)zrr (as 十 
pz)z 代替 ,化 为 = ui，w 二 zw 的 情形 . 对 任意 x € Wi1, 有 


zlg—1)= f(r, wu— efl(r, uw + Ou) 
E Im(g— 171) W,= (), 


其 中 5 二 0( 当 g 是 二 平 延 ) 或 6 一 QCw) 关 0( 当 g 是 正 交 群 的 短 
根 元 素 ). 这 迫使 f(x, u) = 0. 这 说 明 wu € Wi 人 Wi, 不 可 约 
XX- 模 W' 是 退化 空间 , 且 包 含 奇异 向 量 w 关 0, 由 引 理 2. 5. 1 知 
W, 只 能 是 全 奇异 子 空间 . M 的 每 个 元 素 将 W, 变 为 某 个 全 奇异 的 
W。tm. 如 果 g 是 正 交 群 的 短 根 元 素 , 则 每 个 Wi 天 W,( 即 6 关 
0) 包含 非 奇 异 向 量 aw 十 bnu = ax 十 bo (由 Fu, w) = 0 知 
Qau 十 bw) = 6:Q(w) 关 0), 因而 为 非 全 奇异 ,不 可 能 是 W, 的 
象 , 故 M 只 能 将 W, 变 到 自身 ,这 与 M 的 不 可 约 性 相 违 . 设 g 是 二 
平 延 . 由 Wlg —1) = (w) 可 得 w € W, NN Wi+, W: 也 是 全 奇异 
子 空间 .由 ul Ww 及 glw, 天 lw， 知 w& Wti， 存在 x € Wi 使 
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flx, w) =1, xg 一 工 十 zk，(Crz)g 一 rz 十 Ww, 再 由 (xz)g = 
(Crz)7sv 二 XX 一 Ef (xXx, WU)w 得 f(xx, za) 一 一 所 如 果 e= 二 一 1 关 
1, charK 关 2, 则 对 任意 a、5b E 天 " 有 


fla t+ bmzr, Ca bn)u) = ab(f lx, w) 十 frr, u)) 
二 2ab 天 0， 


Wtw 含有 两 个 互 不 正 交 的 向 量 (4 十 bx)zx, (a 十 bx)u，, 不 可 能 全 
奇异 . M 引起 Wywm(0 关 a 十 br E€ 4) 中 仅 有 的 两 个 全 奇异 空间 
Wi、W; 的 集合 上 的 置换 ,这 与 M 的 本 原 性 相 违 背 . 唯一 剩 下 的 情 
形 是 :se 一 1, G 是 正 交 群 ,g 是 正 交 二 平 延 ,是 G 的 长 根子 群 , 且 
M 中 所 含 的 根子 群 都 具有 形式 T,,.,(0 关 x € W1). 此 时 可 在 Wi 
上 定义 交错 内 积 (zx, y) = f(z, xy), 并 在 4 上 定义 交错 内 积 
所 使 fl(1, 7) 一 1 使 三 = 态 轴 访 , 而 M 所 含 的 长 根子 群 形 如 
T.@14,T: 是 Sp (Wi1， /1) 的 长 根子 群 . 即 引 理 的 结论 (ii) 成 
立 

推论 3. 5.2 设 M 是 典型 群 G 中 含 根子 群 的 极 大 子 群 , 则 下 
列 结论 之 一 成 立 ; 

(1) AM 可 约 , 是 Ci 类 子 群 ; 

di) M 非 本 原 ,是 C: 类 子 群 ; ; 

Gii》M 中 的 根子 群生 成 不 可 约 子 群 N, N 是 定理 3. 2. 1 、 定 
理 3. 3. 1 或 定理 3. 4. 1 所 列子 群 之 一 ,MM 是 NN 的 正规 化 子 ; 

Giv) M 是 定理 3. 5. 1Gii) 所 述 的 子 群 . 

典型 群 中 含 根子 群 的 极 大 子 群 的 具体 类 型 ,请 参见 文献 
[31] 一 [37] 以 及 [56] 一 [59]. 


$ 3.6 可 约 子 群 的 极 大 性 
本 节 利 用 根子 群 的 知识 来 研究 C, 类 子 群 ,验证 可 约 子 群 Gw 


在 典型 群 G 中 的 极 大 性 .这 里 W 是 G 所 作用 的 空间 V 的 非 平凡 
子 空间 W, 当 G = UV'(V,h, 了 ) 时 还 假定 W 是 全 奇异 子 空间 ,或 
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非 退 化 子 空间 ,或 是 非 奇异 的 迷 向 线 . 为 了 利用 根子 群 的 知识 ,我 
们 只 考虑 Gw 包含 G 的 至 少 一 个 根子 群 的 情形 ,这 导致 对 W 或 
W+ 的 维 数 或 Witt 指数 作 一 定 的 限制 . 对 Gw 的 极 大 性 的 证 明 已 
由 O. H. King 在 文献 [20] 一 [22] 中 , 李 尚 志 、 查 建国 在 文献 [31]、 
[34j~L36], [57J、L58j] 中 给 出 . 本 节 采 用 的 大 体 上 是 李 尚 志 、 查 
建国 的 证 明 . 

以 下 总 假定 是 体 , n 宇 2, G 三 GL(n, 天 ) 是 作用 于 V = 
Vln, 天) 上 的 典型 群 ,7 是 V 的 子 空间 ,Gu 是 U 在 G 中 的 定 驻 子 
群 . 要 证 明 Gu 在 G 中 的 极 大 性 , 即 证 明 GuXZG=> X=6G. 
为 此 , 先 考 察 Gu 包含 了 G 的 哪些 根子 群 ;再 证 明 Go 所 含 的 根子 
群 在 X 的 共 轿 作用 下 可 以 得 出 G 的 所 有 的 根子 群生 成 G 过 X. 

i. 线性 群 的 可 约 子 群 

定理 3.6.1 设 G= SLCV),U 是 V 的 非 平凡 子 空间 , 则 Gu 
是 C 的 极 大 子 群 

证 明 对 每 个 非 零 向 量 w EV, 记 T,= {tplp EV', uy 一 
0}, 则 Gu 包含 所 有 的 T,, xz E U. 对 Gu 所 XX 三 6G, 存在 x EU， 
8 EX 使 v=ug KU, 但 T, = g 1T.g < 之 X. 对 任 一 w € TYNU， 
有 gE€G 在 定 驻 U 的 同时 将 (o)F>(w). 于 是 gE€ Gy 二 XT, = 
8 "Tg < 区. 这 证 明了 义 包含 所 有 的 T,(0 汉 z EV), 即 包含 了 
G = SL(n, KK) 的 所 有 的 根子 群 ,从 而 X= G. 1 

2. 全 奇异 子 空间 的 定 驻 子 群 

定理 3.6.2 设 G=UOV,h, ,v= 二 w(h) 之 1,U 是 V 的 
全 奇异 子 空间 , 则 Go 是 G 的 极 大 子 群 .但 G = 0+ (2y, KQ) 且 
dimU 二 v 一 1 的 情形 例外 . | 

证 明 情况 1 工 关 0, G= TUCV, hh, 工 ). 

由 之 Co 二 Go 可 知 存 在 g: € X 不定 驻 Ut. 记 Ut+= 
U OW, 其 中 W 非 退 化 . 当 wW) 之 1 时 ,Ut+ 可 以 由 奇异 直线 张 
成 ,gi 将 某 个 奇异 向 量 wo EUVU 送 到 vi 《Ui 当 w(W)=0 时 ， 
U+ 中 的 奇异 向 量 全 在 U 中 , g, & Go 将 某 个 奇异 向 量 z E U 送 
到 vw &U, 仍 有 vw & U+. 在 两 种 情形 下 都 有 了 T= g7'T,g, 去 
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到, 存在 奇异 向 量 w, EDU 使 flui, wv) 二 1, 并 可 记 U = (站 vt) 
外 Kui. 对 任意 奇异 向 量 v 8 U+, 同样 可 取 wu EU 使 flu, vw) = 
1, 记 U== (UNvi) 名 Ku. 由 Witt 扩张 定理 ,存在 gE€EG 将 U 中 
v、Kui、Kvi 分 别 送 到 U 站 vi、Ku、 Kv. g € Gy, T,= 
sg Tg <X, 如 所 和 欲 证 . 

情况 2 G= Qlx, K, Q),v 一"Q) 二 1. 

每 条 奇异 线 (x》 CTY 对 应 于 一 个 子 群 T, = {tw|w € wt} 
显然 Gu 包含 所 有 的 T., zx € U. X 还 包含 所 有 的 根子 群 了, 。， 
(xy，zw) 性 Ut. 只 须 证 明 久 还 包含 和 全 四 全 于 攻 7 其 中 
& UA lu,w) FUL. 

由 六 区 Gu 知 存在 8 EX 不 定 驻 U, 从 而 也 不 定 驻 U+. 8&1 将 
某 个 w。 EU 送 到 wv &U， 1 一 SITu8<X. 若 wm EUt, 记 
Ut 一 U 四 W,W 非 退 化 .并 写 v 一 加 十 四 使 mw EU, wiE€W. 
如 果 W 是 定 号 空间 , 则 U+ 中 的 奇异 向 量 v 应 含 于 UU, 产 生 矛 盾 . 
故 xD) 二 1， dimW > 2. dimW =2 且 CC Qn, K, Q) 时 ,v= 
dimU 十 1 = n/2, 是 例外 情形 . 在 其 余 情 形 下 都 可 用 g。€ 1w: XxX 
QW) 二 Gu 将 wi 送 到 某 个 w_1, 使 flwi, w-1) 闫 0， 从 而 go 将 
加 送 到 v= 二 vo 十 wi, f(v1, v1) = f(wi, wi) 0. 7T。, 一 
80 Tsgso<X, 取 zE NMOL 则 如 szE 和 将 w 送 到 mm 一 

一 /oz-DGz 十 QGz)o-D Ut. 用 git。_,;: EX 代替 gi, 从 
而 用 vw， 代替 v1 可 化 为 vi EU 的 情形 . 

以 下 设 v & CT。 < 区 与 情况 1 同 理 可 证 对 任意 奇异 向 
量 "& Ut, 有 7T, < 之 X. 当 > 盖 2 时 ,对 G 的 任意 长 根子 群 了 .区 
Co 有 (zy w) 生 Ut, 存 在 vE€ (zy w)\Ut, 记 ,ww) 一 w， 并 )， 
则 To 一 T.-<7T,<<X. 和 包含 G 的 全 体 长 根子 群 从 而 等 于 G. 
当 " 一 1 时 ,对 任意 奇异 向 量 " & U ,有 wg Ut, 从 而 T, 二 X. XX 
包含 所 有 的 T,(0 关 x EV, Qlu) = 0)，, 即 包含 G 的 所 有 的 根子 
群 (全 是 短 根子 群 ), X= 二 G. 1 

3. 非 退 化 子 空间 的 定 驻 子 群 
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定理 3.6.3 设 n 之 3, G==U'(V,h,L)(=v.(h) 关 1) 作 
用 于 V =Y(，, 天 ), 与 h 相伴 的 内 积 非 退化 . 设 W 是 V 的 非 退 
化 子 空间 且 与 W+ 度 量 不 同 构 . 并 假定 :六 (W) 之 1 与 六 (1 ) 之 1 
至 少 有 一 个 成 立 , 当 工 == 0 时 ,还 要 求 v(U) 二 1 且 dimU 之 3 对 
U=W 或 U 二 Wi! 成立 . 则 Gw 是 G 的 极 大 子 群 ,但 下 列 情形 例 
外 : 

0)G= QV,Q),K=F, 或 f, 且 W 或 W+ 是 双 曲 平面 ; 

(GD) C 一 0 (6,2)= 0(6,F,, Q)COCQ) =2),W 或 Wi 是 
定 号 平面 ; 

(iii) G = Q(5, 3), W 或 Wt+ 是 定 号 平面 . 

证 明 (3. 6. 3.1) 例外 情形 下 存在 非 平 几 扩 群 防 使 Gw 一 
X <G. 

例外 情形 (1) 设 双 则 平 面 U 二 W 或 U = Wt+ 由 双 曲 对 {u， 
v}) 张 成 , 则 上 U 中 满足 条 件 Q(z) = 1 的 向 量 z 只 有 士 (z 十 v)， 
Gw Outv <G. 

例外 情形 Gi) 设 U=W 或 Wt+ 是 定 号 平面 , 即 v(U) = 0. 则 
U+ 是 4 维 空间 , 且 Witt 指数 为 2, 可 唯一 地 写成 两 个 定 号 平面 
Ui、U; 的 正 交 和 . V 一 U LU |U,, GStab{U,U,U,) 一 
G. | 

例外 情形 (ii) 设 U = WW 或 Wt 是 定 号 平面 ,存在 正 交 基 
{Xi Xs) 使 Q(z1) = Q(z,) = 1. 三 维 空间 Ut 也 存在 正 交 基 {x,， 
Zi Xj}) 使 Q(z;) = 1, Yi = 二 3, 4, 5. 于 是 


Gu < Stab{ (xz)|1l i<5} <G. 


以 下 排除 这 些 例 外 情形 ,证 明 Gw 的 极 大 性 . 即 对 任意 Gw 
么 X 过 G 证 明 X 一 G. 

(3. 6. 3.2) X 中 有 根子 群生 成 不 可 约 子 群 . 

由 于 Cw = Cr+， 可 从 WW 与 Wt 二 者 之 中 任意 选择 一 个 来 作 
为 W. 因此 ,总 不 妨 设 Wt: 具有 正 的 Witt 指数 , 且 当 工 = 0 时 还 设 
dim 过 3. 如 果 W 与 Wi 都 具有 正 的 Witt 指数 ,还 可 选取 WW 与 
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W+ 二 者 中 维 数 较 小 的 一 个 作为 WW, 化 为 dimW+ 过 dimW 的 情形 . 
特别 当 工 了 0 且 K 是 有 限 域 的 情形 , 同 维 数 的 非 退 化 空间 都 度量 ， 
同 构 , 维 数 二 2 的 空间 都 具有 正 的 Witt 指数 ,因此 不 可 能 有 
dimW 二 dimW+ ,总 可 设 dimW+>> dimW. 在 这 样 的 假设 下 ,对 任 
意 g € G 都 不 可 能 有 Wi:g 导 W, 否则 ,WLg 一 克 , 多 + 与 磷 度 
量 同 构 . 

普 先 ,我 们 证 明 鲜 在 V 上 不 可 约 . 设 U 关 0 是 了 的 不 变 子 空 
间 , 则 过 也 被 M 定 驻 . 但 被 M 定 驻 的 非 零 真子 空间 只 有 W 和 
Wit. 车 吕 关 V, 则 U0U=W 或 W:, 了 三 Gw, 产生 牙 盾 . 故 U = 二 V. 
这 说 明 X 不 可 约 . 

当 工 隆 0 时 , 设 Me、Xe 分 别 是 Gw、 和 所 含 G 的 长 根子 群生 
成 的 子 群 . 当 工 二 0 时 , 设 Mo、X 分 别 是 Gw、X 所 含 G 的 短 根子 
群生 成 的 子 群 . 则 M。 三 关 。<IX, 且 Mo 在 W+ 上 不 可 约 . Xs 的 不 
变 子 空间 也 是 M, 的 不 变 子 空间 . 设 UU 是 W+ 生 成 的 X。 的 不 变 子 
空间 ,我 们 证 明 U ==V. 车 不 然 , 则 由 X 不 可 约 知 有 g € 及 使 Ug 
关 U. 如 果 Ug 不 含 于 W, 取 xEUg\W. 记 z+= 二 wu 十 v 使 WEW， 
Er 则 vwv 关 0. 存在 ge M, 固定 而 变动 v, 于 是 v= 
zgo 一 XE€ Ug 是 W-+ 中 的 非 零 向 量 . Ug 站 U 包含 w ,不 等 于 零 ， 
这 迫使 Ug =U, 产生 蔬 盾 .但 这 又 迫使 WW 二 Ug 二 Wtg,W 含有 
奇异 线 . 按 我 们 的 假设 应 有 dimW 三 dimW+ ,从 而 W=Wig,W 
与 友 + 度 量 同 构 , 仍 有 矛盾 . 这 就 证 明了 U = V. 从 而 ,在 V 上 
不 可 约 . 

于 是 可 以 利用 8 3. 3 和 8 3. 4 中 的 结果 来 定 出 X. 

(3.6.3.3) G 王 TU(C， 开 ,了 工 )( 了 天 0) 的 情形 . 

按照 § 3. 3 的 记号 ,对 Y 的 任 一 个 由 奇异 线 张 成 的 子 空间 U， 
记 To 是 所 有 的 长 根子 群 7,( 奇 异 向 量 w € U ) 生 成 的 子 群 , 则 
Twt 二 M。 二 Xo. 如 果 工 生成 的 子 体 等 于 天 了 Ff, 或 L 关 Fi 上 且 
dimW+ 过 3, 或 LK 二 Ff, 有 目 dimW+ 之 4, 则 可 由 引 理 3.3.5 得 
X= 二 G, 从 而 X = G. 

当 工 = Ff, 且 dimWt+=3 时 ,由 W 非 退 化 知 太 = 下 关 ,此 
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时 由 引 理 3. 3.5(2) 得 广 (SUCW+), Ts, ,Tw) 二 Ty 二 G0、 
仍 有 X=G. 

还 需 处 理 dimW+= 2 的 情形 , 即 W+ 是 双 曲 平面 . 此 时 当然 
K 关 Fi. 因此 只 须 考虑 工 生 成 的 体 不 等 于 KK 的 情形 ,从 而 
LCZ(K), 上 且 当 KK 是 域 时 工 是 K 的 指数 为 2 的 子 域 .此 时 W 不 
能 含有 奇异 向 量 ,否则 ,由 dimW 三 dimW+ 二 2 及 W 非 退 化 知 W 
也 应 是 双 曲 平面 ,与 W+ 度 量 同 构 , 产 生 蔬 盾 . 不 可 约 子 群 X。 可 将 
W+ 中 某 个 奇异 向 量 w 变 到 w KW+, 从 而 将 T, 过 Gw 共 斩 到 
T, 过 Xo. 记 和 w= 二 直 十 中 使 ui € WW, vi € Wt. 则 wi 非 奇 异 ， 
U = 二 (Wt+, w) = 二 W+ (wu) 是 3 维 L- 正 则 子 空间 ,由 引 理 3.3.4 可 
得 到 Tu 二 《Twi ,Tw,) 达 Xo. 当 4= 二 3 时 U=V, 已 有 X=G. 当 
n 过 4 时 KK 不 是 有 限 域 (否则 ,W 含 奇 异 向 量 ), 工 隆 fF, 用 引 理 
3. 3, 6 即 得 X, = G, 从 而 X= G. 

(3.6.3.4)G 一 Qln, 民 , Q) ( 即 工 二 0 ) 的 情形 . 

X。 是 G 的 短 根子 群生 成 的 不 可 约 子 群 , 且 X。 二 QCW1+). 在 
大 多 数 情况 下 ,由 命题 3.4. 5 立即 得 X。 = C. 在 剩 下 的 情况 中 , 除 
了 例外 情形 外 ,只 有 G= 0Q+ (6, 2)、 且 W 是 双 曲 平面 这 一 种 情况 
需要 处 理 . 此 时 W+ 衬 V- (4, 2). 和 。 将 W+ 中 某 个 奇异 向 量 xr> 
wF WtUW, 且 将 Vx(w) = {x Eat |i,:€X} 送 到 Vx(w). 显 
然 ,Vx (uz) 包含 Wt+ 门 uit, 维 数 至 少 是 3.Vx(w) 也 如 此 . w = 
wi 十 ws 在 WW、W+ 中 的 分 量 wi、w; 都 不 为 0. Vx (rw) 中 至 少 含有 
一 个 非 奇 异 向 量 zx 多 《wi, ws), zz 二 :zi 十 zz 在 WW、W+ 中 的 分 量 
至 少 有 一 个 不 含 于 (zw， wz), 且 当 Xl ¢ 《wi) 时 ,由 (w， z)=0 仍 
有 zi 《ws). 总 之 ;有 x, (ws). A(W+) 可 在 定 驻 w;( 从 而 定 驻 
w) 的 同时 使 z 的 象 张 成 至 少 4 维 的 子 空间 U 生 VxCw). 可 见 Vx Cu) 
也 至 少 4 维 . 由 命题 3. 4. 4 证 明 过 程 中 的 (3. 4. 5.1) 知 X=G. | 

4. 非 奇异 的 迷 向 线 的 定 驻 子 群 

定理 3.6.4 设 天 是 特征 2 的 体 ,2” 二 3,G=U'(n, KK, 上 h， 
Z) =v(h) 关 1) 是 作用 于 V 二 VCn, 天) 上 的 典型 群 ,与 h 相伴 
的 内 积 非 退 化 . 设 (z? 是 非 奇异 的 迷 向 线 , 且 z+ 含有 奇异 线 , 则 
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(z) 的 定 驻 子 群 C 是 G 的 极 大 子 群 . 

证 明 设 G 季 X 三 G, 取 gE€EX 不 定 驻 zx) 从 而 不 定 驻 
zl. 

当世 和 关 0 时 ,Cl 包含 所 有 的 长 根子 群 了 ,其 中 xE xz 而 ZL 
可 由 所 含 的 奇异 线 张 成 . gi 不 定 驻 z+ ,必然 将 z+ 中 的 某 个 奇异 向 
量 w 移 到 w= ug & x+， 同时 将 T, 二 G, 二 关 共 罗 到 7 过 六. 
由 ww 奇异 知 w 区 (x) 二 (z+)+. zt 和 (zw) 组 成 连通 链 张 成 非 退 化 
.空间 V. 由 引 理 3.3.3 或 3.3.5 得 XX 之 (Tw1, To) = Tv = G， 
X 一 G. 

设 工 = 0,G = 人 (VV,Q) 且 nn 是 偶数 ,从 而 之 4. g1 € XNGL。 
仍 将 某 个 奇异 向 量 w € zx+ 移 到 w=ugi& xt. 记 V=(rx,w)| 
WW. 注意 , (u, x)+CVx(lu), 因而 Vx(w) 包 含 n 一 2 维 子 空间 (u， 
Zz)+ gi, 它 含 于 n 一 1 维 空 间 wt+== (w) 名 W, 因而 与 W 的 交 的 维 
数 为 n 一 3 二 1. 取 0 关 yyEVx(w) [| W. 则 > 在 定 驻 子 群 G-.。 
作用 下 的 象 张 成 WCVx(w). 于 是 Vx(w) = (w) 四 多 = wt， 
Vx(u) = Vx(w)gi! = wut, G; 可 将 wt wv at, 从 而 Vx(v) = 
vt。 由 引 理 3. 4. 4 知 这 导致 和 一 G. 和 
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本 节 证 明 $2. 2 中 所 定义 的 Cs 类 子 群 ( 非 本 原子 群 ) WM = 
Stab {Wi …, W}) 在 V 王 Y(n， 天 ) 上 典型 群 G 中 的 极 大 性 ,这 
里 V = 友 , 电 … 申 丈 。, 且 所 有 的 dimW; 二 n/m(YV1 三 i 三 m) 相 
等 , 且 当 G = U(rn, 天 , h, 虐 ) 时 ,假定 W; 两 两 度量 同 构 , 且 :(i) 
W; | Wj, Vi 关 j; 或 i) m 一 2 ,Wi 全 奇异 .MM 的 极 大 性 的 证 明 
仍然 主要 依赖 于 根子 群 的 知识 ,因此 ,一 般 仍 要 求 M 包含 G 的 根 
子 群 . 对 于 含 根子 群 的 非 本 原子 群 的 极 大 性 ,在 文献 [23]~[26] 中 
以 及 [31]、[34]~[37]、[57]、f58] 中 作 了 验证 . 对 G 是 线性 群 的 
情形 ,在 文献 L41] 中 也 解决 了 M 不 含 根子 群 的 情形 , 即 M 是 G 的 
单项 子 群 的 情形 . 所 用 的 方法 主要 是 矩阵 技巧 . 文献 [41] 中 的 整个 
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证 明 较 长 ,本 节 就 不 作 详 细 介 绍 了 ,只 介绍 证 明 的 主要 思路 . 

下 面 的 引 理 告诉 我 们 ,在 多 数 情 况 下 , 非 本 原子 群 M 的 真 扩 
群 和 中 所 含 的 根子 群生 成 不 可 约 子 群 X。<IX. 我 们 利用 前 几 节 
的 结果 证 明 Xo = C， 从 而 X=0G. 

引 理 3.7.1 设 G 是 作用 于 V = 二 V(rn, 天) 上 的 典型 群 , V = 
fn 外 … 田 W,G 的 非 本 原子 群 M= Stab{Wli,…,W。) 包含 G 
的 某 个 根子 群 了 , M 三 X 三 G, Xo。 是 了 在 X 中 的 全 部 共 印 生成 的 
子 群 ,M。 是 了 在 MM 中 的 全 部 共 罗 所 生成 的 子 群 .如 果 Mo。 在 每 个 
W; 上 不 可 约 , 则 Xe。 在 V 上 不 可 约 . 

证 明 我 们 有 M,。 三 头 。<IX. 注意 , Wi(1 三 i 之 mm) 就 是 MM 
作用 下 的 全 部 极 小 不 变 子 空间 ( 即 不 可 约 FM。- 子 模 ). 设 W 是 X。 
作用 下 的 任 一 不 可 约 子 空间 , 则 W 也 是 Me 的 不 变 子 空间 ,因而 
具有 形式 W = Wi 甸 … 加 Wi, 1 三 i 之 …< 之 i 三 m. 由 于 
X。<IX. 所 有 的 Wg(g € XX) 也 都 是 X。 的 不 变 子 空间 ,每 个 Wg 
具有 形式 Weg =W; OOW,, 1 三 几 hn 达 …< 之 三 m. 设 = 
‘Wgill 三 i 三 d}) 是 不 同 的 Wg(g € X) 组 成 的 集合 , 则 X 引起 习 
上 的 一 个 置换 ;当然 M 也 就 引起 的 置换 .如果 k= 1, 则 六 = 
M, 与 M < 六 相 蔬 盾 . 设 k 之 2, 由 于 M 可 在 定 驻 Wi 的 同时 将 
Wi, 变 到 任意 W,(j 二 2), 而 M 中 定 驻 Wi 的 元 素 必然 定 驻 W ,这 
说 明 W 包含 所 有 的 Wi(i 三 i 二 m),W ==V. 这 就 证 明了 XX, 在 V 
上 可 约 . 下 

1. 线性 群 的 非 本 原子 群 

定理 3.7.2a 设 天 是 任意 体 , SL(n, K) 三 G 达 GL(n, K) 
作用 于 V=V(xn, K) 上 . 设 V=W,… 旬 W,, 有 目 dimW, 二 r= 
n/m 之 2 对 所 有 的 1 三 i 二 mm 成 立 ,M 是 集合 = {W),…，, W,} 
在 G 中 的 定 驻 子 群 . 则 MM 是 G 的 极 大 子 群 ,但 以 下 情形 例外 ， 

QQ)K=F,Hr=2; 

(i) G = SL(4, 3) 且 r= 2. 

证 明 设 M 夺 X 三 G，, 排除 例外 情形 ,证 明和 = G. 

分 别 将 M、X 所 含 的 SLCV) 的 根子 群生 成 的 群 记 作 M。、X。. 
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则 Mo 在 每 个 W; 上 不 可 约 , 由 引 理 3.7.1 知 X。 在 V 上 不 可 约 . 按 
照 定理 3. 2. 1, X。 = SL(V), 或 Xo 三 Sp(V, 了 ) (对 某 个 有 ). 当 
Xo 二 GSL(V) 时 ,外 ==G. 如 所 和 欲 证 . 往 下 只 须 再 排除 X。 三 
Sp(V, 的 可 能 . 

设 X。 三 Sp(V,f), 对 于 每 个 1 三 i 三 mx, 将 SL(W') xX 
ILjzilw, 简 记 为 SLCW). 则 SLCW) 可 以 由 M 中 的 平 延 生成 ,应 含 
于 Sp(W,). 这 迫使 > = dimW, = 2. SLCW,) 中 的 平 延 都 是 Sp(V， 
放 中 的 平 延 ,它们 定 驻 所 有 W;(j 关 引 中 的 所 有 向 量 ,这 说 明 在 辛 
内 积 下 W; |W 对 任意 i 关 j 成 立 . 排除 例外 情形 (i) 之 后 有 
KK 关 F,, 由 定理 3.2.1 知 X=Sp(V, 有 ), M<X<GSp(V, 几 )， 
这 仅 当 m = 2 且 居 = F, 时 才 有 可 能 .但 这 正 是 例外 情形 (i). 

可 见 , 排 除了 例外 情形 之 后 ,不 可 能 有 X。 三 Sp(V, 让, 只 能 
X= X= SL(V). 

在 例外 情形 下 ,可 举 出 M 的 非 平凡 扩 群 和 的 例子 ,说 明 M 不 
是 C 的 极 大 子 群 : 

GD) 在 了 上 定义 非 退 化 辛 内 积 f, 使 W; 上 WiCVi 天 力 , 则 
M<X=Sp(V,f)<G. 

Qi) 对 i 二 1,2, 取 Wi 的 基 {w, vi} ,在 V = Wi 旬 W,= (wu， 
v1, Us, V2) 上 定义 非 退 化 交错 内 积 了 ,使 W') | W,, flu, v;) = 
1G=1,2). 则 M<X=GSp(V, /NG<G. I 

定理 3.7.2b 设 x 之 2,K 是 任意 体 ,V = 二 V(r, K),G = 
SL(V) 或 GL(V). 设 8 = {el1,…,e,) 是 V 的 一 组 左 天 - 基 , 因 而 
V 二 (e@1) 由 … 四 (人 (e). 则 一 维 子 空间 集合 = {(et)，…，(es) } 在 
G 中 的 定 驻 子 群 M 是 G 的 极 大 子 群 ,但 以 下 情形 例外 : 

(GD |IKI| <4; 

(i) G = SL(2, 天), 天 是 特征 2 的 非 完全 域 ; 

(iii) n=2,charK 关 2, 当 G=GL(2, K) 时 , |K| 达 5, 或 
当 G = SL(2, K) 时 IK| 达 11; 

(iv) G = SL(4, 5). 

证 明 要 点 在 基 有 2 下 将 V 写成 行 向 量 空间 MatixsK, 将 
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GL(V) 写 成 矩阵 群 GL(n, 天 ), 则 M 由 G 中 所 有 的 单项 算 阵 组 
成 , 称 为 G 的 单项 子 群 , 这 里 ,单项 矩阵 是 指 这 样 的 可 逆 方 阵 , 它 
的 每 一 行 只 有 一 个 非 零 元 ,因而 它 的 每 一 列 也 只 有 一 个 非 零 元 . 

每 个 单项 矩阵 已 E M 对 任 一 矩阵 g 和 MatK 的 右 乘 作用 
gr>gP 是 将 g 的 各 列 作 某 个 置换 cE S,, 并 分 别 右 乘 适当 常数 ， 
而 左 乘 作用 gr> Pg 则 是 将 各 行 作 置换 c : ,并 分 别 左 乘 适当 的 常 
数 . 当 P 取 遍 M 时 ,对 应 的 置换 o 取 遍 对 称 群 8.. 特别 当 g € XX 
时 , 可 将 g 的 行 (或 列 ) 作 任意 置换 并 乘 以 适当 常数 ,得 到 一 个 
PigP ERXCP、P: € M). 

对 任意 必 夺 X 三 C, 在 排除 例外 情况 之 后 要 证 明 X = G. 

只 要 能 在 X 中 找到 SL(n, KK) 的 一 个 平 延 Tu(so), 用 MM 中 的 
单项 矩阵 对 这 个 平 延 作 共 轿 , 可 知 承包 含 所 有 形 如 Ti;;(s) (i 天 小 
s € K' ) 的 平 延 . 这 导致 了 宇 SL(n, KK), 从 而 义 二 G. 

为 了 在 XX 中 找到 一 个 平 延 Twu(s。o), 我 们 对 作 数 学 归纳 法 ， 
归纳 假设 为 :对 2 三 m 二 n, GLCn， 天 ) 的 单项 子 群 M。 与 任 一 非 
单项 矩阵 g《E GLCm, 天 ) 生成 的 群 等 于 GL Gm, K). 

为 了 使 数学 归纳 获得 成 功 , 一 是 要 解决 n = 2 的 情形 ,二 是 要 
在 三 G 三 GL(n, 天) 中 找 出 非 单项 矩阵 go = 二 (aij),x,, 使 它 定 
革 (ei), 即 go 的 第 一 行 形 如 (cu，0,，…，0). 我 们 从 任意 的 8 = 
《4ai)axn EXMf 出 发 .对 每 个 1 三 i 三 n, 记 gi 的 第 i 行为 wi. 考虑 
第 一 行 wu 所 张 成 的 1 维 子 空间 (wi) 在 M 中 的 定 驻 子 群 M.，. 
每 个 P,E€ Mo,, 决定 一 个 元 素 gz2(Po) = giPogi’' € X. 由 于 
giPo 的 第 一 行 uPo = Mu (对 某 个 4E 天 ) 与 Ag1 第 一 行 相 同 ， 
(giPo)g7' 的 第 一 行 与 X81g811! 二 的 第 一 行 相同 ,等 于 (4, 0,…， 
0). 这 说 明 gz(CP.) GE XX ). 只 要 能 选 出 Po 使 gz(P,) & M，, 就 达 
到 目的 . 车 不 然 ,假定 对 所 有 的 P。E€ M,,, 都 有 gCPo) E M, 往 下 
设法 推出 矛盾 . 在 等 式 g,P。 = gCPo)g, 中 , 左 端 矩 阵 的 第 ; 行 是 
g1 的 第 i 行 在 P。 作用 下 的 象 uP,, 而 在 g:(P,) E M 的 假定 下 ， 
gz(Po)gl 的 各 行 由 gi 的 各 行 作 置换 并 左 乘 一 定 的 常数 而 得 到 .也 . 
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就 是 说 : P。€ M。, 引起 一 维 子 空间 集合 2， 一 { (wz) ，…， (1,)} 
的 置换 ol(Po). 映射 Por>ca(CPo) 定义 了 AM。 到 对 称 群 9 中 的 一 
个 同 态 . 

为 了 便于 判断 哪些 矩阵 含 于 定 驻 子 群 M6, ,我 们 可 用 适当 的 
PigiP € X\M 代替 gi. 其 中 P、P, € M, 如 果 gi 的 某 一 行 只 含 
一 个 非 零 元 ,可 用 适当 的 PigiP; 代替 gi ,使 ww 二 (1，0，…，0)， 
即 gs E Xe， 这 恰好 是 我 们 的 归纳 法 所 需要 的 . 以 下 设 g, 的 每 行 
至 少 含 两 个 非 零 元 . 

如 果 gi 的 某 一 行 不 含 零 元 ,可 化 为 z = (1，…，1) 的 情形 . 
M. 包含 所 有 这 样 的 置换 阵 尸 ,每 个 尸 的 右 乘 作用 引起 g; 的 各 列 
的 一 个 偶 置换 oCP). 映射 Pr>olP) 定义 了 同 态 9:4, 一 S51, 它 
的 核 Kerp 只 能 是 A, 或 Klein 四 元 群 ( 当 ”= 4 ).Kerp 中 所 有 的 
元 素 将 gi 的 每 一 行 w 变 到 自己 的 倍 向 量 Xu. 当 =” 3 时 ,这 是 对 
g1 相当 苛刻 的 要 求 ,只 有 在 ”一 3 或 4 时 的 某 种 特殊 的 g; 才能 满 
足 这 个 要 求 . 可 以 设法 用 (g;,， M) 入 和 中 适当 的 元 素 代 替 gj ,来 
破坏 这 个 要 求 ,得 到 所 需 的 矛盾 . 2 = 2 的 情形 也 可 以 用 类 似 的 思 
路 处 理 , 但 需要 更 细致 的 技巧 . 

设 g， 的 每 行 都 含有 零 元 ,可 化 为 ui 一 (1，…，1，0，…，0) 
的 形式 ,其 中 前 & 个 分 量 为 1, 后 mn 一 个 分 量 为 0. 此 时 Mu ,由 这 
样 的 单项 和 矩阵 P 的 全 体 组 成 ,P 将 每 个 ” 维 行 向 量 的 前 有 个 分 量 
作 任 意 置换 并 右 乘 同一 个 常数 ,而 将 后 n 一 & 个 分 量 作 任意 置换 
并 分 别 独立 地 右 乘 常数 ,并 满足 约束 条 件 detM € detG 使 PEM. 
当 KK 是 非 交 换 体 时 ,KK* 的 换 位 子 群 C 是 无 限 群 ,用 DCc) = 
diag (Iw_v，c) € M。(c € C) 作用 于 (wo), 就 能 得 到 无 穷 多 个 不 同 
的 一 维 子 空间 (wD(c)) ,它们 不 可 能 都 含 于 一 1 元 集合 3-， = 
{lu)12 三 i 夺 让 ,产生 矛盾 . 当 是 无 限 域 时 ,用 人 (2) = 
diag(Mo-b， 4 一) E Me 作用 于 (xz 也 能 得 到 无 穷 多 个 不 同 的 
一 维 子 空间 (xsA(4) ), 仍 有 矛盾 . 这 就 只 剩 下 KK 是 有 限 域 的 情形 . 
设 天 = 下, 如果 nn 一 二 2, 则 之 4, 可 逆 和 矩阵 g 至 少 有 一 行 
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ui(i 之 2) 的 前 4 一 2 个 分 量 不 全 为 0. 取 Ai(2) 一 diag(To 和， 21!， 
4) € M, 作用 于 每 个 《ui) (i 之 2) 可 以 得 到 9 一 1 个 不 同 的 1 维 子 
空间 ,它们 都 含 于 3 维 子 空间 (u;, e,_1, e,) 中 ,因而 至 多 只 有 三 个 
能 含 于 Zz,_1. 但 排除 了 例外 情形 Gi) 之 后 有 gq 二 5, 4q 一 1 之 3, 产生 
牙 盾 . 可 见 u 只 能 含 一 个 零 元 . gi 的 每 一 行 都 可 以 换 到 第 一 行 , 也 
都 恰好 含 一 个 零 元 . 至 少 有 某 一 行 w 的 最 后 一 个 分 量 不 为 0, 因 而 
前 面 的 某 个 分 量 为 0，M. 可 将 g, 的 前 一 1 列 作 偶 置 换 , 作 用 于 
《wi) 得 到 一 1 个 不 同 的 一 维 子 空间 ,应 穷 举 _1. 这 对 于 gi 的 构 
造 施加 了 一 个 非常 苛刻 的 限制 . 我 们 可 以 设法 用 (g, M) 和 和 中 
适当 的 元 素 代替 g, 来 破坏 这 个 要 求 , 从 而 引出 矛盾 . 

证 明 的 细节 请 参见 文献 [41]. 

在 例外 情形 下 M 的 非 平 凡 扩 群 身 的 例子 

GD) 当天 一 已 时 ,M 定 驻 e=el 十 … 十 e 从 而 M<G. 一 
G. 

当 尺 二 FF 时 ,在 V 上 定义 对 称 双 线 性 内 积 f, 使 f(e;, e,) = 
0CYVi 关 让 及 flei, ei) = 1C(VD), 则 MX= On, F,,/) NN 
GG. 

当天 一 F, 时 ,在 V 上 定义 Hermite 内 积 ,使 f(e;, e)) = 
0(Vi 钴 让 及 fle, e)=1(VD), 则 <X=U, Pa 站 
G=G. 

(ii) 任 取 0 关 &€ Wili 二 1,2), 在 V = (se, 6) 上 定义 二 次 
型 Q, 使 QCae 十 be) = 二 ab《(YVa, bE KR). 任 取 KK 的 KK:- 子 空间 L 
使 0 关 工 去 玉 , 则 


M= GO(2, K, Q) NG<GO0O, K, Q, 1)NG<G. 


(iii) GL(2, 5) 及 SL(2, gq)(g 达 11 ) 的 所 有 的 子 群 都 已 在 文 
献 [5] 中 定 出 ,从 中 可 以 找到 M 的 扩 群 X. 
(iv) C= SL(4, 5). M 含 于 一 个 Ce 类 子 群 中 ( 详 见 文献 
[41)).1 

2. 正 交 分 解 的 定 驻 子 群 


170 第 3 章 根子 群生 成 的 群 


定理 3.7.3 设 玉 是 任意 体 ,G = TU(n, KK,h, 工 ) 或 Qn， 
天 ,，Q) ,作用 于 V 二 Vl(n, K) 上, 且 h 或 Q 所 伴随 的 内 积 f 非 退 
化 . 设 有 直 和 和 分解 V == Wi 上 … | W, 其 中 Wi(1 达 i 三 n) 相互 
度量 同 构 , 从 而 具有 相同 的 维 数 + = n/m. 设 M 是 集合 = {W，， 
…，W…} 在 G 中 的 定 驻 子 群 ,并 且 包 含 G 的 根子 群 , 则 M 是 G 的 
极 大 子 群 ,但 下 列 情形 例外 ， 

(i) G== Sp(n, 2) 或 SU(n, 22), r= 2; 

(11) G= SU(6, 2) Hr=1; 

(ii) G = 二 (4, 天, Q, 工 ), 天 是 特征 2 的 非 完全 域 ,L 生成 
的 真子 域 ,是 rr = 2; 

(vy) G = A, Fi, Q), W; 守 V+ (2，2) 或 兰 V+ (4, 2); 

(vV)G=0Qn,F, Q),r= 二 2 或 3, 或 n= 二 8 且 r = 二 1. 

证 明 首先 要 指出 :为 了 使 M 包含 G 的 根子 群 , 除 G = 
SU(n, 2)，QCx,，F,,，Q) 或 Qn,，F, Q) 的 情形 外 ,应 有 
yAW)) 之 1, 当 G= QV,Q) 且 义 关 Ff、F; 时 ,还 要 求 dimW' 之 
3. 

(3.7.3.1) 例外 情形 下 非 平 凡 扩 群 X 的 例子 

(i) 当 G= Sp(2m, Fi, 有 ) 且 r= 二 2 时 ,在 V 上 可 定义 与 f 相 
伴 的 二 次 型 Q, 使 Q(x) = 1 对 所 有 W; 中 的 所 有 非 零 向 量 z 成 立 ， 
则 正 交 群 = OC(2m, F,, Q@) 是 非 平 凡 扩 群 . 

当 G = SU(2m, 2?) 时 ,可 以 在 每 个 W, 中 取 一 组 正 交 基 
{wx-1，wz}, 则 1 维 子 空间 集合 {《wj) 11 三 j 三 2m} 在 G 中 的 定 
驻 子 群 多 是 M 的 非 平凡 扩 群 . 

(ii) 设 Wi== (wi) (1 三 i 之 6), 则 形 如 (aw; 十 ajwj) (1 三 i 二 


7 三 6, a;, aj 入 天 “) 和 < Danw > Ie: = 1) 的 全 体 迷 向 线 组 
成 的 集合 的 定 驻 子 群 和 是 W 的 非 平凡 扩 群 .X 就 是 定理 3. 3. 1 中 
的 了 R3 类 子 群 3PQ-'*(6,3). 


(iii) 设 工 生成 K 的 真子 域 记 ,在 W,(i = 1, 2) 中 取 奇 异 向 量 
lis vi; 使 (zy v;) 一 1. 信 的 KK- 基 {uj， Vi», U2, zz} 在 玖 土生 成 4 维 
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EE- 空间 Vg, 设 Qs 是 Q@ 在 Vs 上 的 限制 , 则 X == Q(Vge, Qsx, 工 ) 是 
M 的 非 平凡 扩 群 . 

(iv) 当 琵 ;, 兰 V+ (2, 2) 时 ,每 个 W 中 有 唯一 的 一 个 非 奇 异 
向 量 x;, X = G14.…+ 是 非 平凡 扩 群 . 当 W; 衬 V+ (4, 2) 时 ,每 个 
Wi = 二 Vy_! L Vw, 所 有 的 Vj; 守 V7 (2, 2), M 过 X= Stab{V， 
Vn)} GO. i 

(v) 当 r 二 2 时 ,如 果 v《W) = 1, 在 每 个 W; 中 到 双 曲 对 {ui， 
加) , 则 《ui 十 wv;) 包含 了 Wi 中 满足 条 件 Q(z) = 1 的 所 有 的 向 量 ， 
因而 《wi 十 vw) 被 OCW;) 定 驻 .n/2 维 子 空间 = (wi 十 vi|1 三 i 过 
m) 的 定 驻 子 群 X = Gw 是 M 的 非 平 几 扩 群 . 如果- = 2 是 
v(W,) 二 0, 可 记 每 个 Wi; = (ws 上 (wz) 使 所 有 的 Qi) = 
1(1 入] 过 2m). 于 是 


M<X=Stab{l(w)|ll <j<n}<G. 


当 n = 二 8 且 r = 二 1 时 ,定理 3.4.1 中 IR8 类 子 群 了 是 MM 的 非 平凡 
扩 群 . 

以 下 排除 所 有 的 例外 情形 ,证 明 M 在 G 中 的 极 大 性 , 即 对 任 
意 的 M 三 了 二 G, 证 明基 = G. 

(3.7.3.2) 工 关 0 且 vw(W,) 二 1 的 情形 ， 

设 M。、X。 分 别 是 MM、X 中 所 含 的 G 的 长 根子 群生 成 的 子 
群 , 则 M。 二 Tw X … X Tw, 在 每 个 W; 上 不 可 约 ,由 引 理 3.7.1 
知 ,X。 在 YY 上 不 可 约 , 属 于 定理 3. 3. 1 中 所 说 的 类 型 . 我 们 希望 利 
用 命题 3. 3. 2 来 说 明 X, = G 从 而 和 X = G. 

首先 ,由 命题 3.3.2 知 , 当 G= Sp(n, K, /) 且 K 关 FR, 或 L 
不 含 于 的 中 心 ,或 KK 是 域 且 工 真 包含 的 一 个 指数 为 2 的 子 
域 时 , X。== G. 

注意 ,，X。>> Tw , 而 W; 是 非 退 化 子 空间 . 于 是 由 命题 3. 3. 2 
知 : 当 7r = dimW, 之 4 时 , XX, = G. 设 r = 3, 则 由 Wi 非 退 化 知 / 
不 是 辛 内 积 , 除 工 三 F, 的 情形 外 ,总 有 XX == G; 而 当世 = F,( 且 
=F ) 时 ,由 XX 二 SUGT;) 仍 可 知 X = G. 
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只 剩 下 -> = 2 的 情形 , 即 Wi; 是 双 曲 平面 , 且 开 是 以 工 为 中 心 
的 广义 四 元 数 体 ; 或 玉 是 域 ,民生 成 玉 的 真子 域 . 并且 应 排除 工 = 
F; 的 例外 情形 . 只 要 能 证 明 XX。 之 Tou 对 4 维 非 退 化 子 空间 U = 
W, DW, 成 立 ;就 将 导致 Xo = C. 

由 Xe 不 可 约 知 它 含 有 长 根子 群 Tu 不 定 驻 Wi,w 二 xl 十 
Zr 十 …… 十 如 其 中 上 全 2 0 天 六 E 有 对 = 1,ma， wy 关 成 立 . 
存在 g € MM 将 Wi Wi,，…， 克 分 别 送 到 到 ，W，…， 风 :不妨 
用 Tw 二 8g Twg 二 Xs 代 替 T。, 从 而 用 wg 代替 w, 化 为 w = 
Tz 十 … 十 zz 的 情形 ,其 中 0 关 zx; € Wi. 对 i = 1, 2, 在 双 曲 平面 
W,; 中 可 选 奇异 向 量 v, 使 (zi, ww) = 1. 在 关中 可 选 0 关 s E€ 
工 , 使 s 关 1. Po spor si EM 将 w=w om sv 二 (5 ~ 1)v: € 
L(X). 我 们 有 (zw 名) = 一 1 EL, 从 而 bw.1 EX 将 wr>w 一 
辜 二 so 十 (1 一 s)vs E LC(X). 不 妨 在 一 开始 就 取 so 十 (1 一 
s)vs ELCX) 代替 w € L(X), 化 为 & 二 2 且 zi、 zi 为 奇异 的 情 
形 . 且 可 取 奇 异 向 量 w E Wi; 使 (x;, y) 二 1 对 i 二 1, 2 成 立 . 

要 证 明 X, 之 Tu 对 U 二 Wi 曙 Wo, 成 立 ,只 须 再 证 明 7T, 二 XX 
对 UU 中 不 含 于 WW! 或 W, 的 奇异 向 量 x 成 立 . 这 样 的 w 具有 形式 
2 二 wi 十 Ws，0 隆 wi Wi. 如 果 w 奇异 , 除 例外 情形 外 ,AM 可 将 
zi、 Zz 分别 送 到 wj、 ws ,从 而 将 T, 二 关 共 罗 到 了 ,< 二 久 , 设 w; 非 
奇异 ,在 奇异 线 (z) 一 (zl 十 wwz)》 中 可 适当 选择 x, 使 之 具有 形式 


& 一 az 十 (人 一 06)5 z+ Oy,,. 


其 中 a E K*,s EL,6@L. 由 于 azi 十 (5 一 6)a iy EW 与 
zz E Ws 都 是 奇异 向 量 ,由 已 有 的 结论 已 经 知道 对 它们 的 和 一 
(ez 十 《s 一 66)y1) 十 x; 有 T, 二 XX. 同样 可 知 对 y= 二 (6 一 1) 
"iyi 十 3 有 TT, 二 XX. 而 (v,y) 二 6. 于 是 对 vp,,1 = 二 v 十 6y 一 
4 有 了 二 X. 这 就 证 明了 Tu < X。. 这 导致 筷 =G. 

(3.7.3.3)G = QOV,Q) 且 v(W,) 之 1 的 情形 ; 

M 含有 G 的 短 根子 群 , 设 其 中 的 短 根子 群生 成 的 子 群 为 M。， 
则 Mo 在 每 个 W; 上 不 可 约 .于 是 所 含 的 短 根子 群生 成 的 子 群 
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Xx。 在 了 上 不 可 约 . 由 命题 3. 4. 5(2) 知 , 当 KK 关 FF、 Fi 时 X。 二 4G. 
从 而 和 =G. 当天 = 时 ,排除 了 例外 情况 之 后 有 > 二 dimW' 过 
4. 而 X 之 QCOV)， 仍 有 和 X =G. 当天 = 已 时 ,如 果 r 二 6,. 仍 有 
X = G. 排除 例外 情况 后 ,唯一 剩 下 的 情况 是 :大 = Ff,, 7 二 4 上 且 
碟 ;, 人 YY- (4，2). 对 它 的 处 理 参 见 文献 [35.. 

(3.7.3.4) vi(W) 二 0 的 情形 : 

vi《W;) = 0 时 ,只 有 在 以 下 几 种 情形 下 M 包含 G 的 根子 群 : 

(1) G = SU (n, 2?), dimW; == 1, 但 排除 例外 情形 = 6; 

(2) G = Qn, Fs, Q), dimW, = 2; 

(3) G = 0Q,, Q@), dimW'; = 1, 但 排除 例外 情形 == 8. 

对 这 些 情况 的 处 理 , 参 见 文献 [35J] 和 [571. 1 
.3. 极 大 全 奇异 子 空间 对 的 定 驻 子 群 

定理 3.7.4 设 G=TUQG, KK,h, 工 ) 或 Qtn, KK, Q) 作 用 于 
V 二 Vln, K) 上 ,h 或 Q@ 相伴 的 内 积 了 非 退 化 , 且 Witt 指数 v= 
yi(h) 或 zx(Q) 等 于 za/2 二 2. 设 V==UV 四 Vo, 其 中 UU、V。 是 极 大 
全 奇异 子 空间 ,M 是 集合 也 = {Vo， V。} 在 G 中 的 定 驻 子 群 , 则 M 
是 G 的 极 大 子 群 ,但 以 下 情形 例外 : 

(1) L FTrk; 

(i) G = Sp(4, 3), SU(4, 2:), SU(4, 3:)，Q+ (8，2) 或 
Qt (8, 3); 

Qi) G 二 0(4, K, Q), KK 是 特征 2 的 非 完 全 域 ,或 |K| 三 
11. 

证 明 (3.7.4.1)G = Q(4,K 尺 , Q) 的 情形 . 

此 时 可 记 V = UO@xII, U。、 都 是 域 K 上 2 维 空间 ,各 定义 
了 非 退 化 交错 内 积 有 、f;, 使 与 Q 相伴 的 对 称 双 线 性 内 积 f = 
万 四 /, 且 所 有 的 Q 四 zx) = 0. 可 设 U。 一 UA,Vo=U 
xz 对 区 的 一 组 基 {m，zxz} 成 立 , 且 f(x, zz) == 1. 

G= SL(U)®SL(DI), M= SL(UVU)O@N,N 是 SL(D) = 
SL(2, 天 ) 的 单项 子 群 ,M 在 G 中 极 大 <> NN 在 SL(2, KKK) 中 极 
大 . 由 定理 3.7.2b 即 可 得 出 M 的 极 大 性 . 
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以 下 在 G = Qn, KK, Q) 时 总 假定 nw 关 4, 从 而 n= 二 2 二 6. 

(3.7.4.2) 例外 情形 下 M 在 G 中 的 非 平凡 扩 群 X， 

(iD 不 妨 设 Q(u) = hlu, u) = 0 对 所 有 的 x EU UV 成 立 ， 
则 当 Z。 == TrK 关 0 时 ， X= TUCV, h, L,.) 是 非 平凡 真 扩 群 ; 当 
TrK = 0 时 ,X = QC(V, Q) 是 非 平 凡 真 扩 群 . 

(i) 当 G = Sp(4, 3) 时 , 取 U 的 基 {zw, ws} 和 Vo 的 基 {x-,， 
Uu_2) ,使 (wi, zw_;) = 1(i 二 1,2), 而 其 余 (ui, wj) = 0( 关 一 站. 
取 相 互 正 交 的 韭 退化 子 空间 W' = 《WW 十 Wz Ul U2) 与 W, "= 
《一 zy Ui 十 Wz). 则 XX 二 Stab{W1, W:) 是 非 平凡 真 扩 群 . 

G = 二 SU(4, p’)(p = 2 或 3) 时 ,可 构造 出 卫 衬 GSp (4, p) 作 
为 M 的 扩 群 . 

GG 二 0' (8, p)(p 二 2 或 3) 时 ,有 QC(7, p) 的 不 可 约 同 构象 
作为 扩 群 . 

(iii) 由 (3. 7. 4.1), 单 项 子 群 入 在 SL(2, K) 中 的 每 个 扩 群 了 
对 应 于 M 的 一 个 扩 群 SL(U) @Y. 

以 下 排除 例外 情形 ,证明 M 在 G 中 的 极 大 性 . 即 对 M XX 过 
G 证 明 X = G. 

(3.7.4.3) AM 所 包含 的 根子 群 ; 

M 包含 西 二 平 延 或 正 交 二 平 延 组 成 的 根子 群 T.., 其 中 wx、v 
分 别 是 U0。、 V 的 非 零 向 量 且 相互 正 交 . 对 G 的 每 个 子 群 Y 和 每 
个 非 零 奇异 向 量 xE Y, 记 

Uy(u) = {w E ut |Q(w) EL, T,,, <Y)}. 
则 对 xz E Uo, Unbw) = 二 Vo 站 ut ( 当 工 关 0) 或 《Vo 门 ut,w) ( 当 
L = 0). 

(3.7, 4. 4) 如 果 存 在 uu EDo, 使 Ux(u) 壬 Ux(u), 则 六 二 G， 

Ux (lw) 包含 某 个 w UyG0). 记 妈 王 工 十 y， 其 中 zeEU， 
> EVY。 则 由 (xz，?) = (uw)= 二 0 知 y€EVoN 站 wiCUx(w). 由 
ww 奇异 知 (z，y) E 区. 

先 设 工 = 0, 即 G = QV, Q). 此 时 必 有 xz 人 (zx) 目 
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(x, y) 二 0. z 一 也 一 yEUVxGe) 在 定 驻 子 群 M. 下 的 所 有 的 象 张 
成 Uo 太 UxCw), 从 而 VxCw) 二 (Vo 由 ut,Uo)= 二 ui, 且 M 可 将 4 
送 到 vE Uo, 使 (u,v) 关 0, 同时 得 到 Vx(v) 二 v+, 由 引 理 3. 4.4 
得 X =G. 

现在 设 工 关 0, G 一 TU(V,h, TrKR). 如 果 zE 《w), 则 z= 
w 一 yEUxlu), XX 包含 G 的 长 根子 群 7T,, .= 了 T.. 在 ZK (zy) 的 
情形 ,总 存在 vE Vo 站 w+ ,使 (x, v) = 1, 从 而 (w, v) 三 1， 
Ux(w) 包 含 互 不 正 交 的 向 量 w、v, 由 引 理 3. 3. 7 知 ,X 包含 G 的 
长 根子 群 7. 总 之 ,XX 包含 长 根子 群 T.. 用 M 作 共 轿 知 Ts 一 X 
对 所 有 的 w, € Uo。U Vo 成 立 .对 Uo UV 以 外 的 任 一 奇异 向 量 
Wi = WU Tv (U1、 Vi 分 别 是 U。、V。 中 的 非 零 向 量 ) , 当 0 天 s 一 
Gay，v) 时 ,用 pz- ET 二 X 可 将 T。 < 各 共 统 到 T。 王 X. 如 
果 (wi, v) = 0， 取 zi E Uu 使 (zy um) 一 一 1， 则 COz+o, 1 EX 
将 ww 一 zi € Us 送 到 wi, 仍 有 T。 二 X, 这 说 明 X 包含 所 有 的 长 
根子 群 ,等 于 G. 

(3.7.4.5) 针 中 含有 gi 将 某 个 wo EUo 送 到 mw & Uo UV， 
从 而 将 Ux(zxo) Fr Uw); 

如 果 XX 定 驻 向 量 集合 三 = U。U V。, 则 它 也 定 驻 三 中 仅 有 的 
两 个 v 维 子 空间 U。、V。 组 成 的 集合 , 即 X 达 MM. 产生 矛盾 . 故 每 个 
8 € X\M 将 某 个 v EU。U Vo。 送 到 wi = vg & Us UV 又 存在 
goE MM 将 v 送 到 wu。E€ U,, 于 是 gi = golg EX 将 ur> wi & 
Uo, UV.. ; 

(3.7.4.6) 可 选 (3.7.4.5) 中 的 wi 二 十 vi(ui1 EL uv E 
Vo) ,使 UxCrw1) 先 《ui, v1): 

若 不 然 , 则 UxCw) 所 (1, v1)，dimUx(w1) 二 2. 注意 ， 
Ux(w) = Ux(uo) gi 之 Uw《uo)g1, 故 


dimU x (vw,) 二 4 一 Uw (uo). 


当 G= 二 Qn, K, Q) 时 , 必 有 4d =v 二 3, 产生 矛盾 . 设 G= TUn， 
,有 h，TrK), 则 应 有 d= 二 =v 一 1 三 2. 车 4d = 2, 则 ui € Ux(Cw)， 
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Ux(u1) 包含 wi Uw(u1), 导致 和 一 C. 故 设 4 = 二 1,v 二 2. 此 时 
VxCw) 二 《wzs》 关 《wi). 不妨 在 (mw 中选 ws = wi 十 au， 其 中 
1 关 a EK'. 由 (Cw, rw) 二 0 知 (4, v1)= 二 0. 取 zi EU,yE 
Yo, 使 (zy 1%) = 0, (uy1) = (zi, V1) = 1. Ty w, 二 X 中 的 
每 个 元 素 7。,w, (4 € KK) 将 奇异 向 量 ri、y 分 别 送 到 记 | = zi 十 
(aA 十 Du 二 (a4 十 XA) 和 记 , = yi 一 (A 十 Du 一 (4 十 ha)v， 
从 而 将 T;,, 二 M 共 辑 到 Ta ,za 到 和 韦 ! 在 U。、V。 中 的 分 量 分 
别 是 志 = zi 十 (2X 十 Dw 和 二 (a4 十 入)vi. 当 4 取 遍 尺 时 ， 
内 积 (z, 友 ) 二 (a) 十 Ca) 可 取 遍 TrK. 必 可 选取 4 使 (zi， 
51) 夭 0. 用 这 样 得 到 的 书 ; 代替 zw , 即 可 化 为 (uw, v1) 关 0 从 而 
wz 多 《u,v1) 的 情形 . 

(3.7.4.7) 定理 证 明 的 完成 ; 

. 设 凤 =zogl= 妇 十 轴 如 (3.7.4.5) 和 (3.7.4.6) 所 述 ， 
Ux(wi) 条 (za， v1). 取 wz E Ux (wi), 使 ws == wi 十 vi (us 
V1)， 其 中 us€ Lo， v2 EVo. 如 果 ui、 U2 共 线 , 则 Vl、 Uz 不 共 线 ,用 
M 和 将 U。、 Vo 互 变 , 即 可 化 为 wi、ws 不 共 线 的 情形 . 故 不 妨 一 开始 
就 设 dim (ui, wus) = 2. 

如 果 vs 二 0, 则 Ux(uz) 包 含 wi & Unbus), 由 (3.7.4.5) 已 经 
知道 这 导致 式 一 G. 故 设 罗 和 天 0. 在 了 = 0 的 情形 ,如 果 w 与 v 共 
线 , 设 zz 一 ai a€ K, 则 Ux (wi) 包 含 2o 一 Ts 一 CGI 一 22 一 
ai EU, Ux(zxo) 包 含 wi 多 Uw(lwuo), 仍 导致 匀 二 G. 故 以 下 设 
zz 关 0, 且 当 工 == 0 时 , 设 v, 儿 《v1). 由 于 ws 多 Uo UV 必要 时 
可 用 tw; 代替 wi， 用 wl 代替 zz 也 就 是 说 :将 ZU1 与 Ww? 的 地 位 互 
换 . 

如 果 存 在 goE M 在 定 驻 《十 1) 及 vi 的 同时 使 wzgo 天 zz， 
且 在 L = 0 时 , us = usgo 一 uz 《uu). 则 go 定 驻 wi 从 而 定 驻 
Ux(wi), us = wgo — Ww, EUx(wi), T= Tw <X, Ux(u3) 
包含 wi 人 Uw(ws), 由 (3. 7.4.4) 即 可 推出 X = G. 

记 W。 -= Uo Nl (v1, v2). 如 果 W。 [ea (U1, Uz), 取 0 关 us 所 
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多 NG yz， 则 存在 g。€ M 定 驻 ww、 vi、 vi, 且 将 wm> ws 十 4;， 
导致 和 = G. 

在 剩 下 的 情形 Wo。, EC (mm，xy) 里 ,有 .2 二 dimW。 一 + 一 
dim (v1, v,)， 从 而 


vy 三 2 十 dimlvi, vi) 二 4,n 二 21 过 8. 


先 考虑 C = QCn, K, Q) 的 情况 :此 时 (w, vi) = Q(w;) 一 0 
对 i = 1、 2 成立. 又 (Wi, W2) = (Ui, V2) 十 (v1, Us) 一 0， 故 s 一 
(1， V2) 二 一 (1，Uz) 同时 为 零 或 同时 不 为 零 . 如 果 s 关 0, 则 
Wo = 人 yz) 站 (vis v2)+== 0,Y 二 2, 二 4, 这 是 (3.7.4.1) 中 
讨论 过 的 情形 . 故 设 : = 0, 即 W。 二 (wu, ws), 此 时 == 8. 排除 了 
例外 情况 玉 = Ff,、F, 之 后 ,可 选 土 1 了 关 a € K'* ,存在 go。€ M 在 
定 驻 ww、vi、vi 的 同时 将 xz r> a?us, 导致 Y= G. 

现在 设 G=TU(n, K,h, LL), 上 = TrK 了 关 0. 如 果 久 。 关 0， 
取 0 关 us€ Wo. ws 不 可 能 同时 与 i、 ws 都 共 线 , 当 zs E (ui) 时 可 
将 res 与 wi 的 地 位 互 换 , 化 为 u; 多 《ui) 的 情形 . 于 是 存在 go E M 
在 定 驻 wi、 U1、 vz 的 同时 将 ta F> Us 十 za， 这 导致 =G, 剩 下 的 
情形 是 W。== 0. 这 仅 当 dimko, v,) 二 2 有 上 且 v = 2 才 有 可 能 . 

由 ww = 2 十 奇异 知 (uj, v1) € TrK. 

如 果 Cu, vi) 关 0, 则 《ui, vi) 是 双 曲 平面 从 而 非 退化 . 此 时 
记 xz 一 at 十 zy 一 bo 十 %% 使 <、E 天 ， (rs, ys) | (lui, v1). 
由 (wi, wz) 天 0 知 5= ay，ros = arol 十 (zs 十 风 ). 再 由 QCw,) 三 
Q(awi) 十 (zs, y2) 三 0(mod 工 ) 知 (zxs， ys) E 工 . 当然 rz、y; 都 
不 为 0,V 是 平面 (au, v1) 与 (zx, y2) 的 正 交 和 ,5 == (xs, ys) 闫 0. 
排除 了 例外 情形 之 后 ,有 TrK 关 F,、F,, 可 选取 A € (TrK)\ 
(0, 土 1}， 存在 gz EE M 定 驻 Ul、 vi, 且 将 TXT2、 Y2 分 别 送 到 Azz， 
4 yz， wigs EUx(w), 且 (wg2, WwW) = (A— A 1)5 天 0. Ux(rw'i) 
非 全 迷 向 ,从 而 Ux(uo) = Uxlrwi)gi! 非 全 迷 向 ,不 可 能 含 于 
Ux(uo) ,这 导致 全 二 G. 

如 果 (Cus, v2) 天 0, 将 ws 与 wi 的 地 位 互 换 即 可 . 
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现在 考虑 (1, v1) = (ay，v) = 二 0 的 情形 . 由 Cw), w;) 一 
(xy V2) 二 (Vi, U2) = 0 和 (us v2) =— (v1, ws) 且 不 能 为 0, 否 
则 ,V 全 迷 向 . 不 妨 将 wi 乘 以 适当 倍数 ,化 为 (ui, v2) = 1 = 
一 zi， zz) 二 《ws, v1) 的 情形 . 当 charK 关 2 时 ， Wo, ww, EX 将 vi、 
ui 分 别 送 到 一 wi、2u 十 vi, 从 而 将 T,,。 二 MM 共 轿 到 全, ww +,， 
Ux (ui) 包含 241 十 vo Ulu1)，, 这 导致 X= 二 G. 当 charK 二 2 时 ， 
存在 g: € M 在 定 驻 wi、 wi 的 同时 将 ws、v; 分 别 送 到 wz 十 i、 
vz 十 01， 从 而 Ux(zi) 包 含 ws8gs 一 wi 二 wis UxCuo) 二 Ux(wi)ga! 
包含 we 人 Un(uo), 仍 导致 Y= 二 G. 1 


同一 空间 上 的 典型 群 
的 相互 嵌入 


Aschbacher 的 Cs 类 子 群 由 群 G 的 这 样 的 子 群 M 组 成 ,它们 
与 G 是 作用 于 同一 个 向 量 空间 Y 一 Y(", K) 上 的 典型 群 .例如 V 
上 的 线性 群 G 中 的 辛 群 . 西 群 或 正 交 群 M; 特 征 2 的 域 上 的 辛 群 
G 中 的 正 交 群 M; 对 一 般 的 特征 2 的 体 K, G = TU(n, K,Q&， 
Z) >M = TU(n, 天 Q, ZL)( 卫 7) 等 .为 确定 M 在 什么 时 候 
是 G 的 极 大 子 群 ,我 们 只 须 搞 清 楚 M 在 G 中 的 全 部 扩 群 . 更 一 般 
地 ,我 们 定 出 U'(n, 有 KK, h, 工 ) = TU(n, 天 ,了 工 ) (当世 天 0) 或 
Qn, KKK, Q) ( 当 工 = 0) 在 GL(n, 天 ) 中 的 全 部 扩 群 . 

本 章 的 主要 结果 都 已 经 公开 发 表 . 域 上 辛 群 Sp (2 天 ， 户 的 
正规 化 子 在 线性 群 SL(n, 玉 ) 中 的 极 大 性 早已 由 J. McLaughlin 
在 文献 [60] 和 [61] 中 证 明了 .RH. Dye 和 OH. King 在 文献 
[7] 一 L9j、[27] 和 [28] 中 讨论 了 域 上 酉 群 和 正 交 群 ( 域 特征 不 为 
2) 在 线性 群 中 的 极 大 性 ,以 及 特征 2 的 完全 域 上 的 正 交 群 在 辛 群 
中 的 极 大 性 . 本 书 作者 在 文献 [35] 和 [44] 中 解决 了 为 域 时 的 所 
有 的 其 他 情形 ,特别 是 完全 定 出 了 天 为 特征 2 的 非 完 全 域 时 正 交 
群 在 线性 群 中 的 扩 群 ;又 在 文献 L39]、[47] 和 [48] 中 解决 了 天 为 
非 交 换 体 的 情形 ,只 剩 下 Witt 指数 v.(h) 或 v(Q) 等 于 0 的 情形 待 
解决 .本 章 叙 述 的 证 明基 本 上 沿用 了 本 书 作 者 在 上 述 论 文中 的 方 
法 . 
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84.1 主要 定理 


定理 4.1.1 设 n 之 2, 和 N= 二 Un, 尺 , h, 工 ) 的 Witt 指数 
wi(h) 之 1, 且 当 工 = 0 时 n 之 3. 设 了 是 NN 在 GL(n, KK) 中 的 扩 
群 , 则 下 列 情形 之 一 成 立 : 

(i) XC SLC 天 )， 

(Gi XU'(Gz 天, 7，7)， 对 某 个 Z 二 工 . 

(iii) GL(n, K) = GL(4, 2) 守 hs, N= 0 (4,2) 4;, 
了 二 Sp(4, 2)' 守 hh, 或 N= Qt (4,2) 守 (5S, XS,X5,) A;, 
X STLC2,4) SS (S, x $5) NN 44. 
VY) N= 0(2,K, Q,L) = Q(2, K,, Q, 了)， 天 ,是 工 生 成 
的 天 的 子 域 , XX 已 Q(2, EE,Q, 元) 对 某 个 郑 之 世 及 天 中 包含 工 
的 某 个 子 域 E. 

(v) K 是 以 工 为 中 心 的 广义 四 元 数 体 , N = SL(2, 工 )， 
和 [>SL(2,Z(0)) 对 某 个 SE K\L; 或 XC 已 0(2, LC6), QZ 
对 某 一 对 Qi、 工 i ;或 耻 忆 TU(2, Ef), fi 是 关于 太 的 对 合 
J1: at>e 1ae 的 某 个 内 积 , 这 里 e E K* ,arra 是 民 作 为 广义 四 
元 数 体 的 标准 对 合 . 

(vi) N = SU(2, 3:) = SL(2, 3), X/{ 圭 1} 4;. 

推论 4.1.2 (1) SU(n, KK, 有 (Cf) 之 1) 的 正规 化 子 是 
SL(n, KK) 的 极 大 子 群 ,但 以 下 情形 例外 ;KK 是 特征 2 的 广义 四 元 
数 体 , SU(n, K, 了 f) = SL(2, Z(K)). 

(2) 设 charK = 2, 且 当 上 =0 时 nn 过 3, 工 在 中 极 大 , 则 
U'(n, 民 ,有 ,上 ) (1(h) 之 1) 的 正规 化 子 是 U'(n, 民 ,hh, 工 ) 的 极 
大 子 群 .特别 是 如 果 天 是 特征 2 的 域 ,L 是 工 的 极 大 K:- 子 空间 ， 
且 当 工 王 0 时 2 过 3, 则 Q,K,Q,ZL)OrQ) 二 1) 的 正规 化 子 
是 Q(x, 天 , Q, 荆 ) 的 极 大 子 群 ; 如 果 工 是 天 的 极 大 开 :- 子 空间 ， 
则 On, KK, Q, 了 ) 是 Sp(n, K, /) 的 极 大 子 群 . 
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$ 4.2 同一 空间 上 典型 群 的 相互 包含 关系 


设 居 是 体 ,Ff 是 KK 的 中 心 ,V =V(n, 天) 是 天 上 >” 维 左 向 量 
空间 . 本 章 的 目的 是 确定 Y 上 一 个 典型 群 在 另 一 个 典型 群 中 的 全 
部 扩 群 . 在 讨论 这 个 问题 之 前 ,我 们 先 考 察 Y 上 典型 群 之 间 的 包 

设 UCV,h,L) 和 GUCV, h, L)<GUCOV, f), f=h+i+poh 
非 退 化 , Q(x) =h(zx, xz), (VYzx EV). 在 面 的 引 理 4. 2. 1 和 4. 2.2 
中 ,我 们 对 GL(V) 中 的 元 素 落 入 GU(V, h, 工 ) 的 条 件 作 进一步 
讨论 . 

. 引 理 4.2.1 (1) GU(V, 了 ) 可 刻画 为 GL(V) 中 保持 关于 / 
的 正 交 关系 的 元 素 全 体 所 组 成 的 子 群 . 即 : Vg € .GL(V)、 g € 
GU(V, 内 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 


f(x, y=0€ f(rg, yg) = 0, Yr,yEV. 


(2) 如 果 有 UCV,h, 工 ) 之 GU(CV, 有 ) 且 (4) 之 1, 则 上 述 
8 €E GU(Vs 了) 的 必要 且 充 分 条 件 还 可 减弱 为 ; f(x, y) = 0 < 
f(rg, yg) 二 0, VYzx,y EV 且 Q(z) EL. 但 以 下 情形 例外 ;n= 
2, charK 一 2, KK 是 上 的 广义 四 元 数 体 ,= 下 于 Kj.g € 
GL(CV) 满足 所 述 条 件 , 从 而 将 工 -奇异 向 量 全 部 变 到 迷 向 向 量 , 但 
g 将 某 些 志 -奇异 向 量变 到 非 -奇异 , g 4 GU(V，, 让. 

证 明 (1) 必要 性 很 显然 . 只 须 证 充分 性 . 即 : 设 gE GLCV) 
保持 关于 f 的 正 交 关系 ,求证 g € GU(C7， 户 ， 

对 每 个 0 关 w EV, 由 f 非 退化 ,可 取 wEV, 使 f(v, zx) = 
1. 则 由 flv, ww) 关 0 可 知 4= f(vg, ug)0. Yrz EV, rz 一 
f(t, Wv,u) =0—> f((r— f(r, uv)g, ug) =0—> f(rg, 
ug) = f(x, W/ov, wu) = fr, wn. RA. 与 xz 无关 而 由 
u 决定 ,可 记 为 入 . 

我 们 证 明 上 述 的 入 实际 上 与 无 关 . 即 对 任意 0 六 zx、zw 和 
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V ,及 二, 先 设 x、 也 在 玉 上 线性 无 关 . 
VTEV, f(rg, (ut we) = f(r, ut wr 
而 另 一 方面 又 有 
flrg, (ut wae) = f(zg, ug) + fzg, wg) 
= f(x, wht f(z, ww) 
比较 这 两 个 等 式 可 得 f(x, yo) = 0, 其 中 yo 二 hjwlw 十 w) 一 
hu 一 hw, 由 x EV 的 任意 性 可 得 y。= 0. 再 由 ww 线性 无 关 ， 
得 家 二 4 二 加. 当 w、 ww 线性 相关 ( 即 共 线 ) 时 ,可 取 y ET 与、 
w 都 不 共 线 ,得 到 4 一 4, 一心. 
于 是 存在 4E K' ,使 f(zg, yg) = f(x,y)4 对 所 有 的 广 、 
y EV 成 立 ,4 由 g 决定 而 与 z-、y 无 关 . 这 样 的 4 必 是 中 心 对 称 元 
( 即 2€ FF" 且 4= 7). 这 证 明了 g € GUCV, 几 ). 
《2) 仍 只 须 证 充分 性 . 注意 :条 件 
jz y) =0¢€ f(rg, yg) = 0(Vr, y EV) 


等 价 于 z+ g = (zg)+,YVzx EV. 由 (1) 可 知 ,只 须 证 明 : 如 果 ut g 
二 (ug)+ 对 所 有 工 - 奇 异 向 量 w 关 0 成 立 , 则 ztg = 二 (zg)+ 对 所 有 
的 非 -奇异 向 量 z(Q(Cz) & 工 ) 也 成 立 . 

如 果 江 包 含 二 奇异 向 量 z 关 0, 则 对 每 一 个 这 样 的 ,已 经 
知道 zg E utg = (ug)+, 即 wg € (zg)+.zt 可 以 由 7- 奇 异 向 量 
张 成 , 故 zt+g = (uglu€ zxt;Q() EL)C(rg)+, 从而 zig = 
(zg)+. ly 

现在 考虑 任意 非 L- 奇 异 向 量 xz. V 由 工 -奇异 向 量 张 成 ,其 中 
必 有 某 个 元 -奇异 向 量 x Kf x+，《u, zx) 是 双 曲 平面 ,可 由 两 个 互 不 
正 交 的 -奇异 向 量 w、wv 张 成 . 当 z” 二 3 时 存在 0 天 zwE (u,v)+， 
z 包含 奇异 向 量 w 关 0, 由 已 经 证 明 的 结论 可 知 xg € wt g = 
(wg) 六 ， 从 而 wg € (zxg)+. 对 每 一 个 满足 了 条 件 Q(y) 三 
Q(w)(mod 上 ) 的 0 关 y € zt, y+ 同样 包含 非 零 的 -奇异 向 量 ， 
从 而 yg € (zg)+. 所 有 这 样 的 y 可 张 成 zt, xtg 一 (y GE 
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zl |Q(y) 生 Q(w) (mod 工 ) ) 含 于 从 而 等 于 (xg)+. 

剩 下 的 情形 是 x = 2, 此 时 可 记 Y = (x, v), 使 Q(z)、 
Qwv) EL, flu,v)=1. flu,v) A0—> 1A= fug, ve)@ 
0. 只 要 4 是 中 心 对 称 元 , 则 f(zg, yg) = f(x, y)4 对 所 有 的 z= 
aa 十 pp yy 一 az 十 bzv 成 立 , (Vai, b; €E K),g EGUCV,f) 
恰 如 所 需 . 当 J 了 = 1 时 K 是 域 ,4 当然 是 中 心 对 称 元 , 设 J 关 1 从 而 
了 天 0, 且 不 妨 设 1€E LK, p= 一 1. YEZL,QGxz 十 z)E 
了 一 > ((su 十 oz)8) 上 一 (十 z)L8 一 (十 oz)g8， 即 sz 十 2 迷 向 ， 
5A 二 Q(sug 二 + vg) 三 0(mod 天 )). 取 s=1 知 4€ 天) 是 对 称 元 . 
只 须 再 证 明 4 舍 于 下 * 的 中 心 F"'. 当 是 域 时 ,显然 . 当天 非 交 
换 时 ,由 s4EKi(YVs € LL) 得 4== 54==. 这 说 明太 中 心 化 工 , 从 
而 A 中 心 化 工 所 生成 的 环 R. 当 工 生 下 时 R= 二, 1€ F" 如 所 和 欲 
证 . LF 时 KK 是 下 上 的 广义 四 元 数 体 , L== FF = TrK. 当 char 
K 关 2 时 Ks 一 F, AE Kj 和 迫使 XE F*. char K 二 2 时 ,如 果 g 将 
三 -奇异 向 量 仍 变 到 工 - 奇 异 向 量 ,特别 , (十 v)g = 二 ug 十 vg 是 工 - 
奇异 向 量 , A4 寺 Qlug 十 vg) 三 0(mod L), A€EL=F, 仍 有 gE€ 
GU CV, 了 ). 剩 下 的 情形 是 例外 情形 ,此 时 g 将 所 有 的 工 - 奇 异 线 
(w)(w 一 w 或 w= su 十 v,s € 工 ) 变 到 迷 向 线 (wg), 从 而 满足 条 
件 wig= (wg = (wg)= (we)t, AE KJ 但 4 L=F,g& 
GU(V, 记 ), 工 -奇异 线 (su 十 v)(0 关 ;EL) 被 变 到 非 工 -奇异 的 迷 
向 线 . 1 

引 理 4.2.2 “GUC(V, Q, DD)(LK, v(h) > 1) 可 刻画 为 了 
中 全 体 工 -奇异 线 的 集合 在 GLCV ) 中 的 稳定 子 群 . 

证 明 记 PL={(u)10 关 EV, Qt) EL} 是 V 中 全 体 二- 奇 
异 线 的 集合 . 易 见 GU(V, Q, 工 ) 定 驻 Pi. 反 过 来 , 设 g € GL(V) 
定 驻 Pr, 要 证 明 g € GU(V，, Q, L). 

对 任意 (xz》E Pi;, 我 们 证 明 x+g = (ug)+; 对 任意 w E ut， 
要 证 明 wg E (xg)+ 上 .wwE (wu) 时 显然 . 设 w& (ww), 则 ff(u; w) = 
0 二 > (x, w) 的 1 维 子 空间 全 是 L- 奇 异 线 ( 当 ww L- 奇 异 ) 或 仅 有 
一 条 LL- 奇 异 线 (u)( 当 w 非 工 -奇异 ). 而 f(u, w) #0 (uu, w) 至 


184 第 4 章 同一 空间 上 的 典型 群 的 相互 嵌入 


少 含有 两 条 二 -奇异 线 和 一 条 工 - 非 奇异 线 . (x， w}) 的 -奇异 线 和 


Z- 非 奇异 线 与 (kg，mg) 一 一 对 应 . 故 fuey w) = 0 < 人 > f(ug， 
wg) 一 0. 这 证 明了 wutg = (wg)+ 对 任意 (x》 € 书 : 成 立 . 由 引 理 
4. 2. 1(2) 知 ,这 导致 gE GU(V, 有 ). (由 于 g 定 驻 Pi, 例 外 情形 
不 会 出 现 . ) 即 存在 4E F" 站 KK, 使 f(xg, yg) = f(x, y)A 对 任 
意 x、y EV 成立. 

可 选 工 奇异 向 量 wu(1 三 i 三 n) 组 成 V 的 一 组 基 , f (ug， 
wj8g) 二 joy wj)A 对 1 三 i, jj 三 nn 成 并 .每 个 Zz EV 可 写成 


人 全 2 ra, XE K(l Zin), 


Q(zg) = >) flug, ug) 


1<i<j<n 
| Di Gls uj)A = Q(z)Amod L). 


从 而 证 明了 g € GU(V, Q@, 工 ). 1 

以 下 引 理 给 出 判别 GU(V, h, 工 ) 的 元 素 是 否 落 入 U(V，, 有 ， 
工 ) 的 一 个 简单 而 有 用 的 条 件 . 

引 理 4.2.3 设 gE€GUln, K,h, I) 和 GU(n, 天， 六, 则 : 

(1) 若 g & Uln, K, h, LL), 则 Ker(g —1)”= {rE€EV, 
天 )| 存在 自然 数 《 使 zC(g 一 1)* = 0} 是 全 迷 向 子 空间 . 

(2) 如果 dim Ker(g 一 1D)” 汪 /2, 则 g € Uln, K,h, 工 ). 
特别 当 rank(g 一 7) < z/2 或 g 么 者 ( 即 .gs 一 了 短 零 ) 时 是 如 此 . 

证 明 gz E GU(n, K, h, L) = 存在 中 心 对 称 元 4, 使 
f(xgs y8) = Af(z, y) HB Q(zrg) — Q(zr) EL, Yr y EV. 

设 gFK Utn, 天 ,h, 工 ), 即 4 关 1. 我 们 约定 (g 一 1)° 二 1, 从 
而 X= 二 0 < rlg 一 1)°==0. 设 z+、y EE Ker(g 一 1)”, 即 有 非 负 
整数 m、 率 使 z(g 一 了 1)” = y(g 一 1)* = 0. 我 们 对 m 十 & 作 数学 
归纳 法 证 明 f(x, y) = 0. 如 果 工 = 0 或 y= 0, 显然 f(x, y) = 
0. 特别 , 当 m 十 = 0 时 是 如 此 , 设 z 关 0,y 关 0, 从 而 z, 有 之 
1. 并 设 当 非 负 整数 mi、& 满足 条 件 mi 十 二 m 十 时 ， 
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rg —D™= yg — DD) = 0=>f(7, yy)= 0. 
记 zxo= zg 一 D, y=y(g—D). 则 
Xolg — 1)"!= yg — 7)!=0, 


由 归纳 假设 有 f(x, y0) = f(zo, y) = 二 f(zo, y%) 二 0, 但 zg 一 + 
十 Xo yg 二 yy 十 yo. 贡 Af (x, yy)==f(rg, yg8)= 二 f(z 十 To，y 十 
yo) = f(x, y). 由 4 闫 1 即 得 f(x, y) = 0. 这 证 明了 (1) 成 立 . 

由 非 退 化 知 , 当 KerCg 一 1)” 的 维 数 大 于 n/2 时 , 它 不 可 能 
全 迷 向 ,由 (1) 立 即 得 g € Uln, D, h; L). | 

对 于 V 上 不 同 的 西 群 U(V, h, 工 ) 之 间 的 相互 包含 关系 ,有 
如 下 引 理 ， 

引 理 4.2.4 设 UCV, hi, 工 ) 三 UC(V, f)G = 1,2) 作用 于 
同一 个 空间 了 = V(， K) 上 ,其 中 hh 是 V 上 J- 半 双 线性 型 ， 
Ji :arrza 和 Jo :arra 是 天 的 对 合 ,Qi(Cz) = h(xz, X) 和 f= 
hi 十 Phi: 是 h; 相 关联 的 伪 二 次 型 和 po-Hermite 内 积 , Pp; € 
{ 土 1}. 我 们 在 这 里 只 考虑 u(h,) 三 1 的 情形 ,并 且 排除 UCV， 
hi, L) 二 0(2, 天 ,Qi) 的 情形 . 

则 UV， 有 有, 工 ) 三 GUC(V, h,,L) 的 必要 且 充 分 的 条 件 
是 :存在 eE 天 ,使 5 一 e iae(Va € KK), LieCL, f(x, y) = 
CCz，y)e 并 且 Q:(Cz) 三 QiCz)e(Cmod L,)(Yz EV). 但 以 下 情形 

(i) 天 是 域 , 1 关 1, J,=1, N= TU(2, K, fi) 一 SLC2， 
K,) < M, = GSp(2; K, fs) = GL(2, K). , 

(ii) 是 广义 四 元 数 体 , = F,U'(V, hh, 上 ) = TU(2， 
KK, Q, FF) = SL(2, F), 只 要 J 也 定 驻 下 中 所 有 的 元 素 , 就 一 定 
有 TU(2，, K, hh,F) 过 UC2, K, hh,, L,), 且 存 在 6E K* 使 4 二 
60-156(Ya E KK), 选 ww、u, EV, 使 Qu) EFG=1,2) 日 
万 (mm) 二 1, 只 要 (wu, v1) FF6, 就 不 存在 统一 的 e € K*， 
使 f(z, y) = f(x, y)e 对 所 有 的 zx、y EV 成立. 
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证 明 ”充分 性 显然 ;下 面 证 必要 性 : 记 Ni = U'(V, h, 工 )， 
M, = GU(V, h,, L,). 

我 们 要 在 假设 Ni 三 M; 下 找到 满足 所 述 条 件 的 e 来 . 

当 工 关 0 时 ,可 以 取 0 关 9E€L ,用 大 0 代替 大 ,相应 地 用 
arm>0a0 ! 人 代替 玫 ,用 hi(z, y)0 ! 代 替 有 (rz, y), 化 为 a = 一 1， 
1 € 工 守 K, 的 情形 ,而 不 改变 群 N,, 也 不 影响 推理 的 正确 性 . 

证 明 分 以 下 几 步 进行 : 

(4. 2.4.1) Ni GUCOV, h,, L) 一 > Ni UOV, h,, L,). 

N= U'(V, hi, L1) 由 根 元 素 生成 ,每 个 根 元 素 了 了 都 是 乏 知 
元 素 . 由 引 理 4. 2. 3(2) 知 


全 € GUCT， h,, L,) 一 > € UV, h,, L,). 


从 而 所 有 这 样 的 了 生成 的 N 三 UCV，, h,, 工 ,). 

以 下 记 N = UP DO 

(4.2.4.2) 对 ;一 1,2 记 已 一 {(z)|z 天 0, QiGo) EL}, 并 
对 任意 的 WCV 记 Wi 二 {rEVIfi(z;w) 一 0, YwE€W). 我 
们 证 明 : Pr ES Pi,; 且 对 任意 (u) € Pi 有 ut! 一 ulz. 

先 设 4 之 3.Y lu) E Pz, 可取 wE€ wti\lu), 还 可 取 (v) € 
Pi, 使 fi(v,w) 二 0, 有 i(v, wu) =1. 存在 geE Ni, 固定 u 且 将 
wrr>w 十 x. 由 Ni 三 入 ,得 知 gi EN,UOV, f,),filw, u) = 
fr(wgis ug1) 二 fz(w 十 us, u), 从 而 f,(u, wu) 二 0. 又 存在 gs EE 
Ni1, 固定 且 将 vv 一 Qi(w)u 十 包 ， 于 是 又 可 由 g; € N: 得 到 


fi 一 QiCco)z w, wu) 一 falv, 24), 
fCw, u) 到 Q1w) fu, u) 一 0. 


由 w € uti\《u) 的 任意 性 及 fi(u, wu) 一 0 可 知 zx Cwt:, 从 而 
ad 一 wlz. 再 由 gi € N, 一 U(V, hs, 工 ,) 得 知 0 三 Qi(zog) 一 
QAw) = Qlw + 0 QWw) = flwyu) + Qu) = 
Qu) (mod L,), 即 Qtu) E IL,，(u) € Pi. 这 又 证 明 PL:E 
P,. 


2 
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再 设 n = 2,Ni = TUGC2, K, hi 上);yLi 关 0 从 而 1ELC 
Kj. Vlu) € PL, 可 取 (v) € Pr 使 fi(v, w) = 1. 存在 g1 E 
N 去 N;: 固定 妈 且 将 vr>v 十 wu, folv 十 u, zw) 二 fi(v, w), 从 而 
fzlu，,u) 二 0. 这 证 明了 wt: = (x) 一 zt 当 | 工 | >2 时 ,可 选 
0 关 s €E LL，; 且 s 关 1, 存在 gE Ni 三 NN, 将 ur> su，0 三 
Qsu) —Qslu) = Qs 一 D)x w) — Qu) = Qs — Du) 
《mod Ls), 从 而 Qs(u) e Ls. |Li| 二 2 仅 当 尺 = Fs 才 有 可 能 ,此 
时 Ni = 二 Sp (2, 2) 二 SL(2, 2) 过 N; 迫使 N, = Sp(2, 2), Ls = 
天 ， 当 然 们 有 Q:(x) € Li. 这 证 明了 Pr SEP. 

(4.2.4.3). 存 在 0 关 e E KK', 使 Le CSL 且 4=e-!ae, WE 
K. 

取 (wu)、(w)€E PnPi 使 fCu, wz)==1, 则 e= fs 
u)#0. WEL, (sumtu) EP 一 > (su+u) €EP,—> 0= 
QCsui 十 wz) 三 se(mod 上 ,). 这 证 明了 Leech 当 工 ;天 0 从 而 1€ 
Li 时 ， 还 可 知 eEZz. 

记 A 一 OAE 天 "| 存在 ACDOENi 将 mri ruiy wzr> Xuz}. 则 
A 是 天 ' 的 子 群 . 对 任意 的 MEA, 由 A(ODE Ni<N:, 得 户 Crao， 
huz) 二 fo(u1, zx)， 即 和 iei 一 e 4=e-!1Xe. 记 R 为 A 所 生成 的 KK 
的 子 环 , 则 Ya € R 也 有 &=e-!'ae 成 立 . 只 要 能 证 明 R = 民 即 可 . 
人 包含 Li\{0}, 且 包 含 所 有 的 非 零 的 Q(z) (x € (wu1, us)+1). 因 
此 ,对 任意 的 xz、y € 《ua wh 由 fi(z, yy) 三 Q(z 十 y) 一 
Q(z) — Qo)mod I) 和 fr, DER 

当 n 之 3 时 ， (ui1» ws) 关 0 且 非 退 化 ， filz, yxX, YE (U1 
uw)11 可 取 遍 天 , R = 天,， 恰 如 所 需 . 

设 n 二 2. 当世 人马 下 时 ,由 引 理 1.7.8 知 尺 二 天. 

设 工 三 玉 如 果 天 是 非 交换 体 , 则 它 是 已 上 广义 四 元 数 体 ， 
了 一. 此 时 3= eT!5e = s 对 所 有 的 sE 玉成 立 .与 J 都 是 K 
的 反 自 同 构 , 且 都 定 驻 中 所 有 的 元 素 ,由 定理 1.7.6 知 JJ7! 是 
KK 的 某 个 内 自 同 构 1 : at> 6-!1a86, 从 而 J， : arr 6-1a6. 为 了 使 
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Js 是 对 合 , 即 7 = 1x, 要 求 6 € F'*6. 按 ww、ws 的 取 法 ,已 有 
fi u2) 一 1 六 ao) = eA 0, 从 而 filui, us) = filui, 
zz)e。 要 使 引 理 成 立 ,必须 flui, bus) = fi(u1，bus)e 对 所 有 的 
bE K" 成 立 . 即 eb5= be, 5= 人 106 ==e-1be, YE 天 "、 这 也 就 
是 要 求 e6-: 含 于 的 中 心 ,e € F6. 但 e 可 以 取 满 足 条 件 z E 
Fe 的 任 一 非 零 元素 . 只 要 。 & F6, 就 成 为 引 理 的 反例 , 这 就 是 引 
理 的 例外 情形 (i). 

以 下 设 KK 是 域 . 如 果 几 二 1, 则 当 char 天 天 2 时，N, = 
Sp(2, K, f1) =SL(2, 天 )，A 一 天 ,及 一 开 ; 当 char 玉 一 2 时 ， 
Ni = 0(2, 居 , Qi, 攻 ) > 0(2, K, Q), 人 A 包含 所 有 的 非 零 平方 
元 (a € K'), 由 G1! 二 =e-!1a3e = a 得 到 4 二 a, J 二 1. 如 所 
欲 证 . 当天 是 域 且 小 关 1 时 ,K, 是 域 且 等 于 Li, N, 一 SL(2, K,). 
如 果 J 天 1， 则 L, = kK, = Ks = i，, J J1， 符合 要 求 . 在 
J 二 1 时 属于 引 理 的 例外 情形 (i). 

(4. 2.4.4) 对 (4. 2.4. 3) 找 到 的 es, 证明 f(z, y) = fi(z， 
y)e 和 Q(T) 三 Qi(z)e(mod Li) 对 所 有 的 ZT、y EV 成立 ,从 而 完 
成 引 理 的 证 明 . 

， 仍 如 (4.2.4.3) 设 lu)、 《uz) € Po SP 万 (xy wu)=1， 
(ay az) 一 e 天 0. 将 wi、 ws 扩充 为 V 的 一 组 基 {wi|1 三 i 过)， 
使 (w)€ Pi, Y1 达 i 三 n. 在 这 组 基 下 将 Y 写成 行 向 量 空间 
Matix 玉 ， 并 将 Ni、N; 写成 矩阵 群 . 设 f(x, y) = zxH;(y7)'(i = 
1, 2), 其 中 五 ; € GL(n, 天 ) 的 第 (4k, /一 元 为 Au， z). 特别 ， 
五 ,、HH; 的 第 (1 ，2)- 元 分 别 为 1、e. U(n, KK, f) 成 为 矩阵 群 


Uln, K, H;,) = {A € GL(n, K)|AH.(AT)Y' = H,). 


对 任意 4E Ni 过 Ni, 同时 有 AHi 到 = 到 及 4 = 如; 成 
立 .再 由 4=e-!ael(Ya € 天 ), 得 


He-! = AH, A’'e-! = AH,e-!1 A, 
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He-'Hi! = (AH,e-' A')(AH, 4) 
= ACH,e-!'Hr A. 


即 ; ze- 中 心 化 Vi, 从 而 应 当 是 中 心 纯 量 阵 cf, c € 
F*, H,= cHie. 比较 最 后 这 个 等 式 两 端的 第 (1， 2)- 元 ,得 e = 
cesCcC—1， H, 一 He. 于 是 Yr、 了 EV= Matix,K, 有 


filx, y) = xzHiy' = xzHiey' = zxHiye = fi(x, ye. 
且 Yz =. > EV, 有 
Q(z) = >» Ti ui, wj;) 文 ; 三 >， Xfi (ui, ue 元 ) 


1<i<7<r 1<i<j<n 
= DD) zfilw, wu) ze = Q(z)e(mod L,). 


lSi<j<n 

如 所 欲 证 . 

推论 4.2.5 设 UCYTV,h, 工 ) 三 UCV, f)G==1,2) 如 引 理 
4. 2.4 所 述 ,并 排除 引 理 4. 2. 4 所 述 的 例外 情形 . 设 E GL(V)， 
则 g7U'COV, hh Lg 三 GU(V, hh,, L,) 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 
存在 eE 及 ' ,使 4 二 =e '!'ae(Va € K), De CL,, f(rg, yg) = 
f(x, y)e, 并 且 Q(zxg) 三 QiCz)eCmnod L,)(Yzx, y EV). 特别 
当 = hi = hz Li = LH 时 , g € GUGOV, h, L). 

证 明 Yx、y EV, 定 义 h 有 (rz, y) = hi(rg, y8)，, 则 hs 是 V 
上 Js- 半 双 线 性 型 ,GU (V, hs, Ls) 一 gGU(V, ho， Lo)g-!1. 对 
UO, 和 GU(CV, 六,, 工 ,) 应 用 引 理 4. 2.4 即 得 ; 上 

为 了 证 明 § 4. 1 中 的 主要 定理 , 定 出 N=U'(n, K, h, 上 ) 达 
UCn, KK, 让 在 GL(n, KK) 中 的 扩 群 天 ,我 们 将 分 久之 GU (n, KK， 
与 XX 科 GU (n, KK, 了 ) 两 种 情形 来 讨论 . 在 后 一 种 情形 下 ,我们 
设法 在 站 中 找到 SLCn, 天) 的 一 个 根子 群 ,然后 用 下 面 的 引 理 定 
出 X. 

引 理 4.2.6 设 U'(n, KK,h, LN<Un, KK, 有 ,有 是 N 在 
VV(n, KK) 上 不 可 约 . 设 N 三 XX 达 GL (n, K), 并 且 呈 含有 
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SL(n, KK) 的 一 个 根子 群 , 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(i) X>SL(n, K); 

(ii) 天 是 域 ,n 为 偶数 ,f 是 交错 型 , X= Sp(n, K，, 内; 

(iii) 天 = Fi, 1 为 偶数 , U' Cn, K, h, 工 ) = Qn, F,, Q), 

X= O(n, F,, Q). 

证 明 当 n = 2 时 ,由 入 不 可 约 知 , 有 g EN 将 XX 所 含 的 
SL(n, 玉 ) 的 根子 群 了 共 斩 到 了 = g-'Tg 关 T,X 之 (T, 了 了 ) = 
SL(2, 玉 )，(i) 成 立 . 

以 下 设 4 过 3, 则 N 不 可 约 且 本 原 ,X 也 是 如 此 . 设 了 是 和 所 
含 的 SL(n, K) 的 根子 群 的 全 体 所 生成 的 群 , 则 XX >Y. 由 定理 
3. 5.1 知 了 不 可 约 . 于 是 又 可 用 定理 3.2.1 得 :Y = SL(n, K); 或 
Y 三 Sp(n, 天， 万 )， 对 某 个 放 , 且 YSp(n, KK, 所) 仅 当 K = FF， 
时 才 可 能 . 当 Y = SL(n, 天) 时 Gi) 已 成 立 . 故 设 Y 三 Sp(n, K， 
/1). 由 于 V 上 已 定义 了 一 个 非 退 化 内 积 f，V 上 每 个 玉 - 线 性 函 
数 p 对 应 于 一 个 vEY 使 zg = f(z,v), Vx EV. 从 而 SLCn， 
天 ) 的 平 延 二 ,* 具 有 形式 r。, : z> 工 十 FFCz, v)u, 其 中 (u,v) 一 
0. 每 个 gEENSU 天 ,站 将,, 共 轿 到 gt vg = To,ws 从 
而 将 SL (Cn, 天 ) 的 根子 群 7,, ,= {Tt6, ,jee 工 ) 共 罗 到 T。,。. 若 存 
在 T..。 二 了 使 x、v 不 共 线 , 则 存在 g, E N 定 驻 w 且 将 (v) 变 到 
《01) 关 (v), gi Tog1 一 Ts <Y. 这 导致 


Vy()= {rEVIT, .<Y}S wv, vi), 


Vy(u) 是 至 少 二 维 的 子 空间 .但 由 Y=<Sp(n, 天 ， 万 ) 知 ,Vy(u) 的 
维 数 只 能 是 1, 产生 矛盾 . 故 T,,,<Y 一 (4)= (v) 一 
flu, u)= 0. 即 : WuEV, Vy (uF0 <> flu, u)=08 
Vylw) 二 (ww). 当 Y=Sp (mn, K， 有 1) 时 , 对 任意 0 关 xEy 有 
Vy(w) 关 0, 从 而 flw, w) = 二 0, Vy (wu)= (x). 这 说 明了 是 交错 型 ,是 
Y==(T,, .10 了 WEV) 二 Sp(n, 及， 让， (ii) 成 立 . 设 Y Sp(n, K， 
万) 从 而 KK 二 Fi. 此 时 f 只 能 是 交错 型 . 记 P(Y) = {0 关 uE€ 
Vlp,1E€Y), 这 里 p.,1 二 7 是 Sp(n, F,, 用 的 辛 平 延 . 则 Y== 
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(oiljxzEPG7)) 过 Spa，P， 方 . 当然 我 们 设 了 竺 Sp (n, fF,， 
(否则 , (ii) 成 立 ), 于 是 NN Qtn, Fi, Q). wwEK(=0 或 1)， 
记 P= 二 10xEVIQCw)==a}), 则 Qln, ,QQ) 传递 地 作用 在 集合 
P。 上 (a==0 或 1), 可 知 z€EP(Y) 一 > PowCP(Y). 若 P(Y) 含 有 
uo 使 QCuo)=0，、P(Y) 己 Po. 可 取 wu.v€ Po 使 fl(u, wv)==1, 于 是 
Qutv)=1, 且 petoi= po,ipe,1po1EY, 从 而 w+v€EP(Y), 
PiSP(Y). 但 这 意味 着 P(Y) 包含 所 有 的 非 零 向 量 , 了 = Sp (n， 
Ff,，f), 这 与 假设 矛盾 . 这 证 明了 P(Y) 与 P。 的 交 是 空 集 ， 
P(Y)=Pi,Y= (ps1 |Q()=1)=Otn, Ff,, Q), Gii) 成 立 . | 

我 们 知道 , 当 LSIL 时 有 U'(V,h, LS<U'(V,h, 1), LF 
工 的 情形 仅 当 charK =2 时 可 能 发 生 . 下面 的 引 理 说 明 ,U'(V , h， 
工 ) 添加 一 个 适当 的 西平 延 可 生成 一 个 U'(V，, h, L). 

引 理 4.2.7 设 char K=2, N=U'(n, K,h, L)<UGn, K, 
万， cs:ZhZz 十 7Czyzo)cxo 是 Um, KK, 有) 的 西平 延 , 其 中 
Qu)EL, coE Ki\L. 设 X=(N， ps.。), 则 下 列 结论 之 一 成 
立 ; 

(DD) X= TUGn, K, h, 工 ), 其 中 蕊 =={s 十 aco 4&1s€L, a€ 
K}L. ; , 
i) n= 二 2, 关 二 TU(2, 已 , hs, 也 ), 其 中 区 是 大 的 子 体 , 且 包 
含 工 和 co， Li={staco als€EL, a€EE}, vi(hs)=1. 

证 明 集合 S={a€ Kj|p,.s。EX} 是 加 法 子 群 , 目 包含 工 及 
co 从 而 TrKCELSESEK,. 

记 E= {AEK12S4CS}. 我 们 证 明 E 是 的 子 体 , 且 包 含 L 与 
co， 满 足 条 件 无 一 瓦 . 月 当 n 之 3 或 当 L$FZCK) 时 EE=Kk. 

易 见 记 对 乘法 封闭 且 包 含 1. 对 任意 入 、 EE, cES, 有 


(十)ch 十 如) = 二 ch 十 heh 十 :TrOUch)€s. 


这 说 明 E 对 加 法 封闭 . 从 而 五 是 天 的 子 环 . 
记 B8= {XE€K'| 存 在 g EX 将 wr>huo), 则 B 是 KK 的 子 
群 . 我 们 证 明 BC E. 对 任意 1+€ B, cE€5S, 按 B 的 定义 有 gE€X 
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将 wr> huo. 于 是 gp 8 一 Puc 一 Pw. € 久 ,AE S. 这 说 
明 ASA 导 S, AE€ E. 可 见 BCE. 

对 任意 0 关 s EL,N 可 将 wr> suo. 这 说 明 工 握 五 . 对 任意 
AEE, 由 TrA 二 4 十 4EL 知 1 二 Tr 十 XE E. 这 证 明了 巨 一 巨 . 由 
于 假定 1€ 工 , 对 任意 0 关 4E€ EE, 有 i141€LCE, 再 由 iE 
E 及 E 对 乘法 的 封闭 性 ;得 4-!1 一 4。4-i14-1E EE. 这 证 明了 EE 是 体 
且 包 含 元 . 

如 果 工 不 含 于 到 的 中 心 , 则 由 命题 1.7.8 知 志 生成 的 体 等 于 
天 ,于 是 五 一 天， 

设 n 二 3, 按 引 理 3. 3.4 的 证 明 , 对 任意 zeEazdt 且 Q(zo) 关 0， 
和 N 可 将 xerrQ(Czo)xo, 从 而 Q(zxo)EB. 且 由 于 V 是 至 少 3 维 的 非 
退化 空间 ,从 引 理 3. 3.4 的 证 明 中 还 知道 :所 有 的 Q(zo) 关 0(xoE 
ut ) 与 也 一 起 生成 的 体 等 于 天 ,于 是 E=. 

设 2 一 2. 取 工 奇异 向 量 vo EV ,使 (uo,vo)==1. 则 N 可 将 
uot>vo， 从 而 将 所 有 的 Peo,e EX 共 示 到 Po, EX. 对 每 个 0 关 c€E 
S, pw,:EX 可 将 worruo 十 cvo, 从 而 将 ps.1€EX 共 因 到 p40, E 
XX. 于 是 g = po, ep-isoiPutomo1 全 六 , 它 将 wr>c wc 1!1€8B, 
从 而 c € B 过 E*. 这 证 明了 EE 包含 5, 当 然 就 包含 工 与 co. 

当 #n 宇 3 时 ,E 二 ,TU(n, KK, h, S) 有 定义 . 我们 证 明 
二 TU(n, K,h,S) 且 S = 工 . 对 任意 工 - 奇 异 向 量 0 关 w EY， 
有 g EN 将 ur> 如, 对 某 个 4€ 天 .于 是 对 任意 < ES 有 
8 ou 二 Dw, 二 Poxx 六 , 当 c 取 遍 S 时 ,XA 也 取 遍 5S. 对 任 
意 5- 奇 异 向 量 w, 当 QCw) Kf 工时 ,可 写 w= 二 十 by 使 Qt)， 
Q(v) EL, (u,v) =1, 且 6 € S\L. 对 任意 c € 5S,p,,, EX 将 
umr 十 bw 二 w, 从 而 将 p,,. € XX 共 罗 到 p。,。 EE XX. 这 证 明了 
Pw,c € 对 所 有 的 Q(w) ,cE5 成 立 . 所 有 这 些 p,, .生成 TUCa， 
K,h，S) 达 X. 另 一 方面 , X = (N, ps.) 之 TUGn, K,h， 
1) 三 TU(n, KK, h,，S). 这 证 明了 X= TU(n, K, h, LL) = 
TU(n, K, h, S), S = LL. 
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设 n 二 2. 我 们 知道 玉 是 KK 中 包含 及 co 的 子 体 , 且 当 工 生 
Z(K) 时 E=K. 取 L 上 奇异 向 量 vo。 EV ,使 (wo, v0) 一 1, 记 Ve= 
E., 四 EE 是 wo、 vo 张 成 的 2 维 E- 空 间 ,he 是 A 在 Vs 上 的 限制 . 则 
所 有 的 ps,。， po,clc € S) 生成 Vz 上 的 TU(C2, E, h,, S) 三 X. 
仍 由 X 三 TUC2, E, hs, L) < TU(2, E, hz, S) 知 ，X = 
TU(2, E, hz, S)HS=L. 1 


§ 4.3 TU (nn, 天 ， h, 工 ) 的 扩 群 


本 节 证 明定 理 4.1.1, 即 定 出 
N= TU 天, 1) < TUn, K, f) 


在 GL(n, 尺 ) 中 的 全 部 扩 群 ,其 中 = 十 ph 非 退 化 , 工 关 0. 且 
不 妨 设 2 二 一 1 及 1 € 工 . 我 们 将 把 f(x, y) 简 记 为 (zx, y). 

| 思 之 3 时 ,不 妨 用 极 大 的 人 = TU(n, K,h, Li) 三 X 
(i 二 Z) 代替 NN, 当 == 2 时 可 记 和 N= TU(2, E。, h, 上 ), 其 中 
E。 是 工 在 KK 中 生成 的 子 体 ,此 时 不 妨 用 极 大 的 N, = TU(2, E， 
h, LL )(K EE,, LL) 代替 六, 经 过 这 样 的 代替 之 后 ,化 成 
这 样 的 情形 ;不 存在 NN 达 TUCn, EE,h, 工 ) 雯 和 使 二 好 二 . 我 们 
证 明 : 在 这 样 的 假设 下 必 有 :0G) 久 户 N; 或 Gi) XX 已 SL(n, 慌 ). 当 
=KK 即 N= Sp(n, KK, 有 ) 时 ,由 定理 3.2.1 即 得 所 需 结论 .以 
下 设 工 夭 天 , 从 而 TUC， 天, AZ) = TU(n, KK, Q, L), 对 
QCz) = 二 h(x, x). 特别 , K 关 了 F,. 

由 于 Y 上 已 定义 了 一 个 非 退化 内 积 / ,每 个 线性 函数 PE 7 
对 应 于 一 个 vEV, 使 zp = f(x, v), Vx EV. 从 而 平 延 r, , 具 
有 形式 r,。: zh 工 十 (z,v)u, 其 中 (u,v) = 0. 特别 ,西平 延 
Pe: 一 re 而 对 gg EGLOV) 有 Eg tg = Tg, 8* € GL(V) 
由 /xzg -1 y) 二 f(x， yg')(Yzx，y ETy) 决定 . 特别 , 当 g € 
Utn, ,人 时 ,有 gg"' 二 g. 而 (cr 一 rw SL(n, 天) 的 根子 
群 具有 形式 Tv = (rw.wla € KK}, 其 中 心 岂 是 非 零 向 量 , 且 
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(xy w) =0. 

如 果 闵 将 工 -奇异 线 互 变 , 则 由 引 理 4.2.2 知 XX 三 GUCV ,有 h， 
Z)，N <IX, 定理 成 立 . 若 不 然 , 则 有 g1 € XX 将 某 个 LL- 奇异 向 量 
wo 送 到 zi 一 wog1， 使 Q(z1) KK 工 , 外 包含 u's = Tou,, uo(5 EEL) 在 
8 下 的 共 斩 g7 Tw ,8 一 Tn,y;， 其 中 一 wg? , 且 (zi, 1) 一 
(uog1, Uogi ) = (uo, uo) = 0. 

情形 1 对 所 有 使 工 一 zxogi 非 奇异 的 gi 和 捷 科 和 奇异 向 量 zo， 
Y1 二 Uog? 与 Zi 都 共 线 . 

在 此 情形 下 ,由 (zl，y) 一 0 还 可 知 Xl 迷 向 ， 我 们 证 明 这 将 
导致 过 TU(n, ,hh, 工 ) 对 某 个 工 | 当 卫 成 立 , 这 与 世 的 极 大 性 
相 违 背 . 说 明 情 形 1 实际 上 不 可 能 发 生 . 

由 yi、 zi 相互 正 交 且 共 线 , 知 zi 迷 向 , Q(z1) € Ki\L, 但 是 
Q(zi) K 工 ,可 见 Ky 关 工 关 0. 这 只 有 在 char K 一 2 时 才 有 可 能 . 
当天 是 域 时 , 它 只 能 是 特征 2 的 非 完全 域 . 总 之 ,K 是 无 限 体 ,并 
且 工 是 无 限 集合 ( 见 命 题 1.7.7). 我 们 证 明 ; 可 选 g1 € Uln, K， 
了 ,从 而 g7'ps, :81 一 ,EX 对 所 有 的 sE 工 成 立 . 

由 yi 、zi 共 线 可 记 = azi，aE 天 ， 则 X 包含 Try 一 
tmz Vs € L, 取 奇异 向 量 z 使 F(o，z) = 1,， 则 一 
Za x) EX 将 Ul 变 到 二 十 UsX1, 如 果 有 某 个 sE€EL 使 
as &K Kj， 则 相应 的 非 迷 向 ,这 与 情形 1 的 假设 相 违背 . 故 对 所 
有 的 s EL 都 有 a € Ky, ds = 二 Sa, tow, = Pe, E Uln, 
KK, 有 ) 们 六 ,i 二 wipzr,s 二 wi 十 sazi. 由 于 zi 非 奇 异 ,我 们 证 明 
必 可 选 s E 工 使 去 非 奇异 .车 不 然 , 对 所 有 的 0 闫 ;EL 都 有 
Q(z) sa + saQ (ri)sa = 0(mod LL), 从 而 (sa) -Q(z ) (sa)-! 
三 (sa)7 1 十 Q(z1) 三 0(mod 工 ), (sa)-! 三 Q(z1) 关 0(lmod L). 但 
工 是 无 限 集合 ,总 可 取 两 个 相 异 的 非 零 的 s,、s, € 工 , 并 取 ss = 
GT 十 $5231) 得 (sa) 一 (Ga)-: 十 Q(z1)) 十 (Ga)-1 十 
Q(z1)) 寺 0(mod ZL), 引出 牙 盾 . 这 证 明了 ,总 可 选 % E 工 , 使 
Zl 一 Mi 十 SoQZ1 一 UPz,, s0a 非 奇 异 . 用 wi、 Pz, so 分 别 代替 wo。、g,， 
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即 化 为 g, E U(n, KK, 有 ) 的 情形 ,从 而 p.,,, € XX 对 所 有 的 s€EL 
成 立 . 

下 面 证 明和 含有 一 个 p。,., 其 中 ww 关 0 奇异 ,但 cK 工 . 记 
Xi 二 Wi 十 cv1, 使 ww、wvi 奇异 并 且 满 足 flu, vi) = 1，c 三 
Q(z) 关 0(Cmod LL), 但 c € 天、 对 任 一 0 和 关 E 工 ,X 包 含 
Out = paspalepa, 0 一 Corecpu ,再 用 0 E N 
作 共 匈 可 知 ps ,co。 ,- € X. 到 两 个 不 同 的 非 和 si1、52 生 工 , 则 得 
pou, epne) psn. cp,e) 一 Oo EX, 其 中 0 = sicsi 十 sacss = 
(5 十 sz)clsi 十 52) 十 TrGsics) 由 c 尘 Q(zi) 关 0(mod 世 ) 知 
cl 天 0(mod L). 这 证 明了 六 含 有 ps,., 使 QCu) EL 但 cK 工 ,由 
引 理 4.2.7 知 届 的 子 群 Ni = (N, p,,.) 等 于 TU(n, K, hh, 工 ) 
或 TU(2, 瓦 ,hz， Zi) ( 当 n = 2, 对 天 的 某 个 子 体 已 二 工 ) 使 
请 她 L, 这 与 世 的 极 大 性 相 矛 盾 . 这 证 明了 情况 1 不 会 出 现 . 

情形 2 nn 过 3, 且 可 选 g1、 uo 使 yi 与 x 不 共 线 . 

在 此 情形 下 , N 含有 元 素 ge 将 一 a 而 
将 yi 移动 到 y, & 《yi)， 人 rungo 一 re ,yy 其 中 czl = 
Zi8o, 从 而 和 包含 iten, yg1 一 zy 由 yy 不 共 线 知 它们 在 
(go1)' 下 的 象 uo、 y 也 不 共 线 . 于 是 可 取 w € uit\yt, 上 且 可 选 (y， 
w) 二 1. 对 每 个 a € K，N 含有 元 素 


turw:TH TI (rT, Ww)auo tt (rT, auo) (Ww + QWw) uo), 


它 固 定 w 且 将 y 变 到 > 十 auo. 于 是 习 包 含 


二 二 和 _ a 
Teuo， ozauo， Teuo， yiauo, i Teuo， aug Tou,, ug 9 


其 中 90=acla E 尺 ) 跑 饥民 . 了 含有 SL(n, K) 的 根子 群 T,,。 = 


to,w10 EE KK} 及 其 在 任意 g € N 下 的 共 轿 g*1T,,。g 一 Tv， 
其 中 = uog，(u) 取 遍 所 有 的 奇异 线 . 对 V 的 任意 非 平凡 子 空间 
W ,都 存在 奇异 向 量 u & W 且 w& W+, 从 而 T,, ,过 处 不 定 驻 W. 
这 说 明 XX 所 含 的 SL(n, KK) 的 根子 群生 成 的 正规 子 群 X。 在 V 上 
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不 可 约 . 由 定理 3. 2.1 知 Xo = SL(n, KK) 或 Splr, KK, 了 /1), 对 某 
个 有 .但 Xo 同时 包含 grIT ,wg1 二 Tow,y 和 go'Ts,ygo 一 
7 ,>,， 其 中 yy、yy; 不 共 线 , 故 X。 不 可 能 等 于 Sp(n, 居 , 用), 从 而 
只 能 天 >Xo = SL(n, K). | 

情形 3 x 二 2, 且 可 选 g1、uo 使 yi 与 x 不 共 线 . 

这 一 情况 下 的 证 明 在 文献 [48J 中 可 以 找到 .下面 只 叙述 主要 
的 思路 ,而 省 去 了 一 些 比较 困难 的 推 证 过 程 . | 

Xi1、》1 不 共 线 且 相 互 正 交 , 组 成 二 维 空 间 V 的 正 交 基 .由 了 
非 退化 知 z1、y, 非 迷 向 . 特别 ,此 时 f 不 能 是 交错 内 积 , 必 有 J 关 
1. 

如 果 天 是 域 , N = SU(2, K, /有 ), TrK =L= Kj. 记 A= 
{4 EK" 144==1), 则 每 个 XE A 决定 一 个 元 素 g(2) EN 将 zr> 
hz rr 和 二 hy. 对 每 个 s € KJ, 有 Tn 一 BY Tm, ul! E 
和 从 而 


BM lr , y 8 CA) x Tar Ty ss Ta2zi， 1 € X. 


注意 , 窟 E Kj 仅 当 水 = 二 尼 及 二 1 时 才 有 可 能 , 即 尼 = 二 土 1. 对 
天 =F, 的 情况 ,在 文献 [5] 中 已 经 定 出 了 G = GL(2, 9) 的 全 部 子 
群 , N == SU(2, 3:) = SL(2, 3) 在 GL(2, 9) 的 所 有 的 子 群 如 定 
理 4.1.1 中 G)、(Gi)、(vi) 所 列 . 当 尺 关 F 时 ,总 可 选 1E A 使 六 区 
民 ;, 从 而 天 一 天 7 四 天 7 此 时 每 个 c E 天 可 写成 < 一 < 十 2 的 
形式 ,其 中 4、65 EK,. 于 是 rs 二 Taos, y Tox,,y，€ 六 . 进而 还 有 
ru 二 iTon,m81 EX X 包 含 SLC 天 ) 的 两 个 根子 群 
{ron.n1a€EK} 和 (tow,w1la € 天), 且 zi 与 zo 不 共 线 .这 两 个 根子 
群 足以 生成 SLC2, K) 三 X. 

以 下 设 是 非 交 换 体 . 可 选 奇异 向 量 wi、v EV 使 
(xy ) 二 1, 且 == 坟 4 十 601, 其 中 5 二 Q(y1) 关 0(mod Kj). zx 
会 于 入 二 《wu 十 oj》， 故 六 一 ai(w 十 bo) 对 某 个 auE 天 ' 成 立 . 
这 与 天 是 域 的 情形 类 似 . 我 们 希望 在 N 中 选 适当 的 拟 对 称 之 积 
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go = Sz;. ny. 将 zz 六 EX(sE 工 ) 共 思 e 到 Taz in 一 Zr yi € 
X, 并 希望 所 有 这 样 的 bs 生成 的 加 群 等 于 天, 这样 就 可 以 在 和 
中 找到 SL(2, 天 ) 的 两 个 根子 群生 成 SL(2, 玉 ) ,具体 说 来 ,我 们 对 


每 个 E 工 取 群 元 素 
8(4) = p,,, -Ga0 + -1 B16 po,, -6 EN, 


它 将 rirr 一 aaliz yi 一 入 1yi, 其 中 A= (6 十 外 (6 十 6)7 
可 以 取 遍 KK ' 的 乘法 子 群 
A= {A4€ K'|MBA= (mod L)). 


g(4) 确 实 是 两 个 拟 对 称 S2,%、S,.% 之 积 , 其 中 心 一 一 人 :而 
1 二 一 adhar!1.g(4) E N 将 平 延 ti,, E€ Xl(s EL) 共 轿 到 
ru ,yy EX, 其 中 w 一 iisaiarl 一 cgc= 和 is: 取 遍 工 , 而 0 = 
haha 1. 


进一步 ,有 Bircer ,SI 二 Tegu, uo € X. 

以 下 的 证 明 分 两 步 ， 

第 一 步 :证明 总 可 选取 c EL 和 0= haharlCAEA) ,使 cb 为 
非 对 称 元 . 

第 二 步 :证明 集合 E= (6E 天 |r ,EX} 等 于 KK, 从 而 久 合 
有 SL(2, 天 ) 的 根子 群 ,和 过 SLC2, K). 

实现 这 两 个 步骤 的 具体 过 程 比较 长 ,这 里 从 略 . 请 参看 文献 
[48], 


$4.4 0 天, Q) 的 扩 群 


本 节 对 艺 =0 即 N= Qn, 天, Q)(n 二 3) 的 情形 证 明定 理 
4.1.1. 定 出 NN 在 G = GL(n, 天) 中 的 扩 群 和. 
N = 二 Qln, 天， Q) 由 根 元 素 | 


tawiTir I fr, wu om flr, uw QCw)u) 
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生成 ,其 中 Q() =0= fw, w), dim(lu,w) 二 2. 每 个 短 根 元 素 
tu,w 可 写 为 两 个 平 延 之 积 Tw_QewuTw, -we 

如 果 六 将 奇异 向 量 互 变 , 则 基 已 和 N. 若 不 然 , 则 有 sg € XX 将 
某 个 奇异 向 量 uo 变 到 非 奇异 向 量 zi， 

情形 1 charK 关 2. 

取 非 奇异 向 量 wE ut ,6 二 Ql(w) 关 0. 对 任意 EK",N 包 
含 短 根 元 素 ,ww 二 To, wsmTw, -mw，X 包含 g(s) 一 SET bu, whi 一 
Ta yt 其 中 zi 二 Uogi, Ts = wal, Yi = wg?, Ys = 
Uog!1 ， 满足 Q(z1) 天 0， f(x, y1) 一 JJ Czi， 3y2) = f(x:, yz) 一 0， 
zx， y1) 一 co w) = 26. 由 于 bu ta, wtano 对 所 有 a E 天 
成 立 , 我 们 可 用 适当 的 ww 十 axe 代替 ww, 从 而 用 zs 十 cr; 代替 zi， 
化 成 f(z;,，z1) = 0 的 情形 .于 是 有 zx € 《zxz, Yi, yz)+. 由 0 关 
zi EY 知 dim(y1， Ys) 二 2, 可 再 取 xz， E zl，y1)i, 使 
(za 2) 二 一 1, 并 取 (zi, ,yz2)+ 的 一 组 基 {z4，…，xz,}), 则 
(zi，za，…，zo} 组 成 Y 的 一 组 基 . 在 这 组 基 下 将 G 写成 矩阵 群 ， 
则 

Ts) = Ty Tr -os EX 


的 和 矩阵 具有 形式 
1 0 0 0 
25s6 1 0 O 
ss s 1 Ol 
OO OO I 
如 果 能 在 X 中 找到 形 如 

1 0 0 0 
过 a 一 1 0 0 
x 0 一 1 0 
O 办， 这 


的 元 素 , 则 对 任意 *E 天 ,X 包含 
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1 0 0 O 

一 4s6 1 0 0 
Ts) = TC) TATT()A 一 Ss be a. 
O O OO 7 
从 而 包含 
1 0 0 0 
Ts) = Ti(s) IT (一 5) = SO a 

2sa 0 1 0O 

O OO I 


{ToGs)|s € K} 是 SL(n, K) 站 由 引 理 4. 2. 6 即 得 
XSL(n, K). 

剩 下 的 事情 是 在 X 中 找 出 上 述 的 A 来 .为 此 ,考虑 非 迷 向 线 
《zi 在 X 中 的 稳定 子 群 X-，, 并 定义 映射 


HP; Xr) —» GL(n 一 ]， 天 )， 


使 p (8) 为 从 矩阵 g E X,,，, 中 删 去 第 一 行 和 第 一 列 所 得 到 的 子 算 
阵 . 则 9 是 群 同 态 . X 中 定 驻 向 量 xi ( 即 第 一 行为 1，0, …, 0)) 的 
全 体 元 素 组 成 Xu ,的 一 个 正规 子 群 X. . 如 能 证 明 X, 在 p 下 的 象 
yg (X,) 包 含 A = diag(- 1，- 1,， 7), 则 人 A 在 浆 中 的 任 一 原 象 
就 是 所 需 的 人 . 我 们 有 

p(X) 二 X= (Ns), pT(s)) ls € 天 ). 


其 中 ? CN- ) 就 是 作用 在 xt 上 的 Q(x 一 1, 天 QI)， 而 
p(T(s)) ls € 天 ) 组 成 SLC 一 1, 天) 的 一 个 根子 群 . 当 n 之 4 时 ， 

由 引 理 4. 2.6 知 X, = SL(n 一 1, 天 ), 当然 X 包含 diag( 一 1， 
一 1, 7. 当 n = 3 时 ,在 绝 大 多 数 情形 下 ,存在 z E Ne， 不定 驻 
《x2), 从 而 zi 一 ?2(z) 的 共 轿 作用 将 p(X ) 所 含 的 SLC(2, KK) 的 根 
子 群 了 二 {p(T(s))|s € K}) 变 到 另 一 个 根子 群 了 = zi'Tz, 关 T， 


p(X ) 二 (T, 了) = SL(2, KK) 仍 包含 所 需 的 diag (一 1, 一 1). 


200 第 4 章 同一 空间 上 的 典型 群 的 相互 嵌入 


于 是 只 剩 下 n= 二 3 且 上 述 = 不 存在 的 情形 , 即 Nu 三 No 的 情 
形 . 这 只 有 在 |K| 三 5 且 Q(zxs) 天 0 时 才 有 可 能 .此 时 xz 一 
(人 za) 上 L(y) 且 QG) 天 0. 当 QGr)QG) E 天 时 ,已 有 A = 
diag(1, 一 1, 一 1) € N, < 二 X-. 剩 下 的 情况 ,QCrD)QCy?) 
人 天, 目 Ne 近 Ne 此 时 必 有 N = QC3, Ff, Q) 及 Q(x) 
一 一 QG)，7(zL) 一 1. 如 果 Q(z1) = 一 Q(x), = 一 26zxi 十 
za 是 奇异 向 量 , 且 被 了 (1) EX 变 到 非 奇异 向 量 rz ,而 (xz) 一 0. 
因此 可 用 z: 一 2&T() 代替 zi 一 x8gi， 化 成 已 解决 的 情形 "zt ) 一 
0. 当 Q(z) = Q(z,) 时 ,可 取 go 和 NN 将 茎 二 Ugl 变 到 Zs, 再 用 
T(Q) EX 将 zy 变 到 ZZ, = 26zi 十 zz Q(zZ) = 二 一 Q(z), 从 而 
v(X1) = 0. Zi 是 奇异 向 量 u 在 gigoT(1) EX 下 的 象 ,可 用 来 代替 
Zz1, 化 成 已 解决 的 情形 v(xi) = 0. 这 就 在 所 有 的 情形 下 都 证 明了 
所 需 的 A 的 存在 性 ,从 而 完成 了 char 天 关 2 情形 下 对 定理 4.1.1 
的 证 明 . 

情形 2 charK = 2. 

N= 二 0Q+ (4,2)<zG=SL(4, 2) 的 情形 可 通过 同 构 SL(4, 2) 
一 4s 来 解决 . 故 以 下 可 排除 N = Q+ (4, 2) 的 情形 . 

假如 有 某 个 Qn, 玉 ,Q, 工 ) 扩 和 X, 工 关 0, 则 和 已 在 8$4.3 中 
被 定 出 . 故 设 QC(n, KK, Q, L) 区 和 对 任意 工头 0 成立 . 

如 果 关 尼 N, 则 定理 4.1. 1 已 成 立 . 故 设 X 不 正规 化 N = 
Qn, 天,Q), 即 和 天 GO ,天 ,Q)， 存在 go E X\GO(n, K， 
Q). 我 们 由 此 推出 二 (N, ga'Ngo) 二 00， 天,Q, 7Z)， 对 某 
个 工 关 0, 得 到 与 原 假设 矛盾 ,从 而 完成 定理 的 证 明 . 由 引 理 
4.2.7 知 ,这 只 须 在 关中 找到 Sp(n, KK, ) 的 一 个 辛 平 延 p,,,, 使 
Q(xu) 一 0 天 c 即 可 . 

先 设 XX 三 GSp(n, K, 有). 并 记 X。= XX 门 Sp(n, K, 内 ， 
N= 二 Q(x, KK, Q@) 的 根 元 素 


tasw :TT fz, whut fx, uw + Qaw)u) 
可 写成 ti, w = WN,, whu, Q(w) 的 形式 ,其 中 Wu, ww : Xr>Zz+ f(r, w)u 十 
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f(xy az 和 po :XZ 十 flr, WU)Q(w)u 是 Sp(n, KK, 有 的 
元 素 . 当 Q(w)= 二 A 关 0 时 , Pw,a-'1 EEO, 民 , QQ). 而 当 Q(wi) = 
Qlws) 一 A 了 关 0 时 , ps.a-!iPw,.a-! € Qn, KK, Q). 如 果 能 够 找到 
一 个 g1 € X, 固定 某 个 奇异 向 量 ui 天 0, 而 将 某 个 rw € ut 变 到 
wigi; 使 QCwgi) 关 QCwD), 则 gi 将 ,二 3,wpPn,awry EN 共 
斩 到 g7 ,wg 二 Vi, wigPun,Qw) EX, 从 而 本! wn gi tw 8 一 
CEX, 其 中 c 一 Qisi) 十 QCw1) 关 0. 用 引 理 4.2.7 即 可 得 
X 二 0 K,Q, 上 ), 工 二 Kc 关 0, 恰 如 所 和 需 . 故 以 下 只 须 证 明 
上 上述 的 g, 存在 即 可 . 

取 g€ X\GO(n,k,Q), 则 8B 'N 8 关 和 N. 再 取 goE (EN 
8B)\N, 则 gE€ XoANGO(n, 天 Q). 由 引 理 4.2.2 知 GO(n, 天 ， 
Q@) 是 奇异 线 集合 在 GL(n, 天 ) 中 的 稳定 子 群 . 故 go& GO(n, K， 
Q@) 将 某 个 奇异 向 量 zw 送 到 非 奇 异 向 量 ze = uogo. 取 ws。E€ 
ut \《wo), 并 记 3 二 wogo. 则 go 将 ,ww 二 Ti, wpu,Qw) EN 共 
罗 到 TT。 = Bo ti, wlo 一 Va, ypDr ec) EE X. 取 奇 异 向 量 vi 使 
flvi, zo) 二 1, 并 记 a 二 fl(wi, yo). 则 yo 十 axro € oz, 由 于 
tu 二 tuo, wotosos 可 用 wo 十 at 代替 wo, 人 队 而 用 y 十 azo 代替 
Yo， 化 为 y。€ wv 的 情形 . 若 Q(yo) = 0, 取 奇 异 向 量 y € (ww， 
Xo) 二 使 f(yi, yo) 一 1. 注意 ,ToE X。 固定 yo, 有 自 v) € yt\《yo). 
若 QCo7T。) 关 0 二 Qlvi), 则 gi==7T, 恰 如 所 需 . 否则, Q(vT,) = 
. 0, 有 ziEN 将 viTor>v, Tozi € X 固 定 奇异 向 量 v 且 将 yi E 
vi 送 到 yiTozi, 使 QC(yToz1) = Q(yT6) = Qlyi 十 ro) = 
Q(zo) 关 0 = Q(y1), gi 二 Tozi 恰 如 所 需 . 剩 下 的 情形 是 A = 
QGyx) 和 关 0. 记 二 一 wTo 一 w 十 QGoozo 十 %， 则 xz，zo) = 
joy Xo) 二 1， f(xi, yo) 二 0. (zy zo)+ 是 非 退 化 子 空间 , 且 包 
含 y。, 因 此 含有 向 量 y2 使 QCys) = Q(yo) 一 A 且 jy ，yo) 一 0 尖 
0. 取 T) = CariooerE NM， 则 了 固定 zx ==v1T。o, 从 而 = 
177 7 € X, 固定 奇异 向 量 v. 并 且 & 将 wm E of 送 到 yogi 二 
Yo 十 5A yi 十 BAT!'zo, 使 
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QCyo 81) = Qyo dt bA ys) + QA zo) 
二 (Q(yo) 十 pA- + ATA) + A Q(zo) 

= @(y0) + 8A QT) A QCyo). 


&1 一 g1 恰 如 所 需 . 
以 下 设 关 艾 GSp(n, Kf). 我 们 证 明 此 时 XX 之 SL(n, 天 ) 
从 而 和 记 SLCn K). 。 


我 们 有 zz 人 4. 取 Sg8 € X\NGSp(n, KK, /). 则 由 引 理 4. 2. 1 
(2) 知 ,存在 奇异 向 量 x ,使 太 gi1 关 (ug1)+. 从 而 可 选 w € ut 使 
wa 多 (8 ， 即 Fe w) = 二 0 关 f(ugi, wg'). 注意 到 t+ 可 由 
非 奇 异 向 量 张 成 ,我 们 还 可 选 上 述 的 w 非 奇异 . 记 zi = wg, zi 一 
gil， 则 f(z1，zs) 关 0, 且 可 用 f(x, zx)-iw 代替 w, 从 而 用 
zi ZX2) 2 代替 zz， 化 为 f(z, Z2) 一 ] 的 情形 . N 包含 短 根 元 
素 太 ,。 一 TT Ys EE K', 其 中 6 = Q(w) 关 0. 久 包含 


| Me 
Ts) 于 8S1 tu, nog) 和 Tzi， syit sy Tr,, sy 9 


其 中 yy = wg? ,yi 二 ug? , dim(yi, y2) 二 dimlw, u) 二 2. 且 由 
(my WU) Cw AU) 和 yi yn, Xa)+. 由 了 (x, XxX) 二 1 关 
0 知 (zi， zz) 非 退化 , 《zi, zi) 站 (y, ys) = 0. 

先 设 n 二 6, 从 而 dim(zi，zs)+ 僵 4. 由 yi 与 y; 不 共 线 知 , 存 
在 go € la X Q(z, Xx)1) 过 NN 定 驻 ys (当然 也 定 驻 zi、 
7X2), 上 且 将 ym> yigo 闪光 了 XX 包含 


go Tls)goT(s) ! = 71,» Ys EK, 


其 中 yo = yigo 一 yi 天 0. 入 包含 SLC KK) 的 根子 群 {ri SE 
天 }. 应 用 引 理 4. 2. 6 并 考 虚 到 对 藉 GSpln, 天 ， 刀 ,可 知 和 全 
SL(n, K). 

以 下 设 n 二 4. 从 而 KK 关 F，， V = (zx, Xa) | (yi y2), fz1, 
ra) =1, fy, yy) 一 c 关 0. 


先 设 Zi，Z2) 一 1， 在 此 情形 下 ,我 们 不 要 求 Q(w) 关 0， 而 


34.4 Qn, KK, Q@) 的 扩 群 203 


允许 6 = Q(w) 取 任 意 值 . 我 们 希望 化 为 Q(z1) = Q(x) = 0 情 
形 . 任 选 奇异 向 量 却 E (x1, xs) ,如果 《zx1), 则 f(z, zz) 关 0. 
5 一 了 (1) 一 zt+iron 和 定 驻 (zi， zx) 中 所 有 的 向 量 , 从 而 
81 定 驻 i. 且 8 将 y:€ 引 送 到 yi 十 cxi Ut. 我 们 可 在 一 开始 就 
用 5 、2、ye 分 别 代替 g1、x、w, 化 为 Q(x) = 0 的 情形 ,从 而 仍 有 
zi， zz) 二 1. 于 是 设 Q(z1) = 0. 注意 Q(zs 十 Q(zrz)x1) 一 0. 由 
bw 二 wrape 知 , 可 用 双 十 QGr)x 代替 w, 从 而 用 xz, 十 
Q(zz)zi 代替 zx,, 化 成 Q(x,) = 0 的 情形 .对 任意 1 了 关 *€ K*, 有 
go 人 EN 定 驻 y1、 ys, 且 将 xz、zi 分别 送 到 4-?zx1、 Xz2. 于 是 , Ys EE 
天 ，, 包含 


Ti(s) = T(s)go'T (hs)go = T'S) rs, hsy 十 12528y2 TA 


2° Nyy 
= Crs, ity Ty, oo (Ts, A sy tedyp TaNz,, oz 
二 Ta Tt Dy T+ Dz syy* 
车 可 选 1 关 4€ K* ,使 六 一 1; 则 Ti(s) = tatty EXGE 


天) 已 组 成 SL (n, 天) 的 一 个 根子 群 ,由 引 理 4. 2. 6 即 得 和 全 
SL(n, 大 ). 若 不 然 ,X 包含 


cad 2 i 2 
Ti(s)go TT (Xs)go = Trans alr OR Tor Ds,. Xsy, 


元 (ts, Qt Dy TOS+IDz,, sy, ) (rr ， CE sy ) 


= Tr 372 9 


其 中 z = (如 十 1 十 Dizs 尖 0. 忆 包含 SLCo， 开 ) 的 根子 群 
{rn. ls € KK}), 仍 导致 YX 二 SL(n, K). 

剩 下 还 需 处 理 "ri，z) = 0 的 情形 .此 时 Qkzri, zs) 是 天 的 
某 个 二 次 扩 域 E 的 乘法 群 E' 的 子 群 . 我 们 已 假设 天 关 已 ， 
IK| 二 4, 可知 12 人 zi，z)| 全 5. 此 时 ,我 们 坚持 要 求 8 = 
Q(w) 关 0. 在 此 设法 选 三 个 元 素 = 一 4 X 16,,, € N(i=1,2， 
3)，4iE Q(z zy) 及 一 组 5 € KK* ,使 shA1 十 sshs 十 534, 二 0 关 
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si4 十 sth 十 54， 从 而 在 X 中 找到 平 延 


了 一 上 (zr 17 (3 )zi) 一 To 4， 32 


其 中 4 一 si4 十 3%4: 十 34: 夭 0, 从 而 是 无" 中 的 可 道 元 , br,4A 了 
0. 上 述 4.sG = 1，2，3) 可 以 这 样 得 到 : 先 任 选 四 个 不 同 的 
4 Er Xa), 1 三 7 达 4, 注意 ,4、4), 在 到 上 线性 相关 仅 当 
4, 二 hj. 故 所 选 的 4A;(1 三 i 达 4) 在 居 上 两 两 线性 无 关 . 如 果 
A 十 人 十 A 二 0, 4 一 4 十 4, 则 4 和 4 十 4 Ail 十 4s 十 
A, 关 0, 用 4, 代替 A; 即 可 使 Al 十 A; 十 A 关 0. 由 dimxE = 二 2 知 
4G 二 1,，2, 3) 在 玉 上 线性 相关 ,存在 不 全 为 0 的 5sG 二 1, 2， 


3), 使 2 4=0, 且 由 4, 两 两 线性 无 关 知 s;(i 二 1, 2，3) 都 不 为 

0, 由 Al 十 As 十 43 关 0 知 s; 不 全 相等 , ss 闫 5 或 s 关 5 成 立 , 若 
3 

>)54; 一 0, 则 


3 3 
0 一 > 523.4， 一 5 >)5i4， 
;一 1 1 一 1 


一 3S(s 一 $1)As 十 Sa(ss — 51) 4s, 


4: 与 4; 在 天 -上 线性 无 关 , 产 生 矛 盾 . 故 2 5Ai #0. 这 样 就 找到 


了 满足 所 述 条 件 的 A;, si(i = 1, 2, 3), 于 是 可 取 z;= 4， Xx ly, y,) 
< NG - 1, 2, 3) 而 得 到 


3 3 

7。 一 TI (z T's;)z,) i Tra, Sy1+s yg Tr A;, si32 

i=1 i=1 
一 Fr Ao, yy TzaA0s YT6r1A, 2 Tro, ye? 

其 中 4 = 一 54 十 9%4: 十 s4: 一 0， Xo = ord 一 OX1(sIZz1 十 

34 十 554s 天 0, ru E€ XX 是 平 延 .如 果 zx。E€ (x1), 可 青 取 zx EE 


lx, Es xX ly ya? E N, 将 Xo 送 到 某 个 Xo & (X17，, Do 
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zire,yz 一 Tc 后 X. 由 此 可 见 我 们 总 可 找到 一 个 平 延 rz, 6E 
于 使 xzoE (zy zz)\《z1). 记 住 Xz 二 wg1, yz 二 ug? ,于 是 v= 
Tog1' KF T1871') 一 (u), yg1) =u, Bits yg = Tv EX. 
由 v Ewi\(u), Ys €E 民 存 在 g。E€ NN 固定 ww 且 将 vr>v 十 ss 
TE To go = Tia = pr,s € Sp(4, 天门 . (os € K} 组 成 
Sp(4, KK, 用) 的 一 个 长 根子 群 , 间 时 也 是 SL(4, 天) 的 一 个 根子 
群 . 由 引 理 4. 2.5 知 ,这 导致 二 SL(4, K). 


第 S 章 
由 含 零 矩 阵 得 到 的 扩 群 


本 书 的 下 面 儿 章 处 理 C:、C4、Cs 问题 , 定 出 C3、 C4 或 Cs 类 子 
群 的 扩 群 . 我 们 的 方法 主要 是 矩阵“ 打 洞 ”技巧 . 这 三 个 问题 将 分 别 
在 第 6 章 至 第 8 章 具体 解决 . 而 本 章 则 是 针对 这 三 个 问题 的 共同 
点 ,将 它们 归结 为 更 一 般 的 问题 , 即 : 

对 环 尺 及 其 子 体 品 , 求 D 上 的 典型 群 入 = 二 SL(n, D) 或 
U'(n, D, A, 工 ) 在 G = 二 GL(n, R) 中 的 扩 群 . 

本 章 讨论 的 是 :在 这 个 更 一 般 的 问题 中 ,如 果 已 经 在 N 的 扩 
群 和 中 找到 了 一 个 含有 足够 多 的 零 分 量 的 元 素 g1, 如 何 设法 在 
(N,， si) 达 和 中 找 出 一 个 比 N 更 大 的 典型 群 来 . 这 样 我 们 就 完成 
了 解决 C:、C4、Cs 问题 过 程 中 的 一 个 共同 的 重要 步骤 . 在 以 后 的 
三 章 中 剩 下 的 工作 就 是 找 出 这 个 含 零 矩 阵 g1, 以 及 处 理 一 些 较 困 
难 的 特殊 情况 . 


§ 5.1 C;、 Gis Cs 问题 的 一 般 化 


为 了 便于 统一 处 理 ,我 们 将 C;、C,、C; 问题 归结 为 更 一 般 的 
矩阵 群 的 问题 . 为 此 , 先 选 取 适 当 的 基 ,将 群 元 素 写成 矩阵 . 

Cs 问题 : 对 体 FF 及 其 子 体 天 ,要 定 出 N = SL(n, K) 或 
U'mn, 民 ,hh, LL) 在 G = GL(n, F) 中 的 扩 群 . 

可 以 认为 G C Mat,F 已 经 被 写成 FF 上 的 矩阵 群 ,而 NN 三 G 门 
Mat.K 是 KK 上 的 矩阵 群 . 

C, 问题 : 设 是 体 KK 的 子 体 , 且 dimrK 一 + < co, 要 定 出 
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NN 二 SL(n, 天 ) 或 U'a ,天 ,AZ ) 在 G=GLC, 开 ) 中 的 扩 群 . 
取 了 一 Y("， K) 在 天 上 的 一 组 基 2@， 一 {el， ”9 en}, 再 取 天 
作为 上 r 维 左 空间 的 一 组 基 之 二 (各 ，…， 卢 } (一 般 可 选 
i 二 1). 对 任意 Ci、 Cj; 记 ei; a Cjei, 则 6= {en|l i<n, 1 
过 r+) 是 V ==V (nr, FF) 的 一 组 基 . 
K 作为 + 维 左 F- 空 间 可 以 在 基 之 下 写成 上 维 行 向 量 空 
间 MatixF, 每 个 0 二 "arb; € 天 (所 有 的 au € FF ) 写 成 行 向 


量 三 = (41,…, a,), 尺 = {6 19E€ KK} 就 等 于 MatixF. 如 果 vE 
V 二 Vln, KK) 在 左 天 - 基 @ 下 的 坐标 为 (0 ，…，b0.) € MatixnK， 
则 v 在 左 F- 基 下 的 坐标 为 (0,，…, 人 ) E MatixwF 

在 基 @ 下 可 将 GL(CVY/P) 的 元 素 写成 上 的 nr 阶 方 阵 ,并 且 
把 GL(nr, F) 中 的 方 阵 g 写成 分 块 形式 g 一 (4;,),x,， 所 有 的 块 
A;; E Mat,F. 每 个 wE 天 在 玉 上 的 右 乘 作 用 wm : gb> bx 是 天上 


的 左 严 -线性 变换 ,可 在 基 之 下 写成 Mat,F 中 的 矩阵 a”, 使 gx 一 


6 ao. 映射 wr> ao 将 玉 嵌 入 Mat, 设 嵌入 象 为 开 w. 在 左 天 - 基 
ES 下 可 将 GL(n, 天) 中 的 元 素 .8 写成 玉 上 的 矩阵 g = (wj)sx。E 
Mat.K 的 形式 . 再 将 每 个 矩阵 元 素 a; € 天 换 成 相应 的 cgp € 
Kr CMat, 玉 ,就 得 到 g 在 左 FF- 基 @ 下 的 矩阵 


8 = (a )xs E GL(n, Kr) < GL(nr, F). 


这 样 ,g = (4;),x, E€ GL(nr, FF) 含 于 GL(n, 天) 当 上 且 仅 当 它 的 所 
有 的 块 4v 含 于 Ke，C, 问题 就 变 成 求 N = SL(n, Ka) 或 U' Cn， 
Kr, A, 了 ) 在 G = GL(nr, FF) 中 的 扩 群 ， 

C, 问题 : 按 Aschbacher 的 'C， 类 子 群 的 定义 的 直接 推广 ,是 
对 域 下 上 向 量 空间 口 二 V(xn, F) 和 WW=V(r; Ff) 的 张 量 积 V = 
WCzU 定 出 N = SL(W) @ SLCU) 或 其 子 群 UP , 户 ) 四 
UU, 有 1) 在 G= GL(V/F) 中 的 扩 群 .VV 二 WU 0 
矩阵 组 成 的 空间 Mat:x,PF, 群 N = SLCW) @ SL(U) 由 Mat 
上 形 如 
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Xr BXA(A € SL(ln, F), BE SLCr, F)) 


的 矩阵 相抵 变换 组 成 . 

体 , 且 在 天 中 互 为 中 心 化 子 , 且 作为 左 F- 空 间 的 维 数 dimsK = 
4d 二 oo. 取 V = Mat,xnK 看 作 上 左 空间 , 则 dimsV 一 xzrd. 设 TT 
是 V 上 形 如 


Xr BX’A(A € GL(n, K), BE GL(r, E), o € GalK/F) 


的 变换 组 成 的 群 , 则 荆 过 GL(V/F). 设 N 等 于 SL (n, 天) 或 
U'(n, 天 ， H'), N, 等 于 SLCr， 五 ) 或 UCr， 五 ， H,), 


N= {Xr> BXAIA € NI, BEN,})<L. 


我 们 希望 定 出 N 在 GLC(V/F) 中 的 全 部 扩 群 . 

现在 设法 选取 nrd 维 左 下 空间 V 的 适当 的 基 , 在 这 组 基 下 将 
GL (V/F) 写 成 矩阵 群 GL (nrd, F), 使 群 T( 从 而 N) 具 有 好 的 形 
式 .为 此 , 先 取 天 的 左 F- 基 空 == {6&11 三 演 4d}) (一 般 可 取 = 
1). 对 每 个 1 之 i 之 x, 1 入 j 达 7, 1 之 1 之 d, 记 ex 二 LE;, 即 
en EV 是 这 样 的 矩阵 , 它 的 第 (j, 分 量 为 6, 而 其 余 分 量 都 是 0. 
将 所 有 的 ein 按 字典 式 顺 序 排列 起 来 就 得 到 V 的 一 组 左 下- 基 2. 
这 里 , “字典 式 排列 顺序 ”是 指 :ei 排 在 exjw 的 前 面 =>i 二 i', 或 
i 二 志 且 jj 二 ,或 i 二 i 且 j== 7 有 目 hk. 

与 C, 问题 中 类 似 ,可 在 基 之 下 将 每 个 09€ K 写成 行 向 量 
GE MatixsF, 从 而 天 被 写成 六 = {5 19 € KK} = MatixsF. 每 个 
a € 天 在 天 上 引起 一 个 右 乘 变换 ar : gr 0a 和 一 个 左 乘 变 换 
ar : Oh al0. 所 有 的 an(aE 天) 都 是 玉 上 的 左 天 -线性 变换 . 当 w EE 
时 ,a 也 是 左 到 -线性 变换 . 每 个 cE GalK/ 也 是 天 的 左 严 - 线 
性 变换 . 玉 上 这 些 左 天 -线性 变换 都 可 以 在 基 之 下 分 别 写 成 上 
d 阶 方 阵 < 中、a2、c2 , 它们 在 天 上 的 作用 可 以 通过 用 这 些 相应 
的 矩阵 去 右 乘 每 个 6 e 天 来 实现 . 这 样 ,， Ke 一 {o 如 le K} 和 
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Ei 一 (aj? |a € EF} 都 被 嵌入 MataF 成 为 子 体 . 映射 vcr> a 是 KK 
到 Ka 的 同 构 , 而 ar> a 是 到 Ei 的 反 同 构 . 而 or>o ”将 
GalK/F 幅 入 GL(d, FF) 成 为 子 群 旦 正规 化 Kr 和 Ei. 

每 个 v= (0;),xs EV( 所 有 的 6;E€ 民 ) 在 基 2 下 可 写成 FF 上 
nrd 维 行 向 量 ( 即 v 在 这 组 基 下 的 坐标 )( 久 ，…, 的 ,0,，…， i， 
,从 而 V 写成 MatixweF. o€ GalK/F 在 V 上 的 
作用 就 是 将 v 中 每 个 扩 变 到 Bo 中 ,从 而 o 在 基 4 下 的 矩阵 就 是 与 
“ 纯 量 ”o 中 对 应 的 “ 纯 量 阵 ”o” = 1” 的 co., 每 一 对 矩阵 A E 
GL(n, KK) 和 BE GLCr,) 所 诱导 出 的 V = Mat,x,K 的 相抵 变 
换 Ar @ Bi :vt BvAh 在 基 6 下 的 矩阵 具有 张 量 积 形式 4 @ 
B = 二 (aj;B).xs， 其 中 和 4 = (a@;)),x. € GL(n, Kn) 为 在 A = (a;;),x， 
中 将 每 个 Qij EK 换 成 相应 的 Qi 一 (ai 如 EE Kr 而 得 到 ,而 B = 
(Bi)wxr € GL(r, E1) 由 B= (6,),x; 在 E 上 的 转 置 矩 阵 B87 = 
(bi )rxr 中 将 每 个 bi EE 换 成 相应 的 Bi = (bi) € Ei 而 得 到 . 这 
样 ,所 有 这 样 的 相抵 变换 Ar @ Bi 组 成 的 子 群 M 就 被 写成 了 和 矩阵 
群 


M= GL(n, Kr) ® GL(r, Ei), 
NV 是 它 的 子 群 . 而 群 了 的 矩阵 形式 为 
D = (GL(n, Kr) @ GL(r, EL)) (GalK/F). 


以 上 Cs、C4、C; 问题 可 以 总 结 和 推广 为 下 面 更 具 一 般 性 的 问 
题 : 

设 刃 = Mat' 尺 是 体 玉 上 全 方 阵 环 , 万 是 尺 的 子 体 . 求 N 一 
SL(n, D) 或 U'(n, D,A,Z) 在 G=GLO，R) 中 的 全 部 扩 群 . 

〈 注 :当然 也 可 考虑 更 一 般 的 情况 ,假定 R 是 一 般 的 含 1 环 . 
但 从 本 书 解决 C;\、C4、Cs 问题 的 需要 ,假定 R = Mat, 也 就 足够 
了 ,这 样 可 以 避免 对 R 的 性 质 作 更 多 的 讨论 . ) 

在 这 个 一 般 性 问题 中 , 取 r = 1 就 变 成 Cs 问题 . 取 万 使 
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Matix:F 是 1 维 右 D 空间 就 变 成 C; 问题 . 对 > 的 某 个 因子 d < ， 
取 MatsaF 的 子 体 K 使 MatixsF 是 1 维 右 K- 空 间 , D = 172 四 
天 , 就 变 成 比 C4 问题 更 难 的 问题 : 定 出 Ne 二 SL(n, K)@I"m (在 
MatsF 上 取 张 量 积 ) 或 其 子 群 在 GL(nr, F) 中 的 扩 群 . 

NN 过 SL(n, DD) 在 G 二 GL(n, R) 中 有 一 些 显 然 的 扩 群 X. 首 
先 , 介 于 SL(n, R) 与 GL(n, R) 之 间 的 任 一 子 群 X 显然 是 所 求 的 
扩 群 之 一 ,这 可 以 说 是 N 的 “最 大 的 ” 扩 群 . 友 过 来 ,考虑 SL (n， 
D) 在 GLC*，R) 中 的 正规 化 子 和, 则 介 于 六 与 信之 间 的 群 承 可 
以 认为 是 “最 小 的 ” 扩 群 . 最 大 的 扩 群 可 以 认为 都 是 已 知 的 . 要 定 出 
所 有 的 扩 群 头 , 只 须 先 搞 清 楚 “ 最 小 的 ” 扩 群 到 底 是 哪些 ,再 搞 清楚 
“ 非 最 小 的 ” 扩 群 关 ( 即 X 不 正规 化 N 的 情形 ) 到 底 是 哪些 . 我 们 
很 容易 想 出 一 个 尽 可 能 大 的 子 群 < GL(n, R), 使 它 正 规 化 
SLln, D), 但 要 证 明 它 就 是 入 的 正规 化 子 却 并 不 容易 . 因此 ,我 
们 采取 的 方案 是 : 先 想 出 一 个 这 样 的 ,再 定 出 所 有 不 含 于 工 的 扩 
群 . 了 二 
设 Nr(D) 是 乘法 群 D' 在 R* 中 的 正规 化 子 . 将 每 个 5 € 
Na(D) CC Mat,F 与 “ 纯 量 阵 ”1 6 = diag(6, …, 6) € GL(n， 
R) 等 同 起 来 ,在 这 个 意义 上 可 以 认为 VeCD) 二 GL(n, R). 显然 
Ne(CD) 正 规 化 GL(C，D), 从 而 了 = GL(n, D》，Nx(D) 正规 化 
GL (n, DD) 并 进而 正规 化 SL(n，D). 这 个 下 就 是 我 们 所 想到 的 正 
规 化 SL (n, DD) 的 尽 可 能 大 的 群 . 事实 上 它 就 是 SL Cn, D) 在 
GL(n，R) 中 的 正规 化 子 . 但 我 们 并 不 预先 假定 这 一 点 ,也 不 先 设 
法 证 明 这 一 点 . 我 们 只 需要 知道 它 正规 化 SLCz，D)( 而 这 是 显然 
的 ), 搞 清楚 它 的 构造 ,并 定 出 所 有 不 含 于 它 的 扩 群 . 在 定 出 所 有 不 
含 于 工 的 扩 群 和 后 ,很 容易 就 看 出 是 SLin, DD) 在 GL(n, R) 中 
的 正规 化 子 . 

我 们 来 看 在 C:、C4、Cs 问题 中 NaCD) 和 下 各 是 什么 :除了 正 
规 化 子 Ne(CD) 以 外 ,我 们 还 需要 用 到 D': 在 RR* 中 的 中 心 化 子 
Cg(D). 当然 Cr(D) < 过 NrCD). 

在 C* 问题 中 , R = 下 自身 就 是 体 .如 果子 体 D 含 于 下 的 中 心 
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(特别 当 书 是 域 时 是 如 此 ), 则 
Nr(D) = Cr(D) = F"*, 
T=GL(n, D).F'*. 

在 C; 问题 中 ,每 个 ge DC Mat,F 与 它 的 第 一 行 5 之 闻 的 对 
应 是 7 维 左 FF- 空 间 DD 到 Matix:F 的 同 构 .每 个 a € 尺 对 应 于 唯一 
的 9(a) € DD, 使 Oa)= (a, 0, …, 0), 映射 ar>0(a) 是 体 下 到 
DD 中 的 单 同 态 . 将 每 个 a E 下 等同 于 bg(a) ,可 认为 下 是 万 的 子 体 . 
每 个 € GalD/F 在 Matix.F 上 诱导 出 一 个 -线性 变换 广 ，> 访 ， 
从 而 对 应 于 一 个 矩阵 PE GL(r, F) ,使 廊 = 6P, 且 =P-1'9P. 
将 这 个 P 与 o 等 同 起 来 , 即 可 认为 (GalD/F) 过 GL(r, D)==R*. 

.我 们 有 
Ng(D) = D* % GalD/F, Cia(D) = Z(D)', 
r= GL(n, D) X GalK/F. 
在 CC， 问题 中 ， D" = Te OO Ki 9 
NaCD) = (K* . GL(r/d, EL)) (GalK/F); 
Cn(D) =I®@GLG/d, ED), 
T= (GL(n, Kr) © GL(r/d, E1)) (GalK/F). 
注意 ,这 个 工 与 前 面 在 叙述 C, 问题 中 定义 的 下 是 一 致 的 . 

这 样 , 对 我 们 所 关心 药 'C:、 CCs 问题 ,Nr CD) 和 工 的 结构 
都 是 清楚 的 .对 C,、C; 问题 , 求 满足 条 件 W 妇 和 < 工 的 扩 群 入 基 
本 上 就 是 Cs 问题 ,引用 第 4 章 中 关于 Cs 问题 的 定理 ,就 可 以 知道 


所 有 这 样 的 扩 群 X. 对 C, 问题 ,『 比 N 大 得 很 多 ,但 我 们 并 不 是 
要 求 V 之 SL(n, D) 的 扩 群 ,而 是 求 


No= N, ® N, 过 SLO ,Ka) 因 SLC/d, FE) 
在 GL(nr, F) 中 的 扩 群 ,N。 与 之 间 就 相差 不 多 了 ,它们 之 间 的 
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群 仍 可 以 认为 是 已 知 的 . 

因此 ,以 下 只 须 考虑 入 三 SL(n, D) 在 GL(n, R) 中 这 样 的 扩 
群 了 XX, X 不 含 于 工 .从 这 样 的 和 中 可 取出 元 素 gi = (cz sx & 工 . 
在 本 章 中 要 证 明 : 假 如 能 够 选 gi 使 它 的 特定 位 置 的 分 量 为 0, 那 
么 就 能 在 (N,g1) 三 XX 中 找到 乏 竹 元 素 T 了 KT, 使 T 一 I 的 几乎 
所 有 的 元 素 都 是 0, 进 而 能 够 在 (N, T 二 XX 中 找到 比 N 更 大 的 
典型 群 人 的 根子 群 , 并 证 明 XX 二 人. 

在 本 章 以 下 各 节 中 ,除非 另外 声明 ,我 们 总 作 如 下 假设 :R 是 
体 玉 上 的 全 方 阵 环 Mat.F ,7 二 1; DD 是 R 的 子 体 ,从 而 口 的 有 乘 法 群 
D*’ <R"==GL(r, 『F); Nr(D) 是 D* 在 R* 中 的 正规 化 子 ; T= 
GL(n,，D)。Nr(《D)，, 因而 正规 化 GL(n, D). 在 涉及 到 DD 上 的 
酉 群 时 ,假定 J 了 :ar>a 是 DD 的 对 合 ,Uln, D, A, 工 ) 是 关于 J 的 西 
群 , 其 中 A 具有 第 1 章 所 说 的 标准 形式 , v = v.CA) 是 这 个 酉 群 的 
Witt 指数 , 且 之 1 (在 大 多 数 情 况 下 我 们 假定 > 2 ). 

在 此 假设 R 是 全 方 阵 环 ,是 因为 在 处 理 C;、C,、C; 问题 时 只 
遇 到 R 二 Mat,F 的 情况 . 不过, 本章 的 引 理 5. 2.1. 引 理 5.5.1 及 
其 证 明 对 更 一 般 的 含 1 环 R 也 是 成 立 的 . 

我 们 涉及 到 两 个 环 下 和 R= Mat,F, R 上 的 mw X% 和 矩阵 4 同 
时 也 是 FF 上 mr X kr 矩阵 ,为 了 区 别 起 见 , 我 们 记 4xs, (或 A ) 
来 表示 4 是 R 上 的 m X 上 (或 m Xm) 和 矩阵 ,而 记 A“*? (或 
A") 来 表示 4 是 下 上 的 m X 衣 (或 m XxX m ) 和 矩阵 :.R 上 的 矩阵 4 
在 R 上 的 转 置 记 作 47 ,而 它 在 已 上 的 转 置 记 作 A'. 如 果 不 作 另外 
的 说 明 * 记 A= (CA) nxs € Mat,xiR 时 总 认为 A 的 块 A;; ER,A 
第 i 个 R- 行 是 指 子 矩 阵 (4a，…，Ai) (R- 列 的 意义 类 似 ) ,而 称 
4 的 第 i 行 ( 或 第 7 列 ) 则 是 指 它 作 为 上 和 矩阵 的 第 i 行 (或 第 j 
列 ). 


每 个 9€ D 是 FF 上 rr Xr 矩阵 ,将 它 的 第 一 行 记 作 直 . 则 9 由 


6 唯一 决定 .DD 中 满足 条 件 让 二 (a, 0, …, 0) 的 元 素 g 对 应 于 唯 
一 的 a € F, 可 以 与 a 等 同 起 来 ,这样 就 将 DD 的 一 个 子 体 幅 入 下 . 
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当 -~ 一 1 时 ,整个 刀 被 嵌入 下 作为 子 体 . 当 > 2 时, 如果 对 每 个 


ZE 下 都 存在 (并 且 唯 一 ) 0 全 使 5= (C，0，…，0)， 则 在 这 个 
意义 下 我 们 把 下 看 成 DD 的 子 体 . 


8 5.2 线性 群 SL(n, D) 与 含 零 矩 阵 生 成 的 扩 群 


本 节 讨论 入 = SLC DD) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 和 .由 下 面 的 
引 理 5. 2. 1 可 以 看 出 ,含有 足够 多 零 元 素 的 g1 € GL (n, R)\T 与 
六 生成 的 扩 群 具有 特别 的 重要 性 . 

对 任 一 个 含 1 环 S, 我 们 定义 SL(n, S) 为 由 所 有 的 了;(c) 
以 关 j，c 5) 生成 的 群 .这 里 Ti(c) = 了 十 cE;, ck; 是 S 上 第 
G， 力 -分 量 为 其 余 分 量 为 0 的 阶 方 阵 .为 了 叙述 方便 ,我 们 也 
允许 1 一 J， 即 定义 Tilc) = T+ ekE.. 

引 理 $.2.1 设 R 是 含 1 环 ,D 是 RR 的 子 环 , 且 包 含 R 的 单 
位 元 lx,， Nar(D) 是 D' 在 R* 中 的 正规 化 子 . 设 n 二 3, N = SL(n， 
D), P=GL(n, D). Nr(D). 设 g1= (osxEGLO R)\T,H 
4 二 0 对 j 二 2 成 立 ,Y 一 (N, giNg71). 则 有 RR 的 子 环 S 邓 DD 
使 Y 宇 SL(n, 5S). 

证 明 (5.2.1.1) 记 S= {cE€RITn(c)EY}. 则 5S 是 如 的 
扩 环 , 且 Y 之 SL(n, S). 

车 Tu(c) E 了 对 某 一 对 有 和 /成 立 ,考虑 Tu(c)+! = 
Tw( 士 c) EY 在 所 有 的 Pi E SL(n, D) 下 的 共 罗 , 知 T,( 士 c) E 
Y 对 所 有 的 ;天 7 成立. 这 证 明 cE Se>Ti(c) EY, Vi 关 j. 对 任 
意 的 6.c €E S, 有 


Tu (6) (Tc))+! = Tu (6 士 c) 和 Y 
及 
T, (bc) 一 Ti OT (c)7T (一 0)7 (一 c) EY, 


即 2 士 c， bc E 9， S 是 R 的 子 环 , 并 是 Y 二 《Tic) |e € S$)= 
SL(n, S$S). 由 YY 之 SL(z，D) 知 9 过 了 D， 
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剩 下 只 需 证 明 S 关 D, 即 Y 含有 某 个 Tc)，c& 也. 
(5.2.1.2) 定义 嵌入 映射 


p:SLn— 1, R)—> SL(n, R), Pr> diag (1, P). 


如 果 存 在 T= 二 了 十 asEw 十 … 十 anFE EE SLln, R)\SL(n, D) 使 
Typ(SLQn 一 1 D))T 之 了 , 则 存在 Tn(c) EYyo= (9 (SL(n 一 
1, D)), Ty(SL(n 一 1,，D))T- 7 过 了 Y 使 < 了， 

由 了 和 & SL(n, D) 知 有 某 个 a: K D,& 2. 如 果 2 三 二 
n 一 1, 取 Tw(1) € 9p (SL(n 一 1,D)), 则 


i 
恰 如 所 需 . 如 果 a, 〖 D, 则 

Ta) = Ta (DTT,,(— DT IEY， 
再 用 TCa,) 代替 工 即 可 . 


(5. 2. 1. 3) 如 果 有 sED 和 i， 之 2， 使 aijsan! ¢ D,， 则 S 关 
D. 


对 满足 所 述 条 件 的 s 和 i、j, 有 
T= giTn(s)gr!' 一 了 十 azsEz 十 … 十 as EY, 


其 中 wow = aisaiil & D. 由 (5. 2. 1. 2) 得 S 关 了 DD. 
、(5. 2. 1.4) 引 理 结论 成 立 . 
只 需 考 虑 不 满足 (5. 2. 1. 3) 所 述 条 件 的 情形 , 即 a;sani!: € DD 
对 所 有 的 太 7 之 2 和 sED 成 立 ， 
将 gi 写成 分 块 形式 


Wid 
号 一 
A 


使 hs € GLC 一 1， R), A € Matw_ wiR. 则 以 上 假设 也 就 是 
说 Azzsan € Mat,-1D. 特别 取 5 一 ]， 得 Azan! € Mat,_1D. 
对 每 个 PE SLln 一 1, DD), 取 z= 9(P) = diag(l, P) € 
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SLn, D),， 则 


g2 = g1zg81 一 a Y, 其 中 Bs = AssPAzz'. 
如 果 可 选 P 使 Bos 多 Mat,_1D, 用 gs 代替 gi, 即 可 用 (5. 2.1.3) 得 
出 所 需 的 结论 . 

以 下 设 对 所 有 的 P 了 都 有 Bss E Mat,_1D. 由 于 PP ! 也 含 于 
SLC — 1, D), By! = AwP 4 € Mat,-1,D, 可 见 Bs, € 
SL(n 一 1,，D). 这 说 明 hz 正规 化 SL(n, DD), 于 是 g: 的 准 对 角 部 
分 go = diaglan，Ahzz) 正规 化 2 (SLC 一 1, D)) = (diag(1， 
P)|IP € SL(n 一 1,D)}. 注意 ,T= gigs! 具 有 形式 J 十 azEzi 十 
十 asEm, 且 


Tp(SL(n—1, D))T = go9 (SL 一 1，D))8 <Y. 


如 果 工 SL(n, D), 则 由 (5. 2.1.2) 得 出 所 需 结论 . 

以 下 设 了 = gigs!1€ SL(n, D), 用 T-!g, € Y\T 代替 gi, 可 
在 不 改变 Y 的 前 提 下 化 为 g = go = diag(lan, Aw). 记 4= 
42aiil E Mat,_1D, z= diag(1, A). 则 gi = zan. 

如 果 4 ! 也 含 于 Mat,-1D ( 当 DD 是 体 时 必然 如 此 ), 则 A € 
GL(n 一 1, D), zx € GL(n, D). 对 任意 s € D, 由 Aysaii' € 
Mat,-1D, 得 A”'Azssaii' 二 (ailsaiil)7 € Mat,_1D, 即 allseiil € 
DL. 这 就 是 说 anDai = D, a 正规 化 D, 含 于 Nx(D). 但 这 导致 
二 zan € GL(n, D). Nr(D) = 本 , 产生 蔬 盾 . 

唯一 剩 下 的 情况 是 4-: = (bi)z<i, <n 多 Mat,_1D. 这 只 有 在 
D 不 是 体 时 才 有 可 能 . 设 bu 4 DD 对 某 一 对 有 、! 二 2 成 立 . 注意 
8 一 (zal) ! 二 aniz ! 一 aildiag(1，4-). 取 7T1(1)EN, 则 
g3= giTu(l)gr =zTu(l)z ! =I1+hEyst +hE,.€EY, 
其 中 b= bu KD. 用 SL(n, D) 中 的 置换 阵 Pu 作 共 罗 , 可 得 

gs = 也 83P。 

= T+6E 十 bE 十 … ct biE,,,1 € Y\Mat,D. 
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如 果 有 某 个 j 三 nn 一 1 使 b; & D, 用 (5.2.1.3) 即 可 .否则 ,z= 了 
十 bsE,, 十 Bt 十 bs-1E,, an—1 € SL(n, D),， 而 2 & 也 ， 可 用 了 一 
g4z1! 二 Tm(b,) 代替 gi, 由 (5.2.1.2) 得 所 需 结论 . 1 


§ 5.3 全 方 阵 环 的 子 环 与 子 模 


由 于 有 了 引 理 5. 2. 1, 只 要 能 在 N = SL(n, D) 的 扩 群 和 中 
找到 引 理 所 述 的 含 零 矩阵 g1, 由 引 理 就 有 一 个 SLCn, S) 三 X. 为 
了 定 出 六 ,当然 需要 搞 清楚 S 的 构造 . 可 以 看 到 ,在 C:、C4,、Cs 问 
题 中 ,S 通常 是 五 的 某 个 扩 体 已 上 的 全 方 阵 环 Mat,E. 在 此 情形 
下 有 如 下 引 理 : | 

引 理 $.3.1 如 果 S = MatnE, 则 SL(n, S) = SL(nm, EE). 

证 明 记 XX= SL(n, 5S). 已 经 知道 X 包含 SLC， 五) 的 形 
如 TGEwD)(i 才 j,，s E€ E*) 的 平 延 . 还 须 证 明 久 包含 形 如 
Ti(sEw)(k 关 l1，s € E*) 的 平 延 .Ti(sEw) 是 准 对 角 阵 ,第 i 个 对 
角 块 为 Tu(s) € GL(m, E), 其 余 对 角 块 都 是 单位 阵 . 为 此 , 任 取 
1 三 j 达 nn 使 j 关 i 取 gi=TiGsEn) € X, gs = T(En) € X, 
则 gigsg1 !g2 了 一 = Ti(sEu) EX 形 如 7， (sEn)(i 关 j 或 & 关 ， 而 
sxE 玖 ") 的 所 有 的 平 延 都 含 于 X 并 且 生 成 SL (mm， EEE), 故 
SLlxm，E) 过 X 显然 和 过 SL(nm,，E). 于 是 X= 
SLam, E).1 

下 面 针 对 C: 、C4、Cs 问题 的 不 同情 况 , 定 出 S 的 可 能 的 构造 . 

对 Cs 问题 有 如 下 引 理 

引 理 5.3.2 设 KCF 是 体 ,并 且 将 FF 看 作 左 天 -空间 时 
dimxF 二 +r 之 oo. 设 S$ 是 KK 在 下 中 的 扩 环 , 则 S 是 体 . 

证 明 Y0 关 9€ 5S,F 中 rr 十 1 个 元 素 9(0 三 i 之 r) 在 K 上 
线性 相关 ,存在 不 全 为 零 的 a; € K(0 达 i 达 7), 使 a。 十 a9 十 
Qs 十 … 十 art 二 0. 取 最 小 的 + 使 a, 关 0, 则 


Q0 十 ai 十 as0 十 … 十 cg 一 0， 
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bp 一 一 ar 十 as 十 … 十 al 一 ) GE， 


这 说 明 S 中 的 非 零 元 在 $ 中 有 逆 元 ,S 是 体 . 1 

对 C; 问题 有 如 下 引 理 ; 

引 理 5. 3.3 设 下 是 体 ,K 是 R= 二 Mat,F 的 子 体 , 且 使 
Matix:F 是 1 维 右 大- 空间 .S 是 R 的 子 环 , 且 真 包含 天 . 则 存在 
P EGL(r, FF) 将 环 S 共 轿 到 PSP-! = MatsE, d 之 2 是 r 的 某 个 
因子 ,E 是 MatjsF 的 某 个 子 体 , 且 MatixwaF 是 1 维 右 E- 空 间 . 

证 明 W = Matix,F 是 不 可 约 右 居 - 模 ,而 S 真 包 含 尺 , 故 W 
是 不 可 约 右 S- 模 , 由 引 理 2. 5. 6(Weddernburn 定理 的 矩阵 形式 ) 
即 得 所 需 结 论 . d 二 2 是 因为 S 真 包 含 K. | 

在 C, 问题 中 , D = To @ Ka. 但 不 是 要 定 出 SL(n, D) = 
SL(n, Kx) I 的 扩 群 ,而 是 要 定 出 SL(n, Kr) CO SLCr， EL) 的 
扩 群 . 因此 S = {4 € RIT,(4) € XX} 还 满足 条 件 : 对 任意 的 A € 
S 和 PE SL(C,E), 有 


TaCP4P -0D = TO PT (A) (TO P) ! EX, 


从 而 P4P-:E 5S. 也 就 是 说 :8S 被 SL(r, Ei) 正规 化 .由 于 SLC， 
Kx) 包含 所 有 的 TauGT@a(ee Kr),S 包含 To @ Kr. 当 n 之 3 
时 , 引 理 5.2. 1 已 经 指出 S 是 环 , 因 此 我 们 需要 定 出 R = Mat,F 
中 被 SL(x, Ei) 正规 化 的 子 环 S 二 I" @ Kx 可 能 的 构造 .对 下 是 
域 的 情况 ,在 研究 C, 类 子 群 Ni @® N, 过 GL(n, F) @ GL(r, F) 
的 过 程 中 ,还 需要 计算 SLC，PF) 的 NN, 在 GLCw, 下 ) 中 的 扩 群 ,从 
而 需要 定 出 尺 = Mat,F 中 被 N; 正规 化 的 子 环 S 二 FI" 的 可 能 的 
构造 ,其 中 > 是 NN, 的 Witt 指数 , N: 是 尺 上 的 辛 群 . 酉 群 或 正 交 
群 . 
首先 ,利用 § 2. 5 叙述 的 关于 不 可 约 子 环 的 Wedderburn 定理 
及 2. 6 关于 正规 化 非 纯 量 可 约 子 集 的 子 群 的 结果 ,很 容易 对 域 
下 定 出 被 上 的 典型 群 正规 化 的 子 环 的 构造 如 下 : 
5| 理 5.3.4 设 F 是 域 ,rr 之 2, G = SL(r, F)、Sp(r, F)、 
SU(r, F, H)ECH) 之 1), 或 charF 天 2 且 G= Oo，F, 五) 或 
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QC, FF, HH). 设 S 是 FI? 在 R 一 Mat,F 中 的 真 扩 环 上 且 被 G 正规 
化 . 则 S = Mat,f, 但 下 列 情形 除外 ; 
(DG= SL(2, 2)= Sp(2, 2), S$ 一 {| 


a 


,bE. 
6 ,ole F 


F, 衬 F, 是 Ff =F 的 二 次 扩 域 . 


(ii) G 在 Matix,F 上 可 约 或 非 本 原 , 即 : G 之 O+ (2, 3),G 一 
SU(2, 2:), G 三 O002, 下 , 有 )(F = F, Fs 或 v(f) = 1 或 G6 二 
O(3, 3). 

Gi)G= QC4,F, (Cf) =2),S 在 GL(4, FF) 中 与 1* 的 
MatsF 共 思 . 

(iv)G 达 0C2, F, 也 )W(H) = 0),S 是 由 SO(2, 下 , 五) 生 
成 的 下 的 二 次 扩 域 . 

(vY) G = 0Q(4,, 归 )((H) = 0),S 是 FF 上 的 广义 四 元 数 
体 . 

证 明 由 于 SS 包含 FT, W = Matix:F 的 FS- 子 模 也 就 是 右 
S- 子 模 . 

先 设 S 在 W 上 可 约 , 由 于 典型 群 G 正规 化 非 纯 量 可 约 子 集 
S, 与 定理 2. 6. 1 的 证 明 同样 可 知 下 面 三 种 情况 之 一 成 立 ; 

(1) G 在 W 上 可 约 .此 时 例外 情况 生 ) 中 的 G 三 O+ (2, 3) 成 
YY. 

(2) W 是 非 齐 次 5S- 模 ,G 在 WW 上 的 作用 非 本 原 .此 时 例外 情 
况 (ii) 中 的 其 余 情 形成 立 . 

(3) W 是 齐 次 5- 模 . 用 适当 的 已 E GL(r, F) 作 苍 之 后 ,得 
到 5S= PSP- 一 71 四 因 S ,6<GLOm, 开 )@A, 其 中 KK 是 Si 在 
MatsF 中 的 中 心 化 子 (是 体 ) ,人 A 是 Si 在 GL(ad， 五 ) 中 的 正规 化 子 ， 
d ==r/m. 由 于 S 非 纯 量 且 可 约 , 2 三 4d 过 x. 这 仅 在 例外 情况 (iii) 
下 才 有 可 能 . 

现在 设 S 在 W 上 不 可 约 . 由 引 理 2.5.6 知 S 在 R 中 的 中 心 
化 子 是 体 ( 且 包含 ), 且 存在 PE GL(r, P) ,将 S 共 罗 到 S= 
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PSP-: 二 Mat 开 ,其 中 玉 是 MatsF 的 子 体 (4 = n/m), 且 使 
Matixx 互 是 1 维 右 天 -空间 .天 在 Matoz 中 的 中 心 化 子 天 :是 天 的 
对 偶 体 , 玫 二 To 办 天 就 是 3 在 Mat, 中 的 中 心 化 子 . G= PGP-: 


正规 化 $ 从 而 正规 化 玉 . 因而 含 于 玉 在 GL (r, FF) 中 的 正规 化 子 
GL(m, K) »% GalK/F. 

如 果 外 二, d 二 1, 则 5=RR 从 而 S = R, 如 所 和 欲 证 . 

设 4 关 2. G 定 驻 WW 上 的 m 维 KK,- 空 间 结构 ,这 只 有 在 例外 情 
况 G)、(iv) 或 (vy) 下 才 可 能 成 立 . 1 

上 耐 的 引 理 5. 3. 4 已 经 大 体 上 足够 在 第 7 章 中 研究 Ni @ N， 
的 扩 群 时 应 用 了 .但 是 它 还 没有 对 d = r/mm 盖 2 的 情况 定 出 R = 
Mat.F 中 被 SLC Ei) 正规 化 的 子 环 S 二 I" KK 的 可 能 的 构 
造 . 而且 当 n 一 2 时 ,集合 $= 二 {4 € RITwa(4) EX) 不 一 定 是 环 . 
但 此 时 5 一定 是 加 群 . 故 有 必要 研究 被 GL (x, 下) 的 某 个 子 群 C 
正规 化 的 加 群 $ 的 可 能 的 构造 .G 通过 共 斩 作 用 于 R 上. 在 这 个 
意义 上 可 以 将 RR 看 作 是 G 作用 下 的 模 ,而 我 们 就 是 要 确定 它 的 所 
有 的 可 能 的 子 模 S. 这 比 3 是 环 的 情况 要 困难 得 多 . 我 们 先 在 下 面 
的 引 理 5. 3. 5 中 作 较 为 一 般 的 讨论 ,然后 将 所 得 的 结论 应 用 于 本 
书 要 处 理 的 情况 ， 

引 理 5.3.5 设 r 之 2,R, 是 含 1 环 ,E 是 RR 的 子 体 ,K 是 E 
在 Ri 中 的 中 心 化 子 , 且 EE、K 生成 的 环 等 于 Ri. 设 $S 是 Mat,Ri 的 
加 法 子 群 , 且 被 入 = SLCr, EE) 正规 化 . 当 r = 2 月 = ,时 还 假 
定 S 是 左 KK- 空 间或 及 -空间 . 则 下 列 结 论 之 一 成 立 : 

0)S = QI?,Q 是 KK 的 加 法 子 群 . 

Gi) 存在 Ri 的 非 零 加 法 子 群 工 ,使 


之 {4 一 (Qij) xr | Qi; € 7 (Vi 天 7J)， 
an € ELE, (Vi)，Tr4 EE Q}, 


其 中 忆 是 Ri 的 加 法 子 群 ,上 且 包含 所 有 的 as 一 sala € E,s € 1)， 
ELE 是 工 张 成 的 双 E- 空 间 . 且 当 rr 之 3, 或 当 E 是 特征 关 2 的 域 ， 
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或 当 E 非 交 换 且 dimziwyE 过 ce 时 江 自身 就 是 无 上 的 双 空 间 ( 即 
LL 二 ELE). 当 玖 是 特征 2 的 域 时 沁 是 EF 上 的 双 空间 . 

(iii) 已 = F,( 从 而 Ri 三民 ) 目 r= 2. S= KI 多 KJ 或 $= 
(7 四 KJDH, 其 中 


二 | ,n= - 
1 1 1 0 

设 Ri 是 单 环 , 且 二 天 0 是 双 匹 -空间 又 是 双 KK- 空 间 , 则 工 = 
R. 

如 果 Ri 是 单 环 ,S 是 环 且 真 包含 玉 7o ,并 且 以 下 条 件 之 一 成 
立 ; (a)r 之 3; (b)E 是 域 ;Cc)E 非 交 换 上 且 dimzco 鳌 < oo. 则 除 引 
理 结论 (i) 所 述 情形 外 , S = Mat,R. 

证 明 对 任意 上 尖 2, 定 义 集合 

L={s€ RIsE,€ Ss), 


Li 二 (s € Ri| 存在 (ai)rx: ES 使 av 一 5)}. 


则 易 见 工 与 工 都 是 加 群 , 且 工 己 世 ,考虑 NN = SL(r, EE) 中 的 置 
换 阵 在 S 土 的 共 鲍 作用 可 知 工 与 亏 都 与 i、/ 的 选取 无 关 . 

(5.3.5.1) 设 r 之 3 或 EFi, 则 工 == 工 . 

任 取 s€ 工 ,我 们 证 明 s € 工 . eb ES 对 某 一 
对 ii 关 j 成 立即 可 . 

由 工 的 定义 知 ， 存在 4A。 = (ai)rxr 多 5, 使 cs = 5. 取 


1 0 人 


4i 一 1 1 A 1 1., 一 4。 
O 了 O 6 
S 0 O 
一 |* 一 5 :|E9， 
O O 


如 果 7 之 3, 则 进一步 有 : 
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A, 一 TD4T:(0D)-1 一 4; = awk + sk € 9， 
Ts(1)AsTs(1) ! 一 4 一 SEE SS. 
如 所 和 欲 证 ， 
如 果 r = 二 2 但 charE 关 2, 则 


1 0 1 0]-! 0 0 
A 一 A, 一 一 5 ES， 
全 多 | ! | ,| 人 


仍 达 到 目的 . 
现在 只 剩 下 r = 2 且 charE 二 2 的 情形 .但 了 下. 
x 0 
和 证 ,由 4 | “es 可 得 到 B= | | ,ae 
上 且 当 aw 二 0 时 ,c= 二 0, Bo。= sEu,sEL. 
注意 ,EE 的 中 心 Z(E) 一 EE 间 KK 含 于 Ri 的 中 心 .如 果 2(E) 取 
F,, 存在 1 关 *€ ZC(E)* ,于 是 


A 0 A 0 
A = Lu 一 4。 
“lo Eo 


|' “tes, 
x 0 
再 取 A = diag(( 十 1), (4 十 1)-!) 对 4, 作 共 印 ,得 到 的 Bo = 
A-:4AE S$, 即 具有 所 需 形式 . 
设 Z(E) = 已 天 已 . 则 已 非 交换 ,存在 已 "的 换 位 子 群 中 的 元 
素 c 关 1. 取 


0 “i 
|e 
0 1)’ "lo 1 x 0 


1 0 1 01 
Ws | ja | Bs 
0 5c 0 c 


| (c+ Ds(c!+1) 


se 
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再 用 A = diag(c 十 1, cle 十 1)-1) € SL(2, EE) 对 4, 作 共 罗 , 得 
到 B= 二 A-'A,A € S, 具 有 所 需 形 式 . 
容易 验证 : 当 aa 二 0 时 ,由 上 述 方法 得 到 的 B。 = sEls. 因此 ， 
只 要 能 选取 4, = (aj)zxs ES 使 aa=s* 且 aa= 0, 即 有 s€L. 
我 们 从 B。 出 发 ,构造 一 个 所 需 的 Ao. 为 此 , 取 


017™! 1 0 0 
mi | ul ml es 
1 1 1 1 S 8 


再 用 置换 阵 己 一 | E N 对 B, 作 共 亏 ,得 到 的 
> | "| és, 
0 3 

即 符合 要 求 .. 

(5. 3.5.2) 在 引 理 所 述 的 条 件 下 , 工 是 巨 或 ?上 的 双 空 间 . 

对 任意 s E 工 和 AEE', 取 A= diag(X, 4-!, 12»)€N,，, 
4 =A(sE)AT! ES, A, = Ar-IGEDAES. 则 当 r 盖 3 时 ,由 
4 一 (5)B ES 及 4 一 (CAE ES 得 WELZL, 荆 是 双 瑟 - 
空间 . 当 7 = 2 但 是 域 时 ,E 含 于 R, 的 中 心 , 从 而 中 心 化 工 ,由 
Al= 二 (Xs)E,€S 知 Xs EL, 即 工 在 EE 的 平方 元 集合 到 = 
人 |4 EE} 的 乘法 下 不 变 . 当 char 户头 2 时 ,每 个 ^E EE* 可 写成 
平方 元 的 代数 和 


4= (C+ 1)/2) — /2)? — (1/2)’, 


从 而 人 一 工 , 即 工 是 瓦 -空间 ,当然 也 是 双 五 空间 . 当 charEk = 2 
时 E? 是 域 . 如 果 刁 一 无, 即 忆 是 完全 域 , 则 工 是 到 -空间 . 否则 ,只 
能 说 工 是 EB 上 的 向 量 空间 . 

现在 设 r = 2, E 非 交 换 , 且 在 中 心 Z(E) 上 的 维 数 是 有 限 的 . 
由 推论 1. 7. 3 知 ,E' 的 换 位 子 群 C 生成 的 加 群 等 于 E. 任 取 s: EE 
L,cEC, 则 A 二 diag(c, 1)E€ N 和 人 A, 一 diag(1, c-!)EN 的 


§ 5.3 全 方 阵 环 的 子 环 与 子 模 223 


共 示 作用 将 sEis € 5 分别 送 到 Al (sE1s)AiT!== (cs) Ezs€5 和 
As(b1E1)Az! 二 (sc)Ew€5. 这 说 明 工 在 C 的 左 乘 和 右 乘 作 用 下 
都 不 变 ,从 而 在 C 所 生成 的 加 群 E 的 左 乘 和 右 乘 作用 下 不 变 . 即 
荆 是 五 上 的 双 空 间 . 

(5. 3. 5. 3) 如 果 引 理 的 结论 (iD 、(iii) 者 不成立, 则 工 一 万 天 


当 r 之 3 或 天 时 ,在 (5.3.5.1) 中 已 证 明 工 == 工 . 只 要 证 
明 工 , 取 0 即 可 . 若 不 然 , 则 工 = 0, 也 就 是 说 S 中 所 有 的 矩阵 都 是 
对 角 阵 . 如 果 S E 天 7, 显然 引 理 结论 GD 成立. 既然 我 们 假定 了 (i) 
不 成 立 , 必 可 选 4。 = diag (ai, …, a,) € S, 且 A。 多 KI. 对 每 个 
i 二 2， 5 € 五” » 有 


A 二 Ti;(s)AoT ls)! 一 A, = bEi; 和 9， 


b= 二 sa; 一 als ELL. 只 要 能 选取 i 和 s 使 6 关 0 即 得 LL 关 0. 若 不 然 ， 
则 对 所 有 的 i 和 s 都 有 5b == 0. 取 s 二 1 得 a; = a, Vi. 进而 sai = 
as 对 所 有 的 s E E* 成 立 ,ai 含 于 巨 的 中 心 化 子 开 .但 这 样 则 有 
4 一 a7E KI, 这 与 4 的 取 法 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 乙 关 0. 

以 下 设 ~ 王 2 且 五 一天 .此 时 已 与 玉生 成 的 环 R, 等 于 天 ,是 
特征 2 的 体 . 且 按 引 理 假定 ,S 是 左 天 -空间 或 右 天 -空间 . 只 要 能 
证 明 工 关 0, 即 存在 0 关 s € K, 使 sEi, € S, 则 对 任意 a€ 天 有 
(as TD)(sEs) 一 caPE ES 或 (ECG Ia) 一 oaE € S, 从 而 a € 
也 即 世 一 天 从 而 碾 , 一 工 一 玉 尖 0. 因此 ,只 须 证 明 鞋 关 0 即 可 . 

由 于 Gi) 不 成 立 , 必 可 选 4 一 (ai)zxz ES， 使 A。& KI. 在 此 
考虑 

4 一 Ta(1)4o72 (1) ~ Ao = avl + bE € Ss, 
其 中 和 一 all 十 as 十 azz; 
As 一 Ta0)4oTa(1) ~ Ao = arl + hE, ES， 


其 中 2 一 all 十 azl 十 az2. 
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先 设 可 选 A。 使 bs 关 0. 如 果 aza 二 0, 则 由 A= bzEls€ 5 已 
有 0 关 6b EL, 工 关 0. 若 不 然 , 设 azi 闫 0. 用 4， 代替 4。 可 化 为 
az 天 0 县 an 一 as 的 情形 .由 这 样 的 4。 得 到 的 6 = a1s 关 0， 
4;: = 一 aiz(GT 十 Ea), 由 于 假定 S 是 天 上 的 左 空间 或 右 空间 ,用 Kk 
乘 以 A; 可 知 cC 十 Ea) ES 对 所 有 的 a € K 成 立 .这 又 导致 


Ti (ad 十 En)T1.C1) 2 a(F, 十 E,) € Ss 


其 中 Ei 十 Ez 就 是 引 理 结论 (iii) 所 说 的 五. 而 引 理 结论 (省 ) 所 述 
的 J 二 吾 十 Ew,; 且 JH=I+ Ea € 5S.S 已 经 包含 5S, = 
(KT 十 KJ)H. 如 果 S = 3S， 则 (iii) 成 立 , 这 与 (5. 3. 5. 3) 的 假设 
相 了 矛盾 . 故 $ 还 应 包含 Bo = (bij)2x2 E Si1. 不 妨 用 Bo 一 bu(T 十 
Ena)— biH ES 代替 B。, 化 为 pb 一 0z 一 0 的 情形 . 当然 B。 关 0. 
如 果 bzz 二 0, 则 B。 = bnEn, bz 是 工 中 的 非 零 元 ， 工 关 0. 否则 ， 
bzs 了 关 0，Ta(1)BoTa(1) 一 Bo == bwEw € 工 , 工 含有 非 零 元 524, 仍 
有 工 关 0. 

如 果 可 选 A。 使 刀 关 0, 则 用 4 € 5 代 蔡 4。, 可 使 如 关 0， 正 
是 刚才 已 处 理 了 的 情形 . 

以 下 设 对 所 有 的 4A。€ S\KI1 都 有 5b 二 65 二 0, 即 @aii 十 arz 十 
42 二 001 十 azl 十 az 一 0. 于 是 as == Qaz 一 a 十 azz。 如 果 av = 
0, 则 4 一 ca7E 天 7， 产生 矛盾 . 故 ais 尖 0， 4 =a27E 天 "7 用 
玉 乘 以 Ai, 可 知 S KT. 于 是 不 妨 在 一 开始 用 4A, 一 aulT ES 代 
替 4。, 化 为 ai 一 0 的 情形 . 现在 aa 一 aol 一 4 天 0， Ao = a1), 
其 中 7 = Eis 十 Ew 十 Ez 如 引 理 结论 iii) 所 定义 . S 包含 S。 = 
人 7 十 天 4 一 天 7 十 天 7 如 果 S = 3 则 引 理 结论 (ii) 成 立 ,与 我 
们 的 假设 相 矛 盾 . 故 3 包含 B。& So 用 Bo 代替 A。 必然 导致 5 尖 
0 或 6 夭 0, 属于 已 解决 的 情形 . 

(5. 3. 5.4) 如 果 引 理 的 结论 (i)、(iii) 者 不成立, 则 结论 (ii) 成 


由 工 的 定义 知 ,所 有 的 4 = (4,),x, € 5 的 非 对 角 元 ai(i 汉 
7) 都 含 于 = 工 . 反 过 来 ,如 果 和 矩阵 B 一 (bij) rxr € Mat,R， 的 对 
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角 元 全 都 为 0, 非 对 角 元 全 都 含 于 工 , 则 B == > vB E 5. 特 
别 ,可 取 所 有 的 & = ai; E 工 , 得 到 4 的 非 对 角 部 分 B € S, 从 而 
4 的 对 角 部 分 4, = diag(au, …， ar) 一 4A 一 BB 也 含 于 S. 

剩 下 的 事情 是 讨论 4 € 3 的 对 角 部 分 应 满足 的 条 件 . 

对 任意 s€ 工 和 任意 i 闫 7 (当然 1 三 i, j 三 r), 有 sE; €5. 
对 任意 a € E, 取 P==T;(a) € SL(r, 玉 ), 得 


A= P(sE)P ' — sE; 一 (asa)E; 
= (a)E,;— (sa)E,; € S. 
所 有 这 样 的 A 生成 的 加 群 A 含 于 S， 
A= (A= diag(a, *…, a)la; € ELE, TrA € Q,}, 


其 中 Q& 是 所 有 的 as 一 se 人 ae € EE,s EL 生成 的 加 群 . 设 Q = 
{Tr4A|4 = (ax € 5, a € ELE}). 显然 Q 是 加 群 . 只 须 证 明 ，; 
如 果 4 = (aij),x; 满足 条 件 ay EL( 当 i 关门 及 a € ELE(V1)， 
且 TrA=g€Q, 则 AE€S. 由 QQ@ 的 定义 知 ,存在 B= (xy GE 
S, 使 所 有 的 6b € LGi 关 让, bi € ELE, TrB 一 9. 于 是 4 一 B 的 
非 对 角 元 含 于 工 ,对 角 元 含 于 ELE, 目 Tr(A 一 BB) 二 0€Q, 故 
A 一 BES5, 从 而 4=B+ (4 一 B)ES. 

以 下 证 明 R 是 单 环 的 情形 下 引 理 的 结论 . 

〈5. 3. 5. 5) 如 果 R 是 单 环 ,L 是 非 震 双 开 - 空 间 , 并 且 是 双 
玖 -空间 , 则 艺 == RI. 

工 在 KK 和 上 的 左 有 乘 和 右 乘 作用 下 都 不 变 ,从 而 在 太 和 玉生 
成 的 环 R 的 左 乘 和 右 乘 作用 下 不 变 . 即 二 是 Ri 的 双边 理想 ,再 
由 工头 0 及 尽 , 是 单 环 即 得 工 一 Ri. | 

(5.3.5,6) 设 尺 ;是 单 环 ,S 是 环 且 真 包含 天 To ,并且 以 下 条 
件 之 一 成 立 : 

Ca)r 之 3; (b) 瓦 是 域 ;(c) 已 非 交换 且 dimzsE 二 co. 

则 除 引 理 结 论 (iii) 所 述 情 形 外 ,，S 一 Mat,R. 

由 (5. 3. 5. 3) 知 : 除 引 理 结论 (iii) 所 述 情形 外 , 艺 尖 0. 由 S 是 
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环 且 包含 KI" 知 ,S 在 天 72 的 左 乘 和 右 乘 下 不 变 , 由 此 可 知 工 是 
双 天 -空间 . 由 (5. 3. 5.2) 知 在 条 件 (a) 或 (c) 下 工 是 双 五 -空间 . 当 
EE 是 域 时 , E 忆 K, 工 是 双 K 尺 -空间 也 是 双 EE- 空间. 于 是 由 
(5. 3. 5. 4) 知 工 一 Ri. 

对 任意 1 三 i, j 三 r,i 关 j 以 及 s € Ri 二 上 ,由 工 的 定义 知 
S 包含 sEi, 且 由 S 是 环 知 ,S 还 包含 (sEi)E; 一 sk;. 所 有 这 些 
sE;;,sE; 生 成 加 群 Mat,Ri SC 5S. 从 而 S = MatR 1 

将 引 理 5. 3. 5 应 用 于 我 们 感 兴趣 的 情况 , 则 得 到 如 下 引 理 ; 

引 理 5.3.6 设 天 是 体 , 瓦 .下 是 玉 的 子 体 , dimrK =4d 一 
co, 下 是 EE 在 KK 中 的 中 心 化 子 , 且 E 与 在 KK 中 生成 的 子 体 等 
于 KK. 取 民 的 左 FF- 茜 将 Kx、Ei 写成 MatsF 的 子 体 . 设 $ 是 
MatwsF 的 子 环 , 真 包 含 T” 的 Kr, 县 S 被 SL(r, i) 正规 化 . 设 以 
下 条 件 之 一 成 立 : (a) 7 之 3; (Cb) 所 非 交 换 且 dimznE<o0; (c) 
E 是 域 . 则 S = MatwzF, 仅 在 如 下 情形 例外 : 


a b 
E=F,, r= 2, s-1| | 
bp 4 十 0 


ve kl 


证 明 如 所 熟知 ,全 方 阵 环 R, 二 MatsF 是 单 环 . 为 了 应 用 引 
理 5. 3. 5 得 出 所 需 结论 ,只 需 证 明 :(1) Kr 是 Ei 在 Ri 中 的 中 心 
化 子 ;(2) Ei 和 Ka 生成 的 环 等 于 Ri. 

记录 是 天 的 加 法 群 , R = EndzW 是 太 作为 加 群 的 自 同 态 
环 . 则 R, = 二 EndrW 是 Fi 在 R 中 的 中 心 化 子 ,而 Ei 在 Ri 中 的 中 
心 化 子 , 也 就 是 Ei 与 Fi 生成 的 体 KK, 在 R 中 的 中 心 化 子 . 由 下、 
E 生成 天 知 ,FL、 Ei 生成 Kj. 故 Er 在 Ri 中 的 中 心 化 子 等 于 Ki 
在 R 中 的 中 心 化 子 Ka. 即 (1) 成 立 . 

设 Kx 与 Ei 在 R; 中 生成 的 子 环 为 Ro. W = MatixsF 是 不 可 
约 右 天 e- 模 ,当然 也 是 不 可 约 右 Re- 模 . Endr W 等 于 Ka 与 Ei 在 
加 群 自 同 态 环 尺 = EndzW 中 的 中 心 化 子 的 交 . Kr 在 R 中 的 中 心 
化 子 为 天 ,由 瓦 在 天 中 的 中 心 化 子 等 于 尺 可 知 , 忆 :在 天 : 中 的 中 
心 化 子 等 于 Fi. 即 Endx W = Fi., 于 是 由 Wedderburn 定理 ( 见 本 
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书 引 理 2. 5. 4) 即 得 R, = MatsF = Ri. (2) 成 立 . 

于 是 可 由 引 理 5. 3. 5 得 到 所 述 的 结论 . 和 

引 理 $5. 3.7 设 K 是 体 , 自 然 数 r 二 2, NN == GL(r, KK) 或 
SL(x, 及). 当 -> 一 2 时 只 考虑 天 是 域 的 情形 . 设 S 是 R= Mat,K 
的 加 法 子 群 , 且 被 N 正规 化 . 则 S 具有 下 列 形式 之 一 ， 

G)S = UI”?,U 是 K 的 中 心 Z(K) 的 加 法 子 群 . 

(ii) S = Mat 天. 

(iii) S = Tr-1(Q) = {A € Mat,K|TrA € Q}) DO Tr-1(0) = 
sl(r ,KK), Q 是 KK 的 加 法 真子 群 且 包含 所 有 的 ab 一 ba(a、b EE 
K). 

(iv)r 二 2, K = 二 了 是 特征 2 的 非 完 全 域 ， 


a 5b 
w=srce, py,s | 中 
C Qa 


工 是 天 在 天 :上 的 非 零 真 子 空间 . 
(Wr=2,K=F= Fh,, 


:化 pe 


其 中 太 二 |, J 


a, bE m |- ;或 $= FH,， 


1 0 

证 明 本 引 理 的 KK 相当 于 引 理 5.3.5 的 EE 及 Ri, 而 ZCK) 相 
当 于 引 理 5. 3. 5 中 的 K. 设 Gi) 和 (Cv) 不 成 立 , 则 引 理 5. 3. 5 的 结论 
(让) 成 立 . 于 是 = {s €E KlsEis€ 5S} 关 0. 工 在 KK 上 生成 的 双 KK- 
空间 天 ZK = K. 设 Q, 是 所 有 的 as 一 sala € K,sE€L) 生成 的 
加 群 . 则 S 包含 K 上 所 有 这 样 的 对 角 阵 人 ,它们 的 迹 TrA € Q,. 
特别 ,S 包含 天 上 迹 为 0 的 所 有 的 对 角 阵 . 

如 果 工 二 KK, 由 引 理 5. 3. 5 结论 (ii) 知 , S = Tr-1(Q) 对 玉 的 
某 个 加 法 子 群 Q@ 成 立 , 且 Q 包含 所 有 的 ab 一 ba, Ya、5 € K. 当 
QQ 二 上 时 S = Mat.F, (ii) 成 立 , 而 当 Q 尖 天 时 (iii) 成 立 . 
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工 天 天 的 唯一 情形 是 :> 一 2, K 是 特征 2 的 非 完 全 域 (因而 
是 无 限 域 ),L 是 K* 上 的 向 量 空间 . 此 时 迹 为 0 的 对 角 阵 也 是 所 有 
的 纯 量 阵 a72 ,它们 都 含 于 S. 对 任 一 4 = (an)axz € S, 取 1 
AEK', A=diag(h, 0DEN,A 一 diag(0 十 1，( 十 1)-0 € 
六, 则 


4 一 ATCA4A 一 一 4)A =aEis 十 GoiEa ES 
对 某 个 az E KK. 由 此 得 
7T2(1)472(1) 一 4 一 ai 一 asEoa ES, a EL. 


如 果 S 包含 一 个 4, = 
则 对 任意 的 4€ KK, S 包含 


aa 
0 1 0 1 0 关 


(Qi )2x2 使 Tr4.=caa 十 az 一 42 关 0， 


由 引 理 5. 3.5 知 姑 十 Men ELZ 民 .但 aa EZ, 从 而 Ma EL 上 . 于 是 
(Ma 十 qn) 一 Xaz 二 Aa € KK. 当 1 取 遍 开 时 Ma 也 取 遍 开 . 这 就 
证 明了 工 王 天 . 从 而 (ii) 或 (ii) 成 立 .因此 ,如 果 工 和 天 , 则 Tr4 一 
0 即 Q11 一 Q22 对 所 有 的 A= 《Qi )2x2 ES 成 立 . 这 正 是 引 理 的 结论 
Giv) 所 述 的 情形 . 1 

前 面 定 出 了 全 方 阵 环 R = Mat,K 在 线性 群 的 共 斩 作 用 下 不 
变 的 加 法 子 群 . 我 们 还 需要 定 出 在 线性 群 的 相合 作用 下 不 变 的 加 
法 子 群 . 

我 们 采用 如 下 的 记号 : 设 体 反 上 有 对 合 J:arrz5， 
ecEGZ(K) ”满足 条 件 es=1, 记 Mr 天) 一 (4EMatb 开 | 不 一 
eA}, 即 MatK 中 所 有 的 eHermite 方 阵 的 集合 ,在 J=1 时 也 记 
为 MCr, RK). My,elr, F)={A+e A'|TAE Mat,K}), 即 Mat,K 中 
所 有 的 迹 式 -Hermite 方 阵 的 集合 . 如 果 工 是 Kj, ,与 K "之 间 的 
加 法 子 群 , 旦 满足 条 件 aLa=L, va€EK*，, 则 记 Mr K)={4 
一 (ap)xrEMGr KK) Tas€EL, WW}, 也 简 记 为 M5(r, KK) 或 Mi 
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Cr， KK). 特别 当 工 一 及” 或 Ky。 时 ,Mi(r, 下 ) 就 分 别 是 M “(7， 
K) 和 M,Cr, K). 

显然 ,Mat,K 以 及 所 有 的 M; (r, 天 ) 都 是 在 相合 作用 A 一 
PA P' 下 不 变 的 加 法 子 群 . 

引 理 $.3.8 设 K 是 体 , 且 带 有 对 合 J: ar>a, 自然 数 7 过 2. 
当 r==2 时 ,只 考虑 是 域 且 7 = 1 的 情形 . 设 N = GL(r, KK) 或 
SL(r, 天 )，M 天 0 是 MatK 的 加 法 子 群 , 且 在 N 的 相合 作用 下 不 
变 , 即 :YA € M, PE N, 有 PAP' EM 成 立 . 则 M 具有 下 列 形 
式 之 一 : 

G) M = Mat,K. 

Gi) M = 二 Mi(r, KK), 对 某 个 e 和 工 . 

(i)r=2, 居 关 Fi, MUH,H= Es 一 En,U 是 KK 的 
加 法 真子 群 .. 

Gv) Kr, N= SL(C2, K), M = Mt (2, K) BD QEL,Q 
是 天 的 加 法 子 群 , 且 0 关 QQ 夭 天. 
a 


6 
b atb 


a 


证 明 当 r = 2 时 , N 二 SL(2, 天) = Sp(2, KK, 妨 ), 其 中 
0 1 
= 
(gH) 一 &g 已 - 记 S=MH-!= {AH-'|AE M}, 则 gSg-!= 
828M(gH) = (gMeg')H-T!=MH-!=S 对 每 个 gE€SL(2, KK) 成 
立 .S 已 在 引 理 5.3.7 中 定 出 ,由 此 即 可 知道 M = SH 的 可 能 的 构 
造 . 当 S 为 引 理 5. 3.7 的 类 型 人 一 (v) 时 , M = SH 分 别 为 本 引 理 
的 类 型 GiiD)、G)、Giv)、(i)、(v). 当 = GL(2, KK) 再 选择 其 中 
在 diag(4, 1)(V4 € K*) 相合 下 不 变 的 MH. 由 于 任 一 非 零 的 
aEis 可 被 适当 的 diag(4, 1) 相合 到 任意 bE1, € KEi,, 可 知 类 型 


roa k= pM 


a,bE le 


a,bE rl 


-| | 对 每 个 g € SL(2, K) 有 gHeg' = 右 , 从 而 
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(iv) 对 N = GL(2, 天 ) 的 情形 不 会 出 更. 
以 下 只 须 讨论 ~ 过 3 的 情形 . 
下 面 分 两 种 情形 讨论 M 的 构造 . 
情况 1 jJ 了 =1, 且 MES Mo。(r,K), 妈 MM 中 的 矩阵 都 是 交错 
方 阵 . | | 
任 取 0 关 4。€ M, 用 适当 的 PAoP' € M 代替 4,, 可 设 A 一 


ding| = - | 对 任意 s EK, 有 


A = Ta(s)AoTs(s) 一 Ao = sk — sE,s GE AM 
用 SL(r， 天 ) 中 的 置换 阵 对 Al 作 相 合 , 知 M 包含 所 有 的 sE;; > 


sEi, Ys € K" (i 站. M 包含 从 而 等 于 这 些 矩 阵 生 成 的 加 群 
AM =Mo(r, K). 

情况 2 M 包含 非 交 错 方 阵 4 

经 过 相合 后 ,可 设 A 一 (a)rxr EM 的 第 一 行 (aa，…，air) 
二 (a, 0,，…, 0), 其 中 a 关 0. 

对 任意 s、s; E K" ,有 


A Ta (s)4o7 (3) Ao = |sa * OlEM, 
OO : 0O 


ne rp Wy ee i 
= (sas)Ess + (5ia5E €E M. 
4, 依赖 于 s、s 的 选取 , 记 为 4,(s， 5). 对 任意 的 5E 天 ,矩阵 
4: = A,(b, a !') — A,(a-!, 6) 
= ((baa™') Ez 十 (a-iab)E;s,) 
— Ca-iab Es + (baa-™) Ey) 
= bokEs, € M, 
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其 中 6 = 二 1'ab 一 baa 1. 
如 果 能 选 E K' 使 6 半 0, 则 对 任意 的 cE€ KK 和 i 二 1、2, 有 
Tia Ccbo ') (BoB) Ts (cbs') 一 boEss = cE;, € M. 


用 NN 对 cEiz、cEzz 作 相合 ,可 知 M 包含 所 有 的 cE;; (< jr7), 
从 而 M = Mat,K. 

现在 设 b = 二 a 'ab 一 baa ' 一 0 对 所 有 的 bE K: 成 立 . 取 
2 一 1 可 知 a7'a 与 <27~1 取 同一 个 值 EE 天" , 且 sE 一 1. 再 由 如 一 
动 一 ba 一 0 对 所 有 4bE KK" 成 立 , 知 5 是 "的 中 心 元 ,从 而 e 是 中 
心 元 .由 a -!'a = 得 #5== ea, 即 a 是 6- 对 称 元 .从 而 B; = 4,(6， 
a-1) 一 bEws 十 eBkss E M 是 eHermite 方 阵 . 且 


B, = Ta()B Ty(1) —B = (G+eDE, EM. 


经 相合 后 ,可 知 M 包含 所 有 的 bE 十 eBE; 及 (6b 十 eBDEs(b € 
天 ,i 关 四. 这 导致 M 包含 所 有 的 迹 式 eHermite 方 阵 , 即 
Mo M,..(r, K). 


先 设 M 中 的 方 阵 都 是 e:Hermite 阵 , 即 MG Ar, K). 记 
工 为 M 中 所 有 元 素 的 所 有 对 角 元 的 集合 , 则 K,,. 守 LK”. 对 
任意 的 a € 上 , 存在 A = (a;),x, E M, 使 某 个 对 角 元 ws 二 a. 用 
适当 的 置换 阵 对 4 作 相 合 后 可 使 ca = a. 取 召 E Mat,K 的 所 有 
的 非 对 角 元 都 与 4 相同 ,而 B 的 所 有 的 对 角 元 都 为 0, 则 B 是 迹 
式 e-Hermite 方 阵 , 含 于 M. 不 妨 用 4 一 B € M 代替 4, 化 为 4。 
是 对 角 阵 diag (a，azs，…) 的 情形 . 对 任意 4€ K*， 


4 = Ta (WATEA) — A — CNA)E, + Ca) BE,) 
es (la A)E,,. 
这 说 明 AAEL, 从 而 江 4CCL. 特别 取 4= 1, 可 知 aEs; € M. 


再 用 置换 阵 作 相合 ,可 知 aE;; € 上 对 所 有 的 i 成立. 这 就 证 明了 
M= Mi(r, K). | 
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再 设 M 含有 非 eHermite 方 阵 4。 = (oj)-xr 我 们 证 明 此 时 
M = Mat ,天 . 

如 果 可 选 A, 使 a; 关上 古 对 某 一 对 :天 7/ 成立, 用 置换 阵 作 相 
合 之 后 ,不 妨 设 as 关 ca51. 从 4。 减 去 M 中 适当 的 迹 式 e-Hermite 
方 阵 之 后 ,可 设 a;j = 0, Yi>j， 即 A。 是 上 三 角 阵 . 特别 Qa 一 0， 
而 as 二 a 关 0. 对 任意 ; €E K*, 有 


0 a 0 0O 
A=Ta(I)AT(1)— Ao= Ian * a .| EM， 
O OO oO 


A;, 一 Ti3(a 3)4Tai(a ls) 一 4 一 SEE M, 
Ta (1) (GsE2)T(1) 一 sEz = sE, € M. 


用 置换 阵 对 sEw\sEz, € AM 作 相 合 ,可知 所 有 的 sE;; E M (li, 
j 三 7), 从 而 M = Mat,K. 
在 璋 下 的 情形 里 ,所 有 的 a; = eGi 关 店 ,但 某 个 对 角 元 
ai FE As, 经 相合 后 不 妨 设 an EA. 于 是 
B= T2(1)AT(1) 一 4。 一 (Oi) xr EM, 


其 元 素 bs = bs = aa 关 sp， 化 为 已 解决 的 情形 . | 

下 面 对 F 是 域 的 情形 讨论 Mat,F 中 在 辛 群 或 正 交 群 的 共 圈 
作用 下 不 变 的 加 法 子 群 的 可 能 的 类 型 . 

引 理 5.3.9 设 下 是 域 ,r 一 2 是 偶数 , N = Sp(r, FF, H)， 


I 
六 = be | 设 尺 =:Mat.Ff,S 是 R 的 加 法 子 群 , 真 包含 


FI"”, 且 被 -N 正规 化 . 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(GD S 二 Mat,F, 或 当 charF 整除 + 时 S = sl(r, F)， 

(ii 9 = 二 MH!, 其 中 M= Mi(r, FF),e= 二 士 1. 当 charF 关 
2 时 , 工 二 FF( 当 。 = 十 1), 或 L = 0( 当 ss 一 一 1). 而 当 charF 一 
2 时 , 工 是 下 的 下- 子 空间 . 

Gii)S = M+ (r, F)H71Udiag(1%, 0),U 是 下 的 非 零 加 
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法 子 群 . 
(iv) char FF 整除 v, S 一 (4 万 -4 一 (4;)zxs € Molr, 下 )， 
A;; € Mat,F,， 日 TrA yy TrA,, 2 0}. 


s- 履 | 


证 明 记 M= SH= {4HIA € 5). 则 gMg' = gSHg' = 
gSg-'H = SH = M. 可 见 M 是 R 的 加 法 子 群 , 且 在 入 的 相合 下 
不 变 . 由 5S 好 FI 还 有 MM 对 FH. 只 要 定 出 M 的 可 能 的 构造 , 则 
S 一 MH :的 构造 也 就 知道 了 . 

r 一 2 时 六 一 SL(2, F),S 已 在 引 理 5. 3.7 中 定 出 了 ,以 下 设 
sv 二 2,r 之 4. 

将 每 个 4E R = Maty,F 写成 分 块 形式 4 二 (4,,)sxs, 使 每 一 
块 4;; € Mat,F. 对 每 个 BE Mat,F 和 任 一 对 1 三 &, /入 2, 记 
Eu《B) 为 这 样 的 矩阵 (A4;)zxs € R, 它 的 块 hu = B, 而 其 余 的 块 
A = 0. 当 i 关 j 时 还 记 Tj(B) = 了 十 Ey(B). 对 每 一 对 1 三 i 
j 三 2, 记 Mi 一 {B € MatyF|Ej(B) € M}. 则 易 见 Mi 是 加 法 子 
群 . 考虑 HE NV 在 M 上 的 相合 作用 ,可 知 Ah 一 hz， Ma = M2. 
考虑 所 有 的 diag (P,P'"!1) € N(P € GL(v, FF)) 的 相合 作用 ,还 
可 知 Mu 在 GLG(v, F) 的 相合 作用 下 不 变 ,而 Mis 被 GLCv, FF) 正 规 
化 . 这 样 的 Mi 的 构造 已 经 分 别 在 引 理 5. 3. 8 和 5. 3. 7 中 定 出 了 . 

(5.3.9.1) 必 有 Mi 天 0， 

由 MM 好 FH 可 取 4 二 (hi)sxs € MN\NFH. 如 果 4 = 42 = 
4z 一 0， 则 4 = Ei(A1) 已 是 MM 中 的 非 零 盾 阵 . 若 不 然 ,对 任意 
对 称 方 阵 C € M+ (vw, F), 由 Ta(C) EN, 得 


I cl IT 0 B CAy 
4 一 4。 一 4 = E AT， 
oo 了 C 了 422C O 


a, be m|- FE,. 


其 中 B= CAhs 十 AisC 十 C42C. 
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如 果 4 天 0， 设 42 的 第 i 行 不 为 零 , 取 C = £;, 则 CA,, 天 
0,4 多 FH. 用 A 代替 4。 即 化 为 4,, = 0 的 情形 . 

故 不 妨 设 A,, 一 0， 于 是 A 一 diag (8B, O)， B 一 CA 十 
AisC € Miu. 只 要 能 选 C 使 妃 关 0, 即 得 Mi 尖 0. 若 不 然 , 设 对 所 
有 的 C 都 有 B= 0， 取 C 王 7 了 得 42 一 一 4ia. 于 是 B= 一 CA 十 . 
AuC = 0 对 所 有 的 C 成 立 . 即 4 与 所 有 的 对 称 方 阵 交换 . 取 C = 
Ei(Vi) 知 4 只 能 是 对 角 阵 diag(c ，…，aw,). 对 每 个 i 二 2, 取 
C= Et E, 知 a == a;, 即 41, = al 纯 量 阵 ,其 中 a = al. 此 时 
PitAas dd EA) on Ee rE Cm, a ar dg, 
0) € M. 由 4。&FH 知 41 了 关 0,， Mi 包含 非 零 窍 阵 Al， 

(5. 3. 9. 2) 集合 Mi 只 有 两 种 可 能 的 类 型 > 

(a) Mi = Mat,F. 

(b) M', 一 Mily, FEF), 对 某 个 = 二 十 1 和 工 . 

MM 是 Mat,F 的 非 零 加 法 子 群 , 且 在 GLC, F) 的 相合 作用 下 
不 变 . 由 引 理 5. 3. 8 知 Mi 具有 下 列 形式 之 一 : 

(a) M', = Mat,F. 

(b) Mi 一 Mi(v,F), 对 某 个 e 一 土 1 和 工 . 


0 1 
(c) v=2, FF,, MUH B= | 由 ,上 0 是 FP 的 
加 法 真子 群 . 
(d)yv = 二 2, FF 二 有 『,,， Mi 等 于 
天 4 berF 
pM Bll 
a 6 
a 天， 一 sb F 
或 2 J | a € | 


只 要 能 证 明 Mi 不 可 能 具有 形式 (c) 或 (d) 即 可 . 
对 每 个 A 一 (Aij)2x2 SS M 和 对 称 方 阵 C E Mr (vy, F), 有 


A = Tis(1)AoTa 07) 一 A,E€EM, 
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A, 一 Ti,(C)AT, (C) 和 A diag (B, O) € M, 
其 中 B= CA AzC E Mu. 特别 对 每 个 B,€ Mi = M2,，, 取 
A, = diag(O, B,) 可 知 B= CB, + BC EM. 
如 果 Mi 属于 类 型 (c), 任 取 B,=cH,E Mi, 0 天 cE U, 对 
每 个 s€ F 取 对 称 方 阵 C = sEi， 得 到 B=sHo€ Mi 由 ER 天 
的 任意 性 得 Mi 怀 万 ,也 wo。 产生 了 矛盾. 


如 果 Mi 是 类 型 (d) 中 的 Ki, 取 B。 = |ex, 再 取 对 称 


方 阵 C = diag(1, 0), 得 到 B 一 CB 十 B,C 一 . |e Ki, 产 
生 了 矛盾 . 

.为 了 证 明 Mi 不 能 是 类 型 (d) 的 KK;, 也 为 了 (5. 3. 9. 3) 的 需 
要 , 先 证 明 一 个 断言 :如果 存在 A。€ M, 使 它 的 块 Az = (Qij) yx 
中 a; 一 0 头 @a; 对 某 一 对 i 关 j 成 立 , 则 必然 Mu = Mat,F. 在 此 情 
形 下 , 取 对 称 方 阵 C = sE;(Vs € F'), 得 到 B = CAy 十 AssC 一 
(6;) ,x E€ Mi, 其 中 bb; == sai; 可 取 遍 FR* ,而 B 的 第 j 行 为 零 . 上 述 
类 型 (b)、(c)、(d) 都 不 包含 这 样 的 B, 剩 下 的 唯一 的 可 能 性 是 
(a)， 即 AM = Mat,F. 

现在 设 Mu 属于 类 型 (d) 中 的 天 :, 则 Mi 含有 下 三 角 和 矩阵 
| 让 由 刚才 证 明 的 断言 知 , 这 导致 M,, 一 MatF, 产生 矛盾 . 

(5.3.9.3) 记 A= 天 :(1w) E MatyF. 如 果 Mi = Mn 
FR), 则 当 e= 二 一 1 且 charF 关 2 时 MCM- (r,F); 当 e 二 1 时 ， 
MC Mt (+,F) 儿 FA, 且 仅 当 LL = 二 FF( 即 Mi 二 M+ (vy, F)) 时 
才 有 可 能 MN 人 FA 关 0. 

当 e 二 一 1 且 charF 关 2 时 , 记 M: = M-(r, FF). 当 e=++1 
时 记 M: = MT+ (r, 下 ) 四 FA. 需要 证 明 M CM:. 

若 不 然 , 设 M 含有 4 一 (A;j)2x2 & M.. 

如 果 A = (Qij) ux» 不 是 e- 对 称 方 阵 , 这 时 用 适当 的 
diag (P' ， 卫 ) E N 对 ho 作 相 合 , 从 而 用 PE GLC, F) 对 42 作 
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相合 ,可 化 为 aa 天 ea 的 情形 . 再 将 A2s 减 去 Mi 中 适当 的 迹 式 e- 
对 称 方 阵 ,可 使 cx = 0 关 a1. 由 前 面 证 明 的 断言 知 ,这 导致 Mi = 
Mat,F, 产生 了 矛盾. 如 果 4。 的 块 4 不是- 对称 方 阵 , 用 及 EN 作 
相合 得 到 的 有 H4oH' € M 的 第 (2, 2) 块 等 于 A1 & MG, FF), 仍 
有 了 矛盾 . 故 A; EM， F), Vi=1, 2. 但 A。& M', 当 二 一 1 时 
这 迫使 42 天 一 Ai,. 而 当 e 二 十 1 时 4;， 3 Az & Dy 对 任意 对 
称 方 阵 CE M+ (, 下), 考察 4 = Tis(C)AoTa(C) 一 A。 = 
(B;)zx2z EM 的 块 Bi == CAzi 十 A1zsC 十 C42C = Bo 十 CD,, 其 
中 B。 二 A1zC 十 s(4aC) 十 CAzsC' 是 e- 对 称 方 阵 ,而 D, = Az, 一 
<s42 天 0. Bi 应 该 是 e- 对 称 方 阵 , 否则 ,导致 Mi = Mat,F. 于 是 
CD。 是 e 对 称 方 阵 . 令 C 取 遍 Ei(1 三 i 三 v), 可 知 Ds 应 是 对 角 
阵 .但 是 当 s 一 一 1, 且 charF 头 2 时 ,对 角 阵 D, 闫 0 不 可 能 是 
对 称 方 阵 ( 即 交错 方 阵 ) ,产生 矛盾 . 当 e = 十 1 时 ,再 令 C 取 遍 
Ev 十 En (i 之 2) 可 知 D。 是 纯 量 阵 , 含 于 FT, 仍 有 矛盾 .这 就 证 明 
TMEM.. 

设 M = Mi (vy,F) 且 MN 个 FA 关 0. 即 存在 aA € Ma 
F*. 则 对 任意 的 s€ F*, 有 


TsT) CaA)T, (sT) Se aA = diag((sa)I, 0) E M, 
Goa)T E Mi 


其 中 sa E 工 可 取 遍 下 .这 迫使 L = FF, Mi = M+ (», F). 
《5. 3. 9.4) 引 理 的 结论 成 立 . 
对 每 个 BE Mi 和 对 称 方 阵 C E Ah+ (vy, F), 有 CBC 所 Ma. 


取 4,= diag(0, B) € M, A, = diag(CBC; 0)€ M. 则 
AC(B, C) = Ti(C) AoTn(C) — A — A 
= Ey(CB) + En (BC)€ M. 


先 设 Mi = Mat,F. 对 任意 的 s EF， 取 B=sE,€ Mi， (= 
EE M'* (vy,F), 则 CB=sE,, BC=0,A(B,C)=E,(sE,)E 
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AM ， 5 也) € M',. Mi 条 FI 是 加 群 ,并 且 被 GL(y, F) 正 规 化 . 由 引 
理 5.3.7 知 , Mis = Mi 等 于 sl(v, FF) 或 Mat,F. 当 M == Mat,F 
时 M = Mat,F 二 S, 引 理 结论 人) 成立. 当 Mi = sl(, 『) 时 , 取 
B= sEnE Mi 及 C==1 可 得 4(B,C)= Ey(sEn) + Ena(sEn)E 
MM, 它 与 所 有 的 E11,(4)、En(A4A) € M(A € sl(v, F)) 一 起 生成 的 
加 群 包 含 了 所 有 的 形 如 E14A1) 十 五 (4:)CTr4 = 二 Tr4,) 的 算 
阵 , 从 而 S 包含 diag (41, 一 4A,). 这 说 明 S = sl(r, 已 ), 仍 是 引 理 
结论 GD 所 述 的 类 型 . 

现 设 Mi 关 Mat 严 ,按照 (5. 3. 9.2)，M = Mi (vy, F) 对 某 个 
< 一 土 1 和 世 成 立 . 按照 (5. 3.9.3), MC M:, M-= M- (r, F) 
( 当 charF #2), M+= M+ (ry, F) 中 下 人. 

记 天 :2 一 {BE Mat.F|E1,(B) 十 eEw(B')E€ M). 易 见 天 ;是 
加 群 且 被 GL(v, FF) 正 规 化 . 如 果 能 证 明 Kj, = Mat, 则 M 
Mi(r,F), 引 理 结论 (ii) 或 Gi) 成 立 . 

对 每 个 BE Mi FF) 和 Mi 和 对 称 方 阵 CE M+ (v, FF), 由 
A(B, C) = Ei,(CB) + Ena(BC) € MR 有 (BC)' = eCB 和 MCBE 
Kl,. 对 任意 的 li, J 三 v 和 a EF ,; 取 B 一 ak; 二 (ea)E;, C= 
Ei, 则 CB = ak, € Kw. 如 果 L 关 0, 再 取 B= sE;(s GE 工 ) 得 
CB = (as)E, € Ki,, CS 取 遍 F. 所 有 这 些 ak;;、 (as)E,, 生成 加 群 
Mat,F 一 天 这 导致 引 理 结论 (ii) 或 (iii) 成 立 . 在 艺 = 0 的 情形 ， 
s 一 一 1, 仍 取 B 如 上 ,再 取 Ci = EE; 十 Ei, 则 CB = a(E; 一 
E;) € 天 ia 所 有 的 4 五 ;和 a(lE,;, — E.,) 生成 sl(y, F) CK,. 由 于 
二 一 1, MM 包含 所 有 的 aH = Es(al) — Ew(al)(a € FF), 可 见 
Ki 包含 FI. 特别 当 charF 不 整除 时, Ki, = slly, F) MFI= 
Mat,F.、 仍 导致 引 理 的 结论 (ii 或 (十 ) 成 立 . KK = sillv, F) 仅 在 
charF 整除 "时 才 有 可 能 ,此 时 引 理 的 结论 (iv 成立 . 1 

下 面 的 引 理 讨 论 Mat 中 在 正 交 群 共 二 下 不 变 的 F- 子 空间 
的 类 型 . 

引 理 5. 3.10 设 下 是 域 , 目 charF 关 2, rr 之 2, N = 二 Or, 下， 
及 ) , 其 中 五 = diag (6,,…, 6,) € GL(r, F). 但 排除 N 可 约 或 非 
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本 原 的 情形 . 设 S 是 R= Mat,F 的 Ff- 于 空间 , 真 包含 FI, 且 被 NN 
正规 化 . 则 S 具有 下 列 类 型 之 一 ， 

G) 5S 二 Mat,f, 或 当 charF 整除 > 时 ,S 二 sl(z, F). 

Qi) S == Mt (zr, HT 或 当 charF 整除 +r 时, S = 二 M+ (7， 
FH fsl(r, F). . 

(iii) S = MT- (r, FYHTIOODFI, r=2 有 Hv(H)=0 时 ,这 
样 的 S 是 F7 的 二 次 扩 域 . 

证 明 记 以 = SH. 则 MM 真 包含 FH. 目 M 在 N 的 相合 作用 
干 不 变 . 只 要 定 出 M 的 类 型 即 可 . 

注意 ,所 排除 的 可 约 或 非 本 原 的 情形 为 ， 

(a)r=2,3 有 HF=F,; (b)r=2 HvH)=1. 

《5. 3. 10.1) S 和 MM 一定 含有 非 对 角 阵 . 如 果 5 含有 非 纯 量 
的 对 角 阵 Bo。, 则 M 含有 非 对 角 的 对 称 方 阵 . 

由 于 5S 真 包含 RI, 5 一 定 包含 非 纯 量 阵 4o. 如 果 S 不 含 非 对 
角 阵 , 则 A。 是 对 角 阵 . 我 们 证 明 这 导致 M 包含 非 对 角 的 对 称 方 
阵 ， 

由 于 假定 4。 = diag(el，…，w:) 不 是 纯 量 阵 ,其 中 必 有 某 个 
Q; 关 a J 之 2. 不 妨 用 A, 一 aT ES 代替 46, 化 为 al = 0 关 aj 的 
情形 ， 任 取 g = (gi)rxr € N. 则 Bo = ghAvg 七 5S, 注意 BR = 
8g(4oHDg' € M. AoH 是 对 角 阵 ,因而 是 对 称 方 阵 , 与 之 相合 的 
Bo 也 应 是 对 称 方 阵 . 如 果 可 选 g 使 B 不 是 对 角 阵 , 则 达到 目 
的 . 设 B。 仍 是 对 角 阵 , B。 = diag (Bb1，，… ,5b,). 比较 等 式 gA, 一 
Bog 两 端的 第 一 行 得 (0，…、 gyaj, *…) 二 (bgs 0181j， *…). 
除 例外 情形 FF = Fs 和 且 7 三 3 外 ,总 可 选 g 使 g1 与 gi 都 不 为 0, 从 
而 由 0 = bg 得 到 刀 一 0, 再 由 guo = bg81j 一 0 得 到 ci = 0, 产 
生 了 矛盾. 可 见 , 总 可 选 出 g 使 Bo E 5 不 是 对 角 阵 , BoH 是 M 中 的 
非 对 角 的 对 称 方 阵 . 

这 也 证 明了 5 一 定 包 含 非 对 角 阵 ,从 而 M = S 玉 包含 非 对 和 角 
阵 . 

(5, 3.10.2) 任 取 A = (a;,),x, € M, 则 sasE;; + aik;) €E 
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M,Vi 关 isEFE， 且 4 的 对 角 部 分 diag(ail，…，ar) GE M. 

对 每 个 1 三 i 三 7, 记 二 了 一 2E; € NN, 它 就 是 标准 基 向 量 
e; 引起 的 反射 . 对 每 个 4 = (ah).x € M 和 任 一 对 i 关 j,， 有 4, 二 
ZAo>, 一 Ao€ M, As = F(A — ~— A)=abE+aE;: EM. 
从 而 shs 对 所 有 的 s E 下 成 立 .由 4 € M 减 去 所 有 的 aijEij 十 
asE; €E M(1 三 i 二 ;三 7r), 即 得 diag(cl，…，ar) E AM. 

(5.3.10.3) 存在 seE {1, 一 1,0)} 王 己 , 使 M 包 含 所 有 的 
5 下 

由 (5. 3.10.1), M 含有 非 对 角 阵 4。 一 《op)-xr， 某 个 非 对 角 
元 aw 关 0C& 关 站 . 由 (5.3.10.2) 知 


MO (s(ayEn 十 anEn)ls € F} 
= {s(En 十 eb) |s EF}, 


其 中 & = axlan. 

对 任意 1 三 i, j 三 r,i 关 j, 记 人 A;; = 二 E; 十 ek;. 前 面 已 证 明 
Au E M. 在 此 基础 上 ,我 们 证 明 所 有 的 An € M. 

当 r 过 3 时 ,对 每 个 1 三 j 达 7r, 7 天 A, 存在 8 一 (g;)xr EN 
定 驻 Matix,F 的 自然 基 e., 且 eg ( 即 g 的 第 / 行 ) 中 6 的 系数 
85 天 0. 于 是 8Aug € M 的 第 (&, 门 -元 等 于 gi 关 0, 而 它 的 第 
(j，&)- 元 等 于 sg 由 (5. 3. 10. 2) 知 M 包含 所 有 的 shi(s € FF). 
类 似 地 ,对 任意 1 三 i 三 r, i 关 /, 选 B= (8;),x, EN 定 驻 e 且 
85 关 0, 则 g'Ang € M 的 第 QQ ,i 让- 元 和 第 Gi, 7)- 元 分 别 是 eB 和 
Bs, ME {sle Bs Es + BuEn)|s € F} = (sArls € F)}. 用 A 代替 
Au, 由 前 面 的 结论 又 推出 sA;; € M (Vi 关 j, s € F). 如 果 

€ { 土 1}, 已 达到 目的 . 设 e 关 土 1， 由 MM 包含 Aw = Ei 十 eB 及 
A = Ebr 二 En ; 知 MM 包含 eAn 一 Au=(e 一 1)Eu,e—1 关 0. 
从 而 Ex = Ex 十 0E, € M. 不 妨 在 一 开始 就 用 Ex 所 以 代替 Au， 
化 为 = 0 的 情形 . 

还 需 考虑 7 = 2 的 情形 ,此 时 已 有 Au = Eis 十 sE， € M. 如 
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果 e = 十 1, 即 8 = 1, 则 Ay 二 Ez 十 eb1s 二 eAlz € M. 已 得 到 
所 需 结论 . 设 e 关 土 1, 于 是 了 关 1. 由 于 下 关 了 ,可 选 g 一 
(gij)zxz EN 使 g12,gz1 都 不 为 0. 于 是 B= gAizg' = (6;;);xs: EM 
其 中 6b1s = egisgzi 十 gngzs bz = Egg82 十 gizgn. 由 (5. 3.10.2) 
有 Au = buEw 二 buaEn € M. 从 而 eAis — bnAy = cE € M, 其 
中 c= ebwz 一 0 一 (e 一 1)gwzgz 关 0. 这 就 得 到 已 € M. 用 Ei 
代替 Ai, 可 化 为 = 0 的 情形 . 此 时 2 = gwgza 天 0， A,， 二 
DR 二 bEz € M, Ez € M. 仍然 达到 目的 . 

(5. 3. 10. 4) 引 理 的 结论 成 立 ， 

由 (5. 3. 10. 3) ,AM 包含 所 有 的 sAij(s €E ,i 关门 , 其 中 人 Aj= 
五 ;十 EEi， ee 一 1 一 1 或 0. 从 而 SS = MHT! 包含 所 有 的 
(00D)A- = OE + ebk;, i#j. 

先 设 e= 二 1 或 0. 当 玉 关 Ff 时 ,对 每 个 1 三 i 三 7 一 1, 存在 


gi 一 diog| 了 人， [ | 5 了 CC 一 一 1D € N,， 
cad 


使 a、b、.c.d 都 不 为 0. 于 是 B; = giAiirg: EM 的 对 角 部 分 
D; = AE; + pEir,in €E M, 其 中 4= (1 十 ej)ab 与 y= (1 十 e)cd 
都 不 为 0. BiHT! = gi(Ai,inHT')gr! € ME 二 S, 且 由 
A++ 一 的 对 角 元 全 为 0 知 B;H7! 的 迹 为 0, 从 而 它 的 对 角 部 分 
DH = M7E; dt pmEin,ini ES 的 迹 为 0, p67 = 一 67! 二 
SoEPF*.S 包含 solE., 一 Er1,i+1) 从 而 包含 A; 一 天 ;一 Eiri,iti: 
所 有 的 Ai(1 三 i 和 7 一 1) 在 上 生成 的 子 空间 含 于 S, 它 由 迹 为 
0 的 全 体 对 角 阵 组 成 . 如 果 & = 0, 迹 为 0 的 所 有 的 对 角 阵 与 所 有 
的 Er € SGi 关 四 共同 生成 的 政子 空 间 等 于 sl(r, F) 导 S$S,5 一 
sl(r, FF) 或 Mat,F. 由 于 S 包含 单位 阵 了 ,而 Try = 1r. 当 charF 
不 能 整除 -时 , ~lr 关 0, 5 不 能 等 于 sl(r, F). 因 此 S = sl(r, F) 
只 能 在 char 整除 7 时 成 立 . 当 e = 1 时 , S 二 slG, F) mAM+ Cr， 
fF)H7!, 其 中 等 号 仅 当 charF 整除 > 时 才 有 可 能 成 立 . 当 等 号 不 


§ 5.3 全 方 阵 环 的 子 环 与 子 模 241 


成 立时 ,如 果 SSM?+ (r, F)H7', 则 S = MT (r, F)H™. 否则 ， 
M 包含 非 对称 阵 4 = (ap),x， 其 中 天 对 某 一 对 :天 7 成 立 . 
由 (5. 3. 10. 2) 知 Ai = apEi 十 ajE; E M, 从 而 A 一 airAn = 
cE;; EM, 其 中 c = a;j 一 ai 关 0. 前 面 已 证 明 ,这 导致 S = 二 Mat.F 
或 sl(r, FP). 

当下 = Fa 时 , 按 引 理 要 求 有 -~ 4. 对 每 个 1 二 三 r 一 1, 存 
在 

En 2 diag(I™, 4400 ， 1"-p)) € N,， 


其 中 p= 3 或 4,m 十 1 三 k 三 m 十 上 p， 
A = (ai)pxp E OC(p, F,, diag (O411, ***, On+p)) 


的 第 一 列 元 素 aa(1 三 i 三 p) 全 不 为 0. 对 每 个 2 三 /三 p, 用 gi 对 
An 一 五 。i m+i 十 EEm4, m+1 作 相合 ,得 BC) = giAn41, ne 
E M, 且 Bi(1) 的 对 角 部 分 Di(1) = diag(O™, A(), 0""-”) € 
M, 其 中 AG) = diag OAC) …, 4,C)), (1) 二 (1 十 e)anan. 由 
TrCA。 miiH-!) = 二 0 知 DiA)H-1= gy(An41 miiH-1!), gi1 的 迹 
为 0, 即 TrAU) = 0. 由 4 的 列 (av，…, aw)'(2 达 /之 p) 线 性 无 关 
及 an 关 0(V1 三 i 达 p) 推 知 : DC) (2 过/ 之 p) 线性 无 关 . 张 成 M 


的 2 一 1 维 子 空间 (Dap 2 N67} et 0}， 其 中 包含 Ew 


一 GtiEit,it1. 仍 导致 所 需 的 结论 . | 

以 下 设 e 二 一 1 , 则 所 有 的 A 二 Ei 一 E;€ M(i 关 让 在 F 上 
生成 M (r, F) 忆 M, 于 是 S$ 二 M7 (r, FYH"' 旬 FI. 如 果 等 号 
成 立 , 则 引 理 结论 (党 ) 成 立 . 否则 ,M 含有 4 = (ai),x, 人 MT (7， 
F) 四 PH. 如 果 4 的 非 对 角 部 分 不 是 交错 方 阵 , ar 天 一 ay 对 某 一 
对 i 天 J 成 立 , 见 aiEi; 十 ank;; EM 可 与 A;; == E,; E; 在 F 上 作 
线性 组 合 得 到 Er € M, 化 为 == 0 的 情形 . 否则 ,4 的 非 对 角 部 分 
是 交错 方 阵 , 对 角 部 分 A = diag(al，…，ar) E M\FH. 由 
(5. 3. 10. 1) 知 ,这 导致 MM 含有 非 对 角 的 对 称 方 阵 , 它 的 非 对 角 部 
分 当然 不 是 交错 方 阵 , 这 是 已 解决 的 情形 . | 
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引 理 5.3.1 对 S 二 Mat,F 是 出 了 SL(n, S). 下 面 将 对 5S = 
MY or, FF) 定 出 《Tw(C), Tis(C)|C € 58) 和 <SL(2r, F). 

引 理 5.3. 11 设 尺 是 体 , 且 带 有 对 合 J :arrz,rr 二 2， 
e= 土 1, $= MZ or，F)A- 其 中 AEGLC，,F) 且 人 一 wh， 


0 1 
w= 土 1. 记 R= Mat,F,A= | |@A, 设 


X= Ta(C), Tu(C)IC € S$) < SLC2, R), 
则 当 工 关 0 时 , X= TU(2r, FF, A, 工 ) 三 TU(2r, F, HH), 其 中 


H=A—eA' = Ea |@a 而 当世 =0 且 > 二 3 时 X 一 
QO2r, F, A). 

证 明 设 2 = {(el，…， ezr} 是 V 3 MatixzF 的 自然 基 ,V 上 
定义 了 hl(z,y) 二 XA yy ,Q(z)=h(zx, zx) 及 内 积 f=h 一 eh. 则 UU。 
三 《@1， ,er) 和 Vo== (e+41，*…, es) 是 V 的 一 对 极 大 全 奇异 子 空 
间 . 

当 工 关 0 时 , XX 三 TUC2r, FF, AZL) = 二 TU(V,h, 工 ) .和 的 
子 群 {Ta(C)IC € S} 包含 了 TU(CV, hh, 工 ) 的 形 如 T, = (p,, ,| 
5 € 上 }(0 关 wu E€ U0) 的 所 有 的 长 根子 群 ,而 (Ti,(C)|C € S} 包含 
了 所 有 形 如 7T.(0 关 vE Yo) 的 长 根子 群 . 对 任意 奇异 向 量 xz = 
uvE€EVluEUo,vEVo) 有 (u,v)EL. 当 (u,v) 关 0 时 ,由 
引 理 3. 3. 2(1) 立 即 得 到 T.<X. 当 w: wv 都 不 为 0, 征 (u,v)= 二 0 
时 , 取 w €E Vo 使 0 关 (4, wv) ELK, 则 Ti。 到 和 ,再 由 (人 十 ww， 
0 二 一 (wy 机) 了 关 0 及 T= 二 十 01) 十 《一 vi 十 v) 知 
了 ,过 XX. 这 证 明了 久 包 含 TU(2r, F, A; 工 ) 的 所 有 的 长 根子 群 ， 
从 而 关 二 TU (27r, F, A, 工 ). 

现在 设 L = 二 0, 则 久 达 QC2r, ,A) = QC(V, Q). 各 包含 
QV, Q) 的 形 如 T,, ,lu, v) 含 于 Do。 或 含 于 Yu) 的 全 体 长 根子 
群 . 按照 第 3 章 8 3.4 的 记号 ,对 每 个 0 夭 xzxE ro, 有 Vx(w) 刁 U,， 
而 对 0 关 v € Vo, 有 Vx(Co)Vo. 当 r 盖 3 时 ,对 每 个 0 二 xz eE LU 
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和 0 关 vE Vat, 可 取 ui EUosviE€EVo 使 (41,v) 二 1 和 (ul， 
v1) 上 《u,v) . 正 交 二 平 延 t,。E XX 定 驻 ,从 而 定 驻 Vx(wu), 因 
而 将 ww E Vx(w) 送 到 ww 十 v EVx《w), 于 是 v= (Ui 十 0) 一 ul 
E Vx(w). 这 说 明 Vx(u) 包 含 从 而 等 于 U6 名 (Vo 站 wt) = 二 wit. 同 
理 , Vx(v) 一 v! 对 每 个 0 关 wE 成 立 .特别 对 上 面 的 互 不 正 交 
的 加、 也 都 有 VxG4) 二 和 Vx(vi) = 对 成 立 . 由 引 理 3. 4.4 
立即 得 到 X= QC2r, F, 人 A). | 


记 住 我 们 的 假设 : R = Mat 是 体 上 全 方 阵 环 ,D 是 R 的 子 
体 ,Na(D) 是 D: 在 乘法 群 R' 中 的 正规 化 子 , = GL(n, D): 
NxCD). 

由 引 理 5. 2.1, 要 定 出 入 = SL(n, D) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 
和 ,关键 是 在 X 中 找到 含有 足够 多 的 零 元 素 的 矩阵 8 & TT. 为 了 
找到 这 样 的 gs: ,我 们 的 作法 是 : 先 任 选 ge E X\T, 再 选择 适当 的 
Toe AN, 使 刀 =SgoTosgilEX 含 有 比 go 更 多 的 零 元 素 . 如 果 
Ti KT 了, 就 可 用 7 代替 go. 重复 这 个 过 程 ,就 可 以 找 出 所 需 的 
si 但 问题 在 于 :如 果 了 了 = goTogs' ET， 就 不 能 用 了 代替 go, 这 
时 怎样 找 出 所 需 的 gi 呢 ? 本 节 讨 论 的 就 是 这 种 情形 . 我 们 设法 在 
一 开始 就 选择 这 样 的 To, 使 Ti = goTogs! ET 一 TiEGLO， 
D) =>T €N =>7T 与 7 在 NN 中 也 共 堪 , 即 存 在 2 EN 使 
7T, 二 zTiz 一 (zgo)7To(zgo) -1 一 > zgo € X\T 含有 足够 多 零 元 
素 , 可 以 充当 &1: 

我 们 首先 选中 SL(n，, 史 ) 的 平 延 来 作 工 ,. 

引 理 5.4.1 设 x 之 2, N = SL(n, D), go € GL(n, R)\T, 
Y = (N, goNgs'). 设 和 N= SL(n, D) 中 有 平 延 To, 使 T, = 
gologo' € GL(n, D). 则 存在 z/、zEN 使 矩阵 gi = zgoz, = 
《qij)wxr 的 分 量 a1; 二 0, Y2 三 j 三 n. 当 n 之 3 时 ,存在 R 的 子 环 
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S 子 刀 使 了 二 SLC ，S). 

证 明 有 ziEN 使 T= ziT,(s)zi! 对 某 个 s€ D' 成立, 且 
由 (IT 一)?==0 及 ranks(T, 一 了 ) == rrankp《(T。 一 了) 一 > 得: 
(Ti — 171): =0, rankr(T, 一 7) =r, 从 而 rankp(Ti 一 1)==1. 这 
说 明了 Ti 也 是 N 中 的 平 延 ,有 x EN 使 zTiz i! 二 Tm《c), 对 某 个 
cED'., 取 gi 二 zgozi 二 《Qj)axn; 则 pTmls)g7! 二 Twm(c). 从 而 
g1(Ta(3) 一 了 二 《Ti(c) 一 Dg 芭 gisE, = cEng1. 最 后 这 个 
等 式 左 端的 矩阵 的 第 =” 行 等 于 (es，0，…，0)，, 而 右 端的 第 4 行 
等 于 (cail，caiz，…，caio)， 对 二 者 作 比 较 , 可 得 au = 二 0 对 2 过 
j 三 nn 成立 .显然 gs1 KT 了 ,上 朋 Y= (N, giNg7'). 当 2 二 3 时 ,由 引 
理 5.2.1 妈 得 了 之 SL(n, 5S), 对 RR 的 某 个 子 环 S 驰 D. | 

在 引 理 5.4. 1 的 基础 上 ,可 以 证 明 : 只 要 在 和 N= SL(, D) 的 
扩 群 X 中 找 出 含有 至 少 一 个 零 元 素 的 矩阵 g。 你 下 就 可 找到 引 
理 5. 2. 1 所 说 的 gi, 从 而 得 到 一 个 SL(n, S) 入 X,S 子 也 . 

引 理 5.4.2 设 六 =SLOz，D),2 二 3, 和 矩阵 go 一 (a;j)wx, EE 
GLC*，R)NT 有 某 个 元 素 or=0. 设 Y 了 = (N, goNgs'). 则 存在 尺 
的 某 个 子 环 $ 当 了 ,使 了 二 SLC ，S$)， 

证 明 用 PigoPo 代 替 go, 不 会 改变 了 ,可 以 化 为 av = 0 的 情 
形 . 取 T) = 8oT.(1)851 一 了 十 goEngo! = (bi)xs € Y. 由 于 
au = 0,gobn 的 第 一 行为 零 ,从 而 goEngo! 的 第 一 行为 零 ,T， 的 
第 一 行 (641，…, 6b,) = 二 (1，0，…，0). 如 果 了 Ti 全 , 则 由 引 理 
5. 2. 1 知 ,7 的 子 群 (N, 7T,) 包 含 所 需 的 SL(n, 5S). 否则 , 7T， ET， 
且 由 如 = 1€ D:* 知 , Ti € GL(n, D). 由 引 理 5.4.1 知 有 >z、 
Zi EE ,使 gi 二 zigoz 二 (ci),xa 的 元 素 c = 二 0, Y2 达 jj 达 n. 显 
然 , g1 ET 且 Y 二 (N, giNegr!) ,再 用 引 理 5. 2. 1 即 得 . 上 

引 理 5. 4. 1 要求 T = goTogs!1 E GL(n,，D). 但 实际 应 用 时 
具有 的 条 件 常 常 只 是 T, € T. 因此 ,需要 研究 什么 时 候 
Ti ET —> TE€ GL(n, D). 

引 理 $5.4.3 设 ” 二 3,N =SLO，D)，sgoEGLOo，R)NF， 
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T。 是 N= SL(n, D) 中 的 平 延 .如 果 T,= goTogr ET, 则 TE€ 
GL(n, D), 仅 当 以 下 情形 时 例外 ;: T, = > 3 其 中 o € Cx(D)， 
且 满 足 (o 一 1)*?== 0 及 rankr(o 一 1) =r/n. 

证 明 T, ET = GL(n, D). Nr(D) 具有 形式 T) = 4c = 
(Qi0)sxa， 其 中 A 二 (ax €E GL(n, D), o € Nr(D) < GL(r, 
F). 这 时 可 取 适 当 的 zxE N ,用 zgo€ GL(n, R)\T 代替 go, 从 而 
用 zTiz :一 z4(z) 1o 代替 了 ,用 xzACz) ! 代替 4, 化 为 所 需要 
的 情形 ,而 不 影响 论证 的 正确 性 ,这 里 z= ozo 1! € N. 

先 设 4 不 是 对 角 阵 , 即 有 某 个 ar 承 0(i 关门 . 用 A 在 SL(n， 
DD) 中 适当 的 置换 阵 z 下 的 共 罗 >4z-: = =4("z)-! 代替 4, 可 化 为 
az 关 0 的 情形 . 进一步 , 取 z: = diag(ail，1，,， as，1, …)E N, 用 
24(zD) 代替 4 可 化 为 as = 1 的 情形 . 取 zx ENN, 使 (zx)! 一 
了 一 0 下 2 一 aisEzs 一 … — ainE2n, 则 可 化 为 a = 0(j 2) 的 情 
形 . 故 设 a1s = 1, 而 其 余 的 av = 二 0(j 关 2). 此 时 rankr(T 一 站 二 
ranks(ai20) 十 rankr(asia 一 7) 一 > 十 rankr(aasc 一 1). 但 由 
rankr(T — 1) 一 ”> 知 , rankr(T 一 7T) = 所 以 ac 一 7 一 0， 
cc 一 aa € D', TI € GL(n, D), 如 所 欲 证 . 

现在 设 4 = diag(cl，…, am) 是 对 角 阵 . 如 果 4 不 是 思 上 的 
纯 量 阵 , 即 有 菜 个 a 关 anG 二 2). 取 z= Ti(1) €E N, 则 
z4(z)- 一 Ti()4T (一 1) = A 十 (a; 一 an)Ei 不 是 对 角 阵 ， 
用 它 代替 4, 可 化 4 为 非 对 角 阵 的 情形 . 

剩 下 的 情形 是 4 为 纯 量 阵 aI(a € D*), T= aol € Nr(D)， 
不 妨 用 ac 代替 o, 即 可 设 a4 = 1, Ti = ol. 此 时 由 (7T, 一 站 :一 0 
得 到 (c 一 1)2 = 0, 由 rankr(T, 一 1) 一 mn .rankr(c 一 1) = 得 
到 rankr(c 一 1) 二 r/n. 车 o Cr(D), oso-! 关 s 对 某 个 s€E DD* 
成 立 . 取 z = 二 Ty,(s) € SL(n, DD), 则 Ts 二 zTiz-! 一 Ts(si)c, 其 
中 2 一 ?一 co ED .用 7 代替 Ti 化 为 4 一 TaGi) 不 是 对 
角 阵 的 情形 . 由 前 面 的 讨论 结果 知 , 这 导致 veE D" , 但 体 刀 的 元 
素 o 要 满足 (c 一 1): 一 0 仅 当 c 一 1=0, c=1, 于 是 rankr(c 一 
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1) = 0 不 可 能 等 于 7r/n 关 0, 产生 了 矛盾 . 这 迫使 co € Cx(D). 1 

下 面 的 推论 指出 了 什么 时 候 可 以 避免 引 理 5. 4. 3 中 的 例外 情 

推论 5. 4.4 在 引 理 5.4. 3 的 假设 下 ,如 果 下 面 三 种 情形 之 
一 成 立 , 则 Ti E GL(n, D), 从 而 引 理 5.4.1 所 说 的 g; 存在 . 

(GD 2 > Gi) Cr(D) 是 体 的 乘法 群 的 子 群 ;Giii) Cs 问题 或 
Cs 问题 的 假设 成 立 . 

证 明 只 要 证 明 引 理 5.4. 3 的 例外 情形 不 出 现 . 

GQ) 当 ? 二 -时 , /na 不 是 整数 , rankr(c 一 1) =r/za 当然 不 可 
能 成 立 . 

(ii) 当 Ca(D) 是 体 的 乘法 群 时 ,对 E Cr(D), (0 一 1)2 = 
0 二 > o = 1 一 > 7T, = 了 二 7T,, 产生 矛盾 . | 

(iii) 在 Cs 问题 中 ,R 本 身 就 是 体 ,Cr(D) 是 体 R 的 乘法 群 的 
子 群 . 在 C; 问题 中 , Ca(D) = ZCD)' 是 体 D 的 中 心 Z2(D) 的 乘法 
群 . 由 (ii) 知 结论 成 立 . 

为 了 找 出 引 理 5.4. 2 所 说 的 含 零 抢 阵 ， 我 们 还 需要 考虑 六 的 
某 些 其 他 形式 的 元 素 T。 的 共 罗 7 

引 理 5.4.5 设 g,。E€ GL(n, R)\T, To, EN = SL(n, D) 是 
非 单 位 乏 短 和 矩阵 ( 即 7。 一 了 是 非 零 的 窒 零 矩阵 ), 目 Ti = 
So7ogrl € GL(n, DD). 则 存在 z、 zi EN， 使 go 二 zigoz 的 第 (1， 
2) 元 素 等 于 0. 

证 明 设 4d = rankp(7。 一 7), 则 

rankp(7T; 一 7) 一 rankr(T) — DD)/r 


= tankr(T — I)/r = d. 


并 且 由 T。 一 了 等 零 得 知 了 7 了 , 一 了 等 零 . 故 存在 z、z, E N, 使 了 ,= 


z Toz a (tij ) nxn 与 7 = ZiT zi! 三 (sij)nxn 都 是 下 三 角 乏 每 阵 , 即 
tj=$j=0, Yl<i<j<n,it=s5=1, Yl=i<=<n. 且 可 要 


求 tz 一 5 一 1. 记 5o 一 Zigoz 二 《Qj;)wxa， 则 go T, g0! 一 Ti 比 
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较 等 式 Bo(T, 一 了 ) = GT 一 1) 名 两 端的 第 (2, mn) 元 素 ,可 知 ci 一 
0, 如 所 欲 证 . 1 | | : 
为 了 便于 应 用 引 理 5. 4. 5, 对 非 单 位 么 震 矩 阵 To 仍 应 讨论 
Ti = goTogs!' ET = 一 TEGLO，D) 的 条 件 . 
引 理 5.4.6 设 goE€GL(ln, R)\T, 0 天 9E Mat.D 是 寡 零 矩 
阵 . 对 "的 中 心 Z《(F)' 的 任 一 元 素 a, 记 T(a) =T 十 a5S, g(a) 一 
goT(a)gi1. 如 果 存在 F* 的 中 心 元 a 头 1， 使 &(1)、 g(a) 都 含 于 
PT, 则 下 列 两 个 情形 之 一 成 立 : 
GD g(1)、g(a) € GL(n, D) ,从 而 引 理 5.4.5 所 说 的 带 有 零 
分 量 的 8 go 一 zgoZi 存在 ,其 中 zx、 xz € N. | 
-iy g(1) = ol 对 CeCD) 中 的 基 个 么 宕 元 “ 成 立 ， 这 仅 在 C。 
问题 中 才 有 可 能 . 人 
证 明 由 g(1) ET 可 记 g(1) = Po, 使 P = (pi),x, € 
GL(n,D), ao€ Na(D). 且 由 T(a) = 了 十 a(T(1) 一 中) 知 
&(o) =I+a(g() —D=0— oI+aPe= Po eET， 


其 中 了 Pi = (gii)»xs €E GL(n, D), o, € Nx(D). 如 果 P 不 是 对 角 
阵 , pi 关 0 对 某 一 对 i 关 了 成 立 .比较 Pic = (1 一 a)I 十 aPo 两 
端的 Gi, 7) 分 量 ,得 gio = ap;o, c 三 aoil 二 pj!la nq; ED ,从 而 
ca 二 c 0 此 时 可 用 Pic aa 分 别 代替 Pi1、o1; 化 为 o1 = o 的 情 
形 .再 比较 Pic = (1 一 o)J 十 'aPo 的 第 (1 , 1) 分 量 ,得 : 

quo = (1 —o) apno, or 一 (1 一 o-I 一 ap) € D, 


从 而 cED' ,sgG)EGLCO，D), 目 gG) =I+A(g(1)—I)Ee 
GL(n, D) 对 所 有 的 4E ZCF)* 成 立 , 引 理 结论 0) 成 立 .现在 设 P 
是 对 角 阵 ,对 所 有 的 i 去 7 有 pi; 二 0. 如果 pi 闫 pus 对 菜 个 i 关 1 
成 立 ; 则 由 guo01 = (1 一 o) 十 pno 及 gi 二 (1 一 aq) 十 pio 两 式 
相 减 ,得 (qu 一 qi)o1 = (pu pi)a, oo7! = (pn ~ fi) (qn 一 
qz) E F* ,与 前 面 同样 可 化 为 of = sg 的 情形 ,并 得 到 o € FF*， 
8(4) € GL(n, KK), YA E€ ZCF)'. 结论 (i) 成 立 . 在 剩 下 的 情形 
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里 ,P= pul 是 GL(n， 九 ) 中 的 纯 量 阵 ,用 puo € Nr(D) 代替 II， 
可 设 忆 =1, g(1) =c7. 由 T(1) 么 寡 知 8(1) 么 赛 ,从 而 一 1 宕 
零 . 如 果 o Cr《D), os0-! 关 ;对 某 个 ;ED 成 立 . 则 


Ti,(s) (oI)T,(s)! -= Ti,(s1)0o, 


其 中 ==s 一 oso ! 关 0. 用 名 二 Tis(s)go € GL(n, R)T 代替 go， 
可 化 为 g8(1) 二 Tis(s)o 的 情形 ,其 中 Tiz(si) 不 是 对 角 阵 . 由 前 面 
的 讨论 结果 知 ,应 有 o € D*. 对 体 DD 中 的 非 零 元 o，,o 一 工 医 零 仅 
当 o=1, 即 g(1) ==7, 与 g(1) 共 轿 的 TC1) = 了 十 S 也 只 能 是 单 
位 阵 了 ,与 原 假 设 S 关 0 相 矛 盾 . 故 ceE Cr(D). 在 C、Cs 问题 中 ， 
Ca(CD) 都 是 体 的 乘法 群 的 子 群 , o 一 1 短 零 仅 当 o = 1 ,这 导致 牙 
盾 . 故 g(1) = ol 仅 在 C4 问题 中 才 有 可 能 . 结论 (ii) 成 立 . 1 
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子 体 DDCR 二 Mat,F 及 群 T= GL(n, D) - NeCD) 仍 如 前 
设 . 本 节 讨 论 N = Un, D, A, 工 ) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 .与 
§ 5.2 中 对 入 = SL(n, D) 的 扩 群 的 讨论 类 似 , 含 足够 多 零 元 素 
的 矩阵 g1 € GL(n, R)\T 与 NN 生成 的 扩 群 具有 特别 的 重要 性 . 

本 节 仍 用 4' 表 示 D 上 和 矩阵 4 在 D 上 的 转 置 . 

引 理 $.5.1 设 N=U'(n, D, A, 工 ) 三 U(n, D, HH) 是 关 
于 六 的 对 合 J: ar*5 的 酉 群 ,其 中 
O I, 0O 


OO 0O 


A 一 E Mat,D 


具有 标准 形 , 且 Witt 指数 为 > 之 2, 及 = 人 A 十 pA' E€ GL(n, D) 是 
可 逆 的 单项 矩阵 , p 二 土 1. 当 NN = 0(4, D, A) 时 ,要 求 FICD 
县 dimrD = 当 NN 二 Qn, F,, A) 时 要 求 v 二 3. 设 g = 
(aij)nxs E GL(ln,，R)\T , 且 满 足 条 件 : 当 工头 0 时 ,所 有 的 a1; = 
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0(j 二 2 ); 当 工 == 0 时 ,或 者 所 有 的 a1 = azj = 二 00 二 3) ,或 者 所 
有 的 ca = aw 二 00 天 1,i1 关 v 十 1). 设 


Y= (N, gNei!), 


有 YNGLG, D)ZG= GUG, D, A, ZL). 则 

(1) 在 Y 中 可 找到 形 如 了 十 a 瑟 :11 十 bE,+i1,z 十 CE,+2, 1 
及 形 如 工 ==T 十 cEz 十 aEvti,1 十 PbEut1, +s 的 元 素 , 使 b、c & DD， 
且 5=c 或 6 十 c EL 成 立 . 

(2) 除 例外 情形 N = Sp(4, 2) 上 且 a = a KD 外 ,总 可 使 (1) 
中 的 a = 0. 在 此 例外 情形 下 可 使 6 二 c= a. 

(3) 由 了 十 aEhui 十 bEuriz 十 cEtzi EY 可 推出 
Tc 二 pb EY, YAiED';YMN = TUG, D, A, L) 
(p= 二 一 1, 1€ 1 时 ,还 可 推出 Tn, iCbc 十 a) EY. 

( 注 : 可 以 验证 , 除 N 二 (4, D, A) 的 情形 外 ,本 引 理 的 证 明 
对 一 般 的 含 1 环 尺 也 是 成 立 的 ,只 要 它 具有 性 质 : Va, PE RR， 
a 一 1 一 >p 一 1.) 

证 明 N 可 通过 右 乘 作用 看 作 Y = Matix,D 上 的 酉 变换 群 
U“ (了 ,AZ) 壕 UG，D， 门 ,其 中 让 rz，y) 王 zZA3，F(zr， 
y) 一 Z 刀 也，Yzy，yEV. 并 且 定 义 Q(x) 一 ACz，Z) = zxAz'. 记 
{e1，*…，, er) 是 V 的 自然 基 , 即 ;的 第 i 分 量 为 1、 其 余 分 量 都 是 0. 
则 五 = (hi)wxn 的 第 Gi 让 -元 嫩 ; = flei, ej) ,而 A 一 (An)。 的 
对 角 元 As = Qe;). 

记 87! 一 (an).xw 

记 Ul = ((c0)rxn € GL(n, R)| 


cu 一 Co 一 0 VYVJ 夭 1 7 和 关 7 十 1)， 
U, = { (Cij) nxn € Ulen 一 C++ 1 一 1}. 


对 g € GL(n, R), 定义 g(g) 为 删 去 g 的 第 1 行 .第 十 1) 行 、 
”第 1 列 , 第 @& 十 1) 列 得 到 的 (x 一 2) x (n 一 2) 子 箱 阵 . 易 见 
9 :Vi 一 GLG 一 2，R) 是 群 同 态 .分 以 下 4 步 来 证 明 引 理 5. 5. 1. 
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在 每 一 步 中 我 们 都 证 明 : 可 以 用 满足 条 件 gs -Ng 三 Y 的 适当 的 
8 € GL(n, R)\T 来 代替 gi, 将 gi 化 为 更 简单 的 形式 . 

(5. 5.1.1) 可 选择 适当 的 g 代替 gi, 化 为 g; EU, 的 情形 . 

当 工 关 0 即 N= 二 TU(n, D, A, 上 ) 时 ,有 TD) E N, 于 
是 g; = gi1Tut1,1(1)g1 =.J 十 baEz 上 局 … 十 五 €Y N Lo， 其 
中 bi 一 Qi, ,1Qiil， 对 2 去 ; Sn. 若 gs 人 称 熙 ， 用 82 代替 8 即 可 . 
否则 , g; € SL(n, D) NM YG= GU, D, A, 了 工 )，8g2 一 
Tn,ikb.1) E N, 即 对 i 关 v 十 1 有 所 二 0, 从 而 asri 二 0, gi 本 
来 就 在 局 中 . oe ee 

.以 下 设 工 = 0 , 即 N = Qln, D, A). .车 引 理 的 假设 a = 
as 一 00j 之 2,i 关 v 十 1) 成立 , 则 已 有 g1E€ Ui. 故 只 需要 处 理 
引 理 的 另 一 个 假设 ar 一 azj 一 0G 之 3) 成 立 的 情形 . 

对 任 一 a € D' ,我们 有 


gi = BT OT (— Og 
=1+ 2 iEs 十 如 Ba) EY NU,, 
i=3 
其 中 


, pa Re 0 dda ca-.. 
(bn1, Bia) = (li, vrs di, vt2) | | , | ， 
| l es 0 | [aaa C22 


对 3 三 i 过 xn. 车 可 选 a 使 g; 公开， 用 这 个 g， 代 赫 g 即 可 .否则 ， 
g2€E SL(n,D)NYSG, 从 而 g2(1) €E Ngs 一 Taz(Cg)T ai (—0.), 
其 中 0,E€ D" 依赖 于 w 对 守 @ (1, 2,v 十 1,v 十 2)， 由 (br, 6) 
二 (0, 0) 得 (ai,vy1y ai,s42) 二 《0, 0). 并 且 有 


Bi vil Quvtil,v+2 | 


Gyt2,vtl Gvt2, vt2 | 


= 人 


an': | 0 - gl! 
dz21 Gd22 | 一 a 从 


§5.5 西 群 U'(n, D, A, 了 ) 与 含 零 矩 阵 生 成 的 扩 群 251 


Ca22 一 4321 _ 
-a| a 15 


一 Qi2 CQ11 
可 见 Wi baisa . 要 使 gi1 € Ui, 只 须 再 使 12 一 0. 


先 考 虑 ”= 4 的 情形 , 即 N = QC4, D, A), D 了 FI 上 且 
dimsD==r. 由 


a 0 8 0 
和 A 4-1 一 
全 。 | | | 
其 中 =| 4 而 90= 65'0,€ D'. 
.G2zt GQ22 小 
Qo Co 

由 引 理 2.6.2 知 4 二 4G@o=|” 玫 EE 

: ， aa105 wzzG 


和 2) 含 于 DD 在 R 中 的 中 心 化 子 DD, 从 而 Ai = (@)zxs € GL(2， 
D), 而 cE Nr(D). 我 人 B=o!Aio € GL(2, D), A = 608， 
z 一 diag(B-!, B') E 0(4, D, A). 于 是 (giz)N(giz)-1 二 N, 可 
用 giz 代替 g1, 化 为 4 = diag(o, o) 的 情形 , ay = 0 恰 如 所 需 . 
现在 设 n 过 5, 于 是 存在 1 三 三 n,k& {1,，2,y 十 1,v 十 
2}. 由 于 五 是 单项 矩阵 ,对 每 个 这 样 的 ,有 队 一 的 使 态 的 第 
(人 ， 太 )- 元 不 为 0, 且 丸和 (1 27 十 ly 十 2). 取 1 = 二 1 或 2, 则 
存在 T=1+Ettab,r,: + BE EN, 对 某 一 对 元 素 <E D, 
peEeD'. 我 们 有 8 rs giTgi! 二 (Cij) nxn Gy 站 Us, 其 中 (cn, 
cz) 二 aa(dn, dn), 对 i 区 {1, 2,v 十 1,v 十 2}. 车 能 选 & 和 /得 
到 一 个 g; KT, 用 这 个 gs 代替 g, 即 可 . 否则 ,对 所 有 的 &、! 都 有 
ss ET, 从 而 gE€ SLln, D). 这 样 ,对 2 一 1、2 都 有 (cy， cw) = 
ai(dn, dz) € MatixsD, 于 是 Qia(Gi)1z, jz = A € MatsD. 由 于 
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&! 是 可 逆 和 矩阵 ,我 们 总 可 选 i kK {1，2, > 十 1, 7 十 2}, 使 ax 一 
9 天 0. 注意 ， (an)i<oj<s 二 (Qay)i24, jz2z， 可 得 4(oo)i<oi<s 一 
diag(6, $6) 关 0. 我 们 证 明 5 在 R 中 可 逆 , 从 而 A € GL(2, D). 由 
A= 《ai )2x2 天 0 知 ,有 某 个 oj 是 D 的 非 零 元 ,从 而 是 可 道 元 . 再 由 
0a 二 Qj 知 ,6 是 R 的 可 道 元 . 从 而 4 € GL(2, D), 4) = 
diag(l1, 2)A € SL(2, DD), 对 某 个 人 E D*. 有 目 hi(a;)1si, ics = 
diag(6,，W6), 我 们 有 z= diag(41, 71”?3, 4'7!1, To 2) EN. 将 
&1 换 成 zg 不 会 引起 工 的 改变 , 却 将 (ai)1zi, jzz 变 成 diag (6， 
6), 化 成 了 at = 0 的 情形 ,从 而 g E Ui, 恰 如 所 需 . 

(5. 5.1.2) 可 化 为 g1 € Uo 的 情形 , 且 可 使 plg1) 二 了 ,或 在 
D = F, 时 使 9p(g1) = 了 T,(1). 

对 每 个 E D* 和 每 个 kK {1,v 十 1}, 有 

T(0) = I + hwOEn — Arb 
— Ok,1i,r € U'(n, D, A, 1), 

其 中 hw = fl《ei, ev) 关 0 是 日 = 《hi)axa 的 第 (，k')- 元， Apr 一 
Qler) 是 人 A= (A;),x, 的 第 (k',&')- 元 .《T(0) 就 是 NN 看 作 变换 群 
U'(n, d, h, L) 时 作用 于 V = Matix。D 上 的 ta ,Qe ey :TH 


ZX flr, er)be, 一 pflzx, ei) Oler 十 Qler )0e1).) 取 g,(0) 一 
gi17(0)gi!' EY, 则 


g2(0) 一 了 十 DbaEn 十 ( > 十 DS») ) br Bot, ; EU, 


i=2 j=2 j=v+2 
满足 9 (g2) 一 了 ， bn = aukhiw Oaii!, Di 二 一 QH+Hl, +1 6 A 
(Vi {lv 1) 及 bl = a hwban' — Qt vt1 0 dp 一 


yt+1, vt+1 6Aurbaiil. 若 可 选 0 有 使 g,(0) Ca 用 这 个 gz2(0) 代 替 B81 
即 可 . 否则 ,所 有 的 gC(0) (6 € D: ) 含 于 从 而 含 于 SL(n, DD)， 
进而 gC0) EYPmSLo, D) < GUn, D, A, L), g,(0) Er 
GU(n, D, A, L) Un, D, A, L). 

Vi, kk {1,v+1}, 0€ D', 由 g,(0) € SL(n, D) 知 b= 
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apibaiil E D. 于 是 可 道 逢 阵 y(6) 一 p(C8DAubai € GL(n 一 2， 
D), y(1) 'y(0) = (anban YT €E GL(n 一 2，D)，anbaii ED 
这 样 , x : 9c> auban! 就 定义 了 体 DD 的 一 个 自 同 构 . 令 go = 
gian! = (Qij )nxn, Qi; 一 aijaii!, 则 al = 1, 9 (go) = y hin ) € 
GL(n 一 2, D). 易 见 go' = augi!' 一 (Gi)nxns dij = Qn Gijs 
9 (go1) = 二 9 (go)-! EGL(n 一 2, DD). 现在 有 
bn = Qnhit, 
Bt = Ot dis Vi {1, y+ 1}, 


bt, 1 = Cr+il， ij 扩大 一 Quv+l, v+1 Ga ai 一 ws+l, 1 FAL 


(5. 5.1) 
以 下 将 wo+ri 天 0 简 记 为 Qa. 选 9 (gs5') EGL(n 一 2,D) 的 
非 零 元 zi ED ,由 bti,; 二 一 a 了; ED 可 知 a€ED'*. 当 L 关 


0 时 , V0 关 sEL, 有 
giTyr1,1Cs)81 = Ti,1(Qyr1, vtisari!) 
一 Yi) EY NSLn, D) SG, 


从 而 os E€E 工 . 特 别 可 取 s = 二 1, 得 a € LC 性 K,. 于 是 sa-!E€ 
a-!La-! 一 工 . 这 证 明了 


=0a, La-!1CL (5. 5. 2) 


” 当 工 关 0 时 成 立 ;显然 当 L = 0 时 (5.5. 2) 也 成 立 . 

我 们 有 giNgi!' = golauNaii')go! 一 goN"gs'!, 这 里 N 一 
{ig"|g € N}. 从 而 Y= (N, goN"gs'). 取 和 矩阵 zo 二 (zi),xs 使 它 
的 第 一 行 和 第 一 列 元 素 除 zi = 1 外 都 为 0, 第 v 十 1 行 和 第 v 十 1 
列 元 素 除 z+1, ,ti 一 a 外 都 为 0, 且 其 余 元 素 zi 二 ojG 天 2 十 1 
7 尖 1) 全 部 与 ge 的 相应 的 元 素 相同 .于 是 z。€ GL(n, D) 人 U, 
且 9 (gozo') 一 了 如 果 能 证 明 zoN"zo! 之 N, 则 Y= (N,N 
81') 对 1 二 gozo! E€ UT 成 立 , 且 9(g1) 一 7 用 1 代替 g, 即 可 
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化 为 所 希望 的 srE U。 上 且 9 (g1) = 工 的 情形 . 
V6 ED', 由 g2(0) GNU SU, D, A,L)<U, D, 
日 ) 得 gH 六 WW' = 五, 即 
gOH= HD™,; (5. 5. 3) 
且 对 g.(0) 的 第 十 1) 行 
B= Bris es barns Ys bp,vtzs ,buri,n) 


有 
QP) = BBABP EL. (5. 5. 4) 


我 们 设法 由 (5. 5. 3) 和 (5. 5. 4) 推 出 zoN"zj! = NN. 
比较 (5. 5. 3) 两 端的 矩阵 的 第 (v 十 1) 行 得 : 
BH 二 pll, = Diis os Te bn1). 
将 行 向 量 8 和 (1, 一 2 ，…， 一 记 ,) 的 第 1 分 量 和 第 (十 1) 分 
量 都 换 成 0, 等 式 仍 成 立 . 再 将 (5. 5. 1) 中 6、b,;1,; 的 表达 式 代入 ， 
并 记 | 
Vr 一 《0， Guay 9 Gu 0， CO 四 Cpr)» 
Us = (0,» Qs ys Qs OO, Qtz, hs 9 On) ， 
得 一 FovH = 一 ph uy, 即 
viH = pY hiy ur, (5.5.5) 
其 中 7 二 (9)71am!1 作 , 易 见 7 应 与 9 的 选取 无 关 . 世 9 = 1 可知 
7 二 a7!, 从 而 得 到 : 了 
FF, FeaF. (5.5.6) 
将 7 = a 1 代入 (5. 5.5), 并 注意 到 由 (5. 5. 6) 有 
| pa hi = (phiv)"a! = hsra-!, 
va “一 hea [77 (5. 5.7) 
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注意 ;vw 恰好 是 Zo! 的 第 k&' 行 ,而 Ug 是 z。 的 第 列 . 这 样 ， (5. 5.7) 
左 端 是 矩阵 zo'H 的 第 & 行 , 右 端 是 人 H"a 'zo' 的 第 行 ,可 取 遍 
除 1、v 十 1 以 外 的 值 . 容易 直接 验证 zo ' 右 与 "a ' 克 ' 的 第 1 行 、 
第 十 1) 行 也 对 应 相等 . 这 就 得 到 zr! = H"a7! zo', 即 
zs'Hzs™ = Ha !, (5. 5. 8) 

由 此 推出 , VE E U(n, D, 妃 ), 有 

gzo Hzs™ 8 = g"(H'a!) g"™ 

ce (gHg')"a’! Hi’a-! Se zo zj 1 

(Zog "Zo DH (zog"z01') = 一 已 ， Zog 20 rE Un, D, H). 
这 证 明了 zoUn, D, HBH)'zs! Un, D, DBD), 
从 而 ‘ZoN"zo! < Un, D,， HH).- 

由 (5. 5.4) 式 有 Q(B) 二 bi11 汗 Q(B) EL, 其 中 B= 00， 
bri, 2 , bti,v, 0, buti, vt+2. ee pin) 人 ax 信 or， ve 是 zo 的 
第 冯 行 . 记 4 = 一 a 了 F, 则 4 可 取 遍 DD*. 由 (5. 5.6) 知 4 一 
一 wx 多 一 一 大 xc, 从 而 人 = 一 of. 且 由 Q(B)EL 知 

QB) es A bn, 1 人 十 Quwz) 

= A la 十 5 和 1 十 CC) € 天 
其 中 a 一 一 Q+1， 久生 o 1 ,b= Cpl 都 与 4 无 关 ， d(k’') = Q(vr) = 
Aswa! 恰 是 矩阵 d 一 z51AZEY 一 Ara a-! 的 第 (&，&') 元 ,也 与 4 无 
关 . 当 也 关 Fi 时 ,可 选 一 1 关 入 ED' ,一 (U7! 十 1)-1( 从 而 
7 十 1 三 如!), 得 到 | 

A 一 GOD) 十 Q(B) — QB) L， 
VE 人 {l,y 十 1}. 


d 的 第 (1， 1) 和 第 十 1 y 十 1) 元 为 0， 当然 也 含 于 工 . 这 说 明 4d 
的 对 角 元 全 在 工 中 .又 d 十 pd' = zy! 有 zi 一 Hg! 一 0. 这 说 
明 d € Mi*(n, D) 一 {C= 《ci ) sx EE Mat,DIC' = pc, 6; 和 所 
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L, V1 三 i 达 n}). 即 
zi IA zTU 三 Ara-™i(modM7?(n, D)). 

简 记 5S = Mz*(n，D). 对 任意 CE S, 由 (5. 5. 6) 式 知 
Ce =a!C™"=(C')"a!= 一 pC"an!. 且 由 (5.5.2) 式 L'a ! 导 
工 知 Ca ! 的 对 角 元 全 含 于 工 .这 证 明了 Sro-1 入 5. 

对 任意 g € U(n, D, A, L), 由 


grAra-18g” 一 Arau-1 一 (SEA 区 — A)'"a!E€E S*a lS 


wi 


gz A TT Br = grAra-! pr = Ara-! 
= xr!A zi (mod S)， 
(zog"20')A (zog*zi1) = A(mod S)， 
zog"zo! E U(rn, D, A, L). 
这 就 在 DD 关 ,时 证 明了 
zoU(n, D, A, L)’zs! Un, D, A, L), 


从 而 zoN"zo' 三 N, 

在 剩 下 的 情形 D = F,, 我 们 有 z= 1o， N"=N, a 二 1, 并且 
已 经 证 明了 ee HH). 着 zoNzo1 藉 N, 则 N = 
Qn, F,, A), n 过 > 6, zo KF O(n, F,, A), 9 (go) = 9 (20) 代 
O(n — 2, Fi, p (A)). 记 


No = 9 (Nf Uo) = Qn — 2, F,, 9 (A)), 
则 
plY | Lo) 之 (N,, (go NG (go) 1!) 
= Sp(n — 2, F,, 9 (H)). 
存在 Bg EY 中 使 9 (8&8) 一 Ta(1) GE Spln— 2, F,, 9 (H)). 
由 KG=O0n, F,, A)RYNGLG, F) GE ¢ GLn, 
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Ff), 从 而 g1 代 工 . 用 gi 代替 81 即 符合 要 求 . 
(5. 5,1.3) 了 含有 


T=T, OT ,a BT, (0) FE GL, D). 


由 (5. 5.1.2) 可 设 gi 二 (4a),x* € Uo, 且 9 (lg1) 一 了 或 者 当 
D= F, 时 9?(g) = Ta(1). 我 们 取 > = (ai)wxn EN 门 上 ,使 
g(z) = 二 1, 且 对 i 久生, VY 十 1}, 当 anep 时 取 a 一 an, 而 当 
an 久 DD 时 取 on 一 0. 用 giz ' 代替 名, 妈 可 将 含 于 DD 的 an 
(i 人 ,vv 十 1)) 全 部 变 成 0. 

情形 1 aa 一 az 一 0 但 an ai 多 (1,，2,yv 十 1， 
v 十 2)) 不 全 为 0. 

在 此 情形 下 ,可 选取 或 ,不 含 于 和 1,，2,v 十 1,v 十 2), 使 
aa 天 0 或 az 关 0. 当 an 关 0 时 ,再 选 & 使 hw 二 fler，, et) 一 
8 和 关 0, 当 we 天 0 时 ,再 选 上 使 Aurs 一 有 天 0. 于 是 可 取 > 王 了 十 
a 一 Ev,1 十 BEvs EN 并 考虑 了 =[L8y， zj 二 I 十 
Qtr, vBEri,s + anEs,1 EY. 由 于 an FD 或 an = 0 41,w， 
可 知 T&G, 于 是 T&YN 册 GL(n, D), T& GL(n, DD), 恰 如 所 
需 . 

情形 2 CQ219 Gyt1, y+2 不 全 为 0. 

当世 天 0 时 ,我 们 取 了 一 [Taas(1)，8] 一 了 十 ai 十 
arivrsEls 一 aa 已 ETY( 对 某 个 a). 由 于 an 多 D, 或 4a2 一 
0 天 Gytl, ov+29 可 知 工 a C， 从 而 工 & GL(n, D) 为 所 求 . 

设 工 一 0, 即 NN 二 Qn, D,A). 当 n 之 5 时 , 取 一 对 k、k'E 
(1，2，…， mA 2,v 十 1,v 十 2} 使 hw = B 关 0, 并 取 zx= 
T+ aE,rz,2 + Et,r — BE EN. 则 gs = [gi, z]= (5 )。xn E 
YAU,, HY(g) 一 了，p 一 os 一 0，0 = Ban, bri,v = 
ar 我 们 有 bi 多 也 或 如 一 0 关 b+1,w. 用 B82 代替 8&1 即 化 为 
情形 1. 

剩 下 还 需 考 虑 和 N = 0(4, D, A) 的 情形 , 此 时 按 引 理 假设 ,有 
FI?CDCR= Matf, LD: FI]==r, DD 在 R 中 的 中 心 化 子 等 
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于 DD 自身 . 对 每 个 9€ D, 取 gs = [Tb)T 一 0), g1] = 
Tau(baz 十 aas0) EY. 如 果 < = ar 十 as0 € D, 则 由 Ta(a) € 
YN GL(4, D) 达 GOC4, DD, 人 A) 知 a 一 0. 所 以 ,只 要 能 选 9€ DD* 
使 4 关 0, 则 a DD, g; = Ta(a) € Y\GL(n, D), 恰 如 所 需 . 假 
如 不 能 作 这 样 的 选取 , 即 ba 十 es = 0 对 所 有 0e DD 成 立 . 取 
9 二 1 得 au = 一 an, 于 是 ban = aw0 对 所 有 的 9E€ DD 成 立 . 即 az 
含 于 吕 的 中 心 化 子 D. 但 按 我 们 的 假设 , 当 aa € DD 时 应 有 a = 
0y 从 而 ai vrs 一 aa 二 一 azi 一 0， 与 本 情况 的 假定 相 矛 盾 ， 

情形 3 其 余 情 形 . 即 : 8: = 了 二 abr 十 6 us 十 

E21 OF , Fg GL(n, D), 其 中 909=0，; 或 ?一 1( 当 N= 

F,, A) 时 ). 

车 a &D， 取 


P= PyPun. az EN, z 三 To(— DT,n, uD EN, 


则 T=[z, PgP =I (a+6b+oOEr, t+ ab,s taE,,,,) 
EY 为 所 求 . 2 

在 其 余 情 形 下 ,有 a € D, 于 是 4b、 不 全 在 了 中 

当 D, 关 FF， 时 , 取 

人 一 diag (4, I», 人 1 TD )EN (QFK1) 

可 得 到 所 需要 的 

T= [Lei， A] 二 了 十 (ha4 一 a)E,ri,1 dt (4C— D7 ON 

二 cs DE, € Y\GLt, D). 

设 Dj = Fy. 当 N = Spln, Fs, 日) 或 SUn, F,, 阳 ) 时 ,由 
Dj,==L 关 0 知 0==0. 我 们 有 P 了 = Pj EN 将 g1 换 成 PgiP…!， 
即 化 为 已 解决 的 情形 2. 剩 下 的 情况 是 N = QCn, F,, A), v 过 3. 


此 时 可 取 zi = Tll Dy pe HL) EN 和 4 T,rs, 3(0)T,,,, .0) 
E NN, 得 到 


= [zi， pe ,二 3€Y. 
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然后 再 取 


0 
P=diag||l ,I" ?IEN, 
0 


mm OO oO 


1 
0 8 T° > 
0 


OR OO 


0 
0 
1 


om 


得 到 了 = Peg:P-: 一 7 十 bi 十 cEy 十 bo EY, 
其 中 0、c 不 全 含 于 万 . 
(5.5.1.4) 引 理 的 结论 成 立 . 
为 叙述 方便 起 见 , 对 每 个 SE Mat,R, 记 
Tuw O 0 
LTG)==|S IT OOIESLO，R)， 
OO OO 7 


并 记 M= (9E Mat,FIT(S) EY}. 对 1 和 tv 和 So € MatR， 
以 了 (5o。) 表 示 Tldiag(S。，0O6_5)), 记 S。€ M 表示 diag(S。， 
OW_») 各 M. a 


易 见 M 是 加 法 子 群 .对 于 PE GLC， D), 如果 存在 
g(P)= diag(P-!, P, .…) EN, 


(特别 当 已 E SLC D) 时 一 定 存在 这 样 的 g(P)), 则 对 每 个 SE€ 
M 有 8g(P)T(CS)g(P)- =TIPSCG))EY，PSCE) EM, 即 M 
在 书 相 合作 用 下 不 变 . 忆 至 少 可 取 遍 SL(v, D). 

由 (5.5. 1. 3) ,存在 


To 一 7 了 十 4a 开 hi 十 8， 十 ci € Y\GLGn, D). 
. bp ， 
即 存在 S。 = | E M, 使 4a、5、c 至 少 有 一 个 不 含 于 万 . 
由 T。E Y 了 即 S。€ M 可 导出 以 下 结论 : 


_ 0 1fa 6b)f0o 一 1 0 —e 
We &=| 4 < 由 加 加 ,|em, 


从 而 
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4 一 0 一 C a 


Si1 = Ts(1) SoT2 (1) So 3 | 
a 0 


ex 


即 
Ti=1I+ (a—6b6— OEn,itak,r, tak EY. 


推理 2 Ss 一 Tis()SiTaCD 一 So 一 (cc 十 NE E M， 
即 T, = T,X 十 5 和 DEY, 对 所 有 的 4+€ D:* 成立. 特别, 取 
= 王 1 有 Te 十 c) EY. 

推理 3 当 NN 关 Sp(4, Fi, 已 )，SU(4， F, 号) 时 ,可 得 出 


' 6 MA | 9] =o a 
oem, C 0 gr ns 


T=1T+6bE,n,2t+cE,i EY 及 T=Thn,(a) EY. 
证 明 如 下 : 当 v 之 3 时 ， 
S$, 一 Tai(1)9o72(1) — So = bE ch,rs,1 EM, 
i 0 2 
从 而 S$: = Pzs 9:Pa 一 | ‘|e MM, 如 所 欲 证 . 当 v= 二 2 时 ,排除 


了 NN 二 Sp(4, 2) 或 SU (4, 2?) 的 情形 后 ,总 可 取 1 关 4E€ D' 使 存 
在 AC2) 一 diag(1， 二 1， A, *) € NHACO Ei 1) € 和， 从 而 


和 


0 4 0 4 (4 一 1)c 0 
1 0 1 0 b(A— 1 0 本 
进而 Ss 二 | | | -一 -一 
0 A 一 1 (4 一 1)c 0 0 (4—1) 
ee EM 
C 0 


推理 4 当 NN 关 QQ(4, D, A) 时 ， 
A=I+cE 十 ai 十 Op,v+z EY. 
证 明 如 下 : 当 N 关 0(4, D, A) 时 ,N 中 存在 置换 阵 P 将 
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MatjxsD 的 自然 基 el1、es、est1、ests 分 别 送 到 e1、es4s、est1、pPez. 
这 个 PEN 将 T。E€ Y 共 轿 到 A. 

推理 5 设 N = TU(n, D, A, LL), p= 一 1、1E€L, 则 
Tn,1bbc 十 4a) EY, 特别 当 a = 0 时 , Tn,1Cbc) EY. 

证 明 如 下 ;由 推理 4, A 二 1 十 cEs 十 aE,r,1 一 bE,viz € 
Y. 于 是 

AT,r2, 2 CDATT,2, 2 — DT = Tn, t+ a) EY. 


现在 可 以 完成 对 引 理 结论 的 证 明 . 首先 ,推理 2 和 推理 4 就 是 
引 理 的 结论 (3). 

以 下 从 5。€ MM 出发, 证明 Y 包含 引 理 结论 1)、(2) 所 要 求 的 
元 素 . 
先 设 信和 关 Sp(4，2)、SU(4，22). 如 果 可 选 Te 使 < 冬 也 , 则 
由 推理 1 和 3 得 T= 十 ak,. aE,rz,1 € 了 恰 如 所 求 . 否则 ， 
无 论 怎样 选择 T。 都 有 a € D. 于 是 2、c 不 全 在 D 中 . 且 由 推理 2 
知 Tri 十 c) €E D, 从 而 应 有 5 十 c EL 己 D. 由 推理 3 得 T= 
T+ bb,z 十 cEv+z,1 EY; 仍 如 所 求 . 

只 剩 下 N = Sp(4, 2) 或 SU(4，22) 的 情形 . 如 果 一 开始 就 能 
选 To 使 5 一 c 王 0， 当然 a KD, 则 由 推理 1 有 

1 一 了 十 a 开 十 a 开 ss +aEn€Y, 
从 而 
T= TT=I+aky+aE ETY， 
恰 如 引 理 所 需 . 以 下 设 不 可 能 选 T。 使 4 一 < = 0. 由 推理 2 知 
T, = Tu (6 A 十 )E€ Y 对 所 有 的 AE€ED" 成 立 . 于 是 由 我 们 的 假 
设 应 有 TEYNSLCn, D) 和 之 GU(C4, D, 已 ), 从 而 07 十 丸 E 工 
特别 可 取 4= 1 得 6 十 c E 工 . 由 推理 1 及 Ta( 必 十 c)EN 得 
a—b—ec a 2 二 c 0 a a 
| a "a 0 -= ea 
如 果 a € D, 则 
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T, =I+aEy tak t+aE EY SLG, FF) 
GU(4, D, H) 
迫使 < € L= F,, T= TT(a) 一 了 十 6: 十 cE € Y, 正如 引 


加 0 喜 
M. 撤 推 理 1 有 = | “EM 而 SS 二 可 = diogle, 
a a 


a) € M, Ts = Ti(a)Ty(a) = Tn(a) @1? €EY. 由 推理 5， 
T= 二 了 十 aEks 十 aks 十 aks EY 导致 Ts(a? 十 a) EY. 按 我 们 
的 假定 应 有 a 十 a EIL=F,, 即 a 十 4a 二 0 或 1. 如 果 a? 十 a 一 
1; 则 及 = ,Fa 忆 R 是 Ff 的 扩 域 . Y 的 子 群 (SL(2， 
F,) WI?, T,) = SL(2, K) QT 包含 A = diag(la, a, a-!, 
a-1). 于 是 ATa(DA 一 Ta(a2) 二 Tu(a) EY,a& Fi, 这 与 前 
面 的 假定 相 违 背 . 剩 下 的 情形 是 :十 < 一 0, 即 公 一 4. 如 果 N = 
Sp(4,，2), 则 了 一 T 已 如 引 理 所 求 . 设 N = SU (4, 2?), 我 们 设 
法 推出 矛盾 . 取 AE F\F,, 则 X= 4 十 1. 由 推理 2 有 7T3(a 十 
4) EY, 从 而 按 我 们 的 假设 ,有 十 ax 一 >E 工 一 Ps 一 0 或 
1. 即 和 =ak++s=au 二 aa 十 s, 从 而 io 一 (oa 二 ss)a 一 
a(lh4) 十 十 sa 二 alah 十 4a 十 8) 十 2 十 sa 二 a4. 由 a:= 二 a 得 
a= 二 ah, 从 而 aA 十 a 十 s = aX, a = 二 ss€ FF,, 产生 序 盾 . 

这 就 在 所 有 情形 下 都 证 明了 所 要 求 的 T= 了 十 aE 十 
bz 十 CEviz,1 EY 存在 . 除 NN 二 0Q(4, DD, A) 的 情形 外 ,由 推 
理 4 即 知 T=T 十 cB 十 aEuti,1 十 bEu41,v+sEY 存在 , 引 理 结论 成 
立 . 在 入 一 Q(4,D, A) 的 情形 下 , 按 已 经 证 明 的 结论 有 了 = 
T7326)Tn(c) EY, c= 二 士 b&K D. 取 置 换 阵 PE O(4, D, A) 定 驻 
e1， e3， 且 将 eo、es 互 换 . 虽然 P KN ,但 PP 正规 化 和 N. 记 


Bi = PTP-! = Ty(O)OTy(b) € PYP-INT. 
则 有 符合 引 理 对 gi 的 要 求 , 于 是 由 已 证 明 的 结论 知 PYP-! = 
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《N ,BNEB1') 包含 一 个 Ts《61)Tw《c), 使 ci 二 土 b1 多 D, 从 而 Y 


包含 了 = P71(T3(6)Ty(c))P 二 Ta(c)Tw(61), 恰 如 所 求 . 
引 理 5. 5. 1 至 此 证 毕 . 1 


为 了 定 出 入 = SL(n, D) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 ,我 们 在 
§ 5.4 中 讨论 了 go€ GL(n, R)\T 将 T。€ SL(n, D) 共 轿 到 械 中 
的 情形 . 而 为 了 定 出 入 = U’'(n, D, A, 工 ) 的 扩 群 ,同样 需要 讨论 
go EGL(n, R)NT 将 T。€ NN 共 轿 到 7 二 goToga' ET 的 情形 . 
这 就 是 本 节 的 内 容 . 我 们 希望 Ti € GL(n, D) 进而 TE NN, 在 此 
情形 下 找到 z、zi € N, 使 zigoz 含有 足够 多 的 零 元 素 . 

设 v = vi(A) 二 1. 对 任意 S € MatiwwR(1 三 k,l 二 沙 , 记 


TO 0 
To(S)= 二 15 I Oli， 其 中 5S= diag(S, O) € Mat,R. 
O O 7 
引 理 5.6.1 设 


N= U’(n, D, A， Z) 近 Un， D,， H), 
2 之 3， /一 MA) 之 1; 


goEGL， RE Y = (NN, goNgo '),， 
且 
YNANGLG, D)<G= GU, D,A, LL). 


设 SEGL(d,D), 1 二 4d 达 v, 使 To(S)E€EN, 且 
T, 二 goTolS)go! € GL(n, D). 


且 当 charD = 2, 工头 Kj 时 ,假定 To(Sa) E N 及 Te) = 
goTo(Sa)go! EGLn, D) 对 所 有 的 <E 五 成 立 , 这 里 五 子 {0, 1} 
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是 DD 的 某 个 加 法 子 群 , 且 除 = 忆 及 工 = 0 的 情形 外 ,还 假设 
E\{0} 对 求 逆 封闭 ( 即 0 关 aE€E 一 > a™!€ EE). 则 存在 xEN, 使 
8 一 z go 二 (Qi)axn 的 元 素 @ij 二 4,v4: = 二 0, V1<i<d, jj 之 
d 十 1 且 1 三 k 达 4d 或 之 v 十 d. 显然 g KT,Y = (N， 
giNg1'), 目 当 go EY 时 g1 EY. 

证 明 当 charD= 二 2 且 L 关 Dj 时 , 设 0 关 a € ,否则 , 设 
axa 一 1 且 记 了 == TQ). 则 由 


TCSa) — 1)’ 一 及 rankp (Tl(Sa) ~—I1)=4d 
推出 (Ta) 一 [2 一 0 及 rankp(T(a) 一 7)， 
Tl(a) EGL，D)MY7<GUC，D:,A, 工 )， 


根据 引 理 4. 2. 3, 由 了 (a) 勾 宕 可 推出 Te) E U(n, D, A, L). 于 
是 


Im(T(a) — 1) CSC Ker(T(a) — 1) = Im(T(a) — 1)+, 


Im(T(a) 一 了) 是 4 维 全 迷 向 子 空间 .如果 工 = Dr _。( 即 N = 
U'(n, DD, 丈 )), 则 Im(7(1) 一 7) 也 是 工 - 全 奇异 子 空间 .此 时 存 
在 zE€ NN 将 Im(TQ) 一 了 ) 送 到 工 -全 奇异 子 空间 Us = {(c ，…， 
ad，0，…，0) € Matix.D}. 记 T,=z T(z, 则 Im(T,—71)= 
Im(T(1) —71)z=U,, f§ Ker(T,— 1) = Im(T,—D+=Ui. 这 
说 明了 T, 具有 形式 T: = T,(A), A € GL(d, D). 记 g = zx-'1go. 
则 T, = giTo(S)g7. 将 gi 写成 分 块 形式 81 = (45)4x4， 使 A;; € 
MatxwyxxnR, 其 中 990) 二 9(3)=d, 9(2) 二 vy 一 d, 9(4) 一 
n 一 vy 一 d. 比较 等 式 (TuCA) 一 1)gi = g1(To(S) 一 了) 两 端的 矩 
阵 块 ,得 AAl; 一 0， 从 而 A = 0 对 7 二 2 成 立 , 而 AisS 一 0 从 而 
A 二 0 对 i 关 3 成 立 .如 所 欲 证 . 

以 下 设 charD = 2 县 工头 Di 此 时 需要 进一步 证 明 
Im(7 1) 一 站) 是 -全 奇异 子 空间 , 才能 找到 zE N 将 Im(T(1) 一 
7) 送 到 Us, 从 而 完成 引 理 的 证 明 . 仍 可 取 zoEU(n, D, 五 )( 但 不 
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要 求 z。 EN ) 将 Im(T() 一 中) 送 到 Us 将 B21 = zo'go € GL(n， 
R)/ 代 按 前 述 方式 分 块 为 = 二 (4;)sxs, 则 仍 有 Ai; = his = 二 0， 
Vj 二 2,i1 关 3, 于 是 YaE€ 有 
T,(a)=z5'T (a)zo=B To Sa)gi!=To(A(a)) EUCn, D, H), 
其 中 Ala) = AwsSadn' € MatsD, 且 当 a 关 0 时 Ala) € GLCd， 
D). 记 A=AQ), 则 A(a) = Ae', 其 中 a = A1ah7ii! € MatsD. 
易 见 of 十 史 二 (十 4)", 并且 当 a 关 0 时 有 (a 1)" 二 (a") .我 
们 有 
T(a) = zoTo(AMa')z5! = 1 + W'eU, 
其 中 W'A”!' 是 z。 的 第 v 十 1 至 第 v 十 d 列 组 成 的 矩阵 ,而 U 是 zi? 
的 前 4 行 组 成 的 矩阵 ,从 而 W、U 都 是 D 上 的 秩 为 4 的 dXn 算 
阵 , 且 与 a 的 选取 无 关 .U 的 行 空 间 就 是 In(T(1) 一 了 ). 以 下 只 需 
证 明 U 的 行 空 间 是 工 全 奇异 子 空间 , 即 证 明 UAU' € Mi(d, DD). 
(对 任意 自然 数 m, 记 
Mil(m, D) = {A = (5)nxn € Mat,D| A 


一 4， Si 各 Ls, Yl=i<m}).) 
于 是 有 
T(a) € Un, 万 ， A， L) 


= B(a) = T(WAT(a)’ 一 AE Mi(n, D). 
将 TC(a) = 了 十 WieU 代入 ,可 得 
Bla) = WaUA++ AU' WW 
+ WeUAU' wv'W € Mn, D). 


对 秩 4a 的 矩阵 WW €E MatsxD, 存在 PE GLGn, D) 使 WP = 
(Tw, O). 由 Ba € Miln, D) 和 MBila) = P'B(a)P € MG， 
DD), 而 


I ER 
Bi(a) = | 六 Jevar + PAU' a"™ (Tw, O) 
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Ta 
十 局 UAU' or (Ta, O)., 
设 B,(a) € MatsD 是 Bi(a) 二 二 (6;))wxn 的 元 素 bi;(1 和 i, j 三 d) 组 
成 的 子 和 矩阵 ,也 就 是 B;(a) 左 上 角 的 4 阶 子 方 阵 . 则 Bs(a) € 


Mi(ld, D),， 从 而 B,(a) ey (oe)-1B,(a) (oa) 1 入 Mild,， D). 而 
Bs(0) = Pi (od) + (a ) P+ UAUD', 


其 中 Pl、P E MatsD 与 a € E 的 选取 无 关 . 记 P(a) = 
Pi lq), 则 Pla) 十 Bla) E Mi(d, DD), 以 此 式 左 端 与 B,(o) 
相 加 ,得 


Bola) = (a 1)"P, + UAU' € Mi(d, D), 


其 中 Po = Py' 十 P; 与 a 的 选取 无 关 . 由 于 玉 好 {0, 1}, 可 选 0 关 
QEE 使 a 关 1. 如 果 E\{0) 对 求 道 运算 封闭 , 则 还 可 取 a, = 
(十 or， 从 而 1 十 :十 o! 一 0， 


Bo(1) 十 Boom) 二 Bow) 一 (1 十 虹 [ 十 好 DrP 十 UAUD1 
= UAU' € Mi(d, D), 


Im(7(1) 一 DL- 全 奇异 ,如 所 和 欲 证 . 

以 下 设 下 = 屎 且 荆 =0. 此 时 J=1 且 DD 是 有 限 域 .用 
Mold,，D)、M* (d, 了 ) 分 别 表示 MatsD 中 交错 方 阵 、 对 称 方 阵 的 
集合 . 我 们 已 经 知道 Im(T(1) 一 7) 全 迷 向 , 即 UAU' € M+ (d， 
D). 要 证 UAU' € Mo(d, D), 只 须 再 证 明 UAU"' 的 对 角 元 全 是 0. 
对 aE E\{0, 1)， 有 


Bo(1) 十 Ba) we (1 十 ar!)"Po 各 《人 D). 
(ar!1)” 二 Auar'An! 与 7! 在 GL(d, DD) 中 共 思 ,因而 在 上 有 相 
同 的 最 小 多 项 式 m(x). m(z) 也 是 a7! € D* 的 最 小 多 项 式 ,由 


人 二 Fi 是 完全 域 , 知 m(x) 在 DLzxj 中 可 分 解 为 两 两 不 同 的 一 次 
因子 的 乘积 ， (ai')" 在 D 上 的 最 小 多 项 式 mp(x) 是 m(zx) 的 因子 ， 
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也 可 分 解 为 D[z] 中 两 两 不 同 的 一 次 因子 的 乘积 . 因此 (of 被 
某 个 CE GL(4d, D) 共 罗 到 对 角 阵 
y 一 CorDrCc- 一 diag(7， **%, 1) € GL(d, D). 
且 CQU 十 or!1)"C"1 二 TT 十 7YE€ GL(d, 了 D) 也 是 对 角 阵 .于 是 
(1 十 orDrPyE Md, D) =—> C(1 + ar')"PoC! 
一 (1 十 7Y)CPC' € Mo,(d, D) 
一 > (1 十 7)CPoC' 的 对 角 元 全 为 零 
二 > CPoC' 的 对 角 元 全 为 零 . 
另 一 方面 ,由 B6(1) = P, 二 UVAU € Mo(d, D) CM+ (Cd D) 及 
UAU' € M+ (d, D) 知 Po€E M+ (d, D), 从 而 CPoC' € M+ (Cd， 
D). 于 是 CPoC' € Mo(d, D)，P,E Ml(d, D). 这 导致 UAU' = 
Bo(1) 一 P。€ Mlqd, DD). 如 所 和 欲 证 . 
推论 5.6.2 NN, go YY 如 引 理 5. 6.1 所 设 . 
(1) 如 果 万 天 0， 且 对 任意 0 天 ssE 工 ， 西平 延 了 ,1(Cs)》 EN 
的 共 思 T(s) = goT ,+11, 1(s)go! 都 含 于 GL(n, DD), 则 存在 €EN, 
使 Bi zlgo 二 《Qi ) xn 的 元 素 Qj 一 Gil 一 0,Yi 过 2， 了 和 天 2 十 
1. gi TT 且 Y = (NgNegrl)， 符合 引 理 5. 5. 1 的 要 求 . 
(2) 设 =0( 即 N= Qn, D, A)),v 二 2. 
1 = 一 了 2(05Sa)T 2 (一 SQ) 


是 N 的 正 交 二 平 延 , T(a) = goTogo 1 € GLln, DD), 其 中 * 生 站 
任意 给 定 , 当 charD 关 2 时 a==1, 而 当 charD 二 2 时 ,a 取 遍 DD 的 
一 个 子 体 E( 且 | 五 | > 2) 的 所 有 非 零 值 . 则 存在 > EN 使 g, = 
Z 180 一 (Qij ) xn 的 元 素 4 = Q2j; = Qi,v+1 = Qi,v+2 = 0, Yi 过 3， J 
y++1,v 二 2}. gj TLT 有 Y=(N, giNg7'!), 符合 引 理 5. 5.1 
的 要 求 . 

(3) 如 果 引 理 5. 6. 1 的 条 件 全 部 成 立 ( 即 存在 引 理 中 所 说 的 
T,(Sa) € N,T(a) € GL(n, D)), 则 存在 引 理 5. 5.1 所 要 求 的 
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£1: 

证 明 (1) 在 引 理 5.6.1 中 取 4d==1,S = 1E MatiD. 且 当 
工 关 Kj 时 , 取 E£== 上 . 注意 , 0 关 aE L=>a!=a!'ao!1€L. 
且 当 工 天 天 ,时 二 | = oo. 可见 引 理 5. 6. 1 的 条 件 全 部 成 立 , 从 而 
结论 成 立 . 


(2) 在 引 理 5.6.1 中 取 d = 2, S = [2 | 即 可 . 


(3) 按 引 理 5. 6. 1 的 结论 ,存在 >E N 使 gs 一 > 'g。 = 
(0)sx 的 元 素 bj; = bw; = 二 0, YI 过 ;1 和 djJ>>d+1 且 1 所 
三 d 或 k& 之 vv 十 d. 当 工 关 0 时 ,对 每 个 0 关 s EL 取 T,(s) = 
82T,H,10)83 EY. 当 L=0 时 必 有 4d 过 2, 对 每 个 ;€E D*, 取 
T,(s) 一 gz2Ttta(G)T ai (一 5)851EY. 则 在 两 种 情形 下 了 了:(s) 
都 具有 形式 T:(s) = To(B(s)), 其 中 BCs) € MatsR 依赖 于 s. 如 
果 可 选 ;二 5 使 BCs1) KMatsD, 则 了 T:() KT 了 此 时 取 gi = 
了 T,(s1), 则 易 见 gi 具有 引 理 5. 5. 1 所 要 求 的 零 元 素 , 恰 如 所 需 . 否 
则 ,由 本 推论 (1) 或 (2) 即 知 所 需 的 gi 存在 , 


§ 5.7 西 群 U'(n, D, A, LL) 与 含 零 算 阵 
生成 的 扩 群 ( 续 ) 


本 节 仍 设 尺 = Mat,F 是 体 下 上 全 方 阵 环 ,DD 是 R 的 子 体 . 假 
设 已 经 定 出 了 线性 群 SL(n, D) 在 GL(n,，R) 中 的 扩 群 ,现在 希望 
定 出 西 群 N = U'(n, D, A, 了 ) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 ,Ni 的 
Witt 指数 v(A) = "之 2, 且 AE Mat,D 具有 标准 形 

OO I, 0O 
O 0O 0 
0O O A 


其 中 A。E€ Mat,_wD 定 号 且 As 十 pAT 是 可 道 的 单项 矩阵 . 如 果 
三 二 GL(n, D) .Nk(D) 或 XX 二 SL(n, D)， 则 都 认为 是 


A = 


9 
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已 知 的 . 故 设 匀 区 TT; 且 设 和 X 兰 SLCO，D), 并 可 用 满足 条 件 
U'n, D, A, 1) 的 最 大 的 L 代替 工 ,使 X 人 GL(n, D) 二 
GUCn, D, A, L). 

只 要 能 在 X 中 找到 引 理 5. 5. 1 所 说 的 含 零 矩 阵 g1， 由 引 理 
5 50 1 即 可 知道 X 含有 元 素 T。 = Ta(BO)OT,ri. v2(Co) 使 Bo、 
Co D, 且 B= Co 或 Bo 十 Co€ DD 成 立 . 紧 接着 的 问题 是 ;怎样 
定 出 了 一 (N, 7T。) 的 构造 ? 我 们 希望 在 Y 中 找到 某 个 更 大 的 典型 
群 的 一 个 根子 群 .为 此 ,考虑 Y 中 所 含 的 形 如 diag (4, B, 1)(4， 
BE GL(v, R)) 的 准 对 角 阵 的 全 体 所 组 成 的 子 群 Y. 首先 ， 


YNo= (diag(4，(47)- 1)|A ESLG, D)} <N. 


并 且 还 有 To = diag (Ta(Bo), TJs(Co), 了 ) E Yi. 考虑 Yi 的 子 群 
Yo 一 (No,， To), 并 考虑 Yo 到 GLC， 尺 ) 中 的 同 态 


gi:diag(A, B, I)r->A 及 9;: diag(A, B, 1)r>B. 


由 B= Co 或 B, 十 CE€ 了 DD 成 立 , 知 91 与 9: 的 象 91(Yo) = 
《SLC D), Ta(B0)) 与 9.(Y6) = (SL(v, DD) ,Ti,(C,)) 相等 , 记 
为 Z。. Zo 是 SLGv, D) 在 GL(, R) 中 的 扩 群 ;并且 不 含 于 GL， 
D)，Na(D)，, 可 以 假定 它 预 先 已 经 定 出 ,等 于 某 个 中 间 体 EE 上 的 
线性 群 SLCvd, E) (F CE 对 DDD, 或 当 r= 二 1 时 DEECF=R)， 
或 当 v = 2 日 D、F 是 域 时 是 辛 群 Sp(24, EE). 不妨 用 EE 代替 下 ， 
使 Z, = 二 SLCwr, FF) 或 Sp(2r; F). 2Z。 当然 含有 SLCvr, FF) 的 根子 
群 . 我 们 证 明 : 在 


YN GL(n, D) GU, D, A; 7) 


的 假定 下 ,存在 Zu 的 自 同 构 o 使 diag (64, A', 1) E Y, 对 所 有 的 
A E€ 2 成 立 ;o 将 每 个 4€ SL(v, D) 映 到 (ZH7)-1. 这 样 的 o 的 
形式 将 在 下 面 的 引 理 5. 7. 1 中 定 出 . 我 们 还 证 明 , 当 4 € Z。 取 遍 
SLCw, 五 ) 的 一 个 根子 群 时 ,相应 的 diag(4，4"，7) € Yo 就 组 成 
下 上 某 个 酉 群 VCrr， 下, Ar, Lr) 的 一 个 由 本 三 平 延 组 成 的 根子 
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. 群 .这 样 ,7 包含 V (nr , ,As, Ls) 的 根子 群 . 由 第 3 章 关 于 根子 
群 的 知识 就 能 定 出 Y. 
本 节 的 引 理 只 用 于 定 出 酉 群 N = U'(n, D, A, 工 ) 的 扩 群 ， 
而 不 用 于 定 出 线性 群 SL(n, 妃 ) 在 GL(n, R) 中 的 扩 群 . 因此 ,在 
本 节 的 引 理 的 证 明 过 程 中 ,必要 时 可 以 引用 以 后 各 章 中 关于 
SL(n, DD) 的 扩 群 的 结果 . | 
引 理 $.7.1 设 F 是 体 , R = Mat,F, D 是 R 的 子 体 , J :0t> 
6 是 刀 的 对 合 . 设 之 2, Z, = SLO, R) = SL(w, F), 或 2) = 
Sp(2r, 瑟 ) >SL(2, D) ( 当 v = 2 且 D、F 是 域 ). 设 o 是 群 2 的 
自 同 构 , 且 将 所 有 的 4 € SLC， D) < 2 映 到 (47)-:. 则 具有 
下 面 两 种 形式 之 一 : 
(iD co :4r> Al(4")-IAr, 其 中 A 二 I? 因 A,AEGL， 
P), r+ 是 下 的 反 自 同 构 , 满 足 条 件 5= Ab'A-!，Yb E D. 如 果 还 
有 二 1, 则 可 选 上 述 t、 A 满足 世 = 1 及 A" = 十 人 A. 
Gi) vy ==2, DD 是 域 , 21 = SL(2r, F), o:Ar>AA"AT!, A = 


0 A 
|_ 0, A GLG, Pr 是 严 的 自 同 构 , 满 足 条 件 
5 = AFA-. 
证 明 由 定理 1. 3. 4 知 : Z = SL(w, F) 的 自 同 构 c 具有 形 
式 
(1) 3 - oAr> ALAAT! 
或 (2) Ar> A (A") A7’, 


其 中 Al € GLGy, F), x € AutF, tr 是 下 的 反 自 同 构 . 由 定理 
1.4.4 知 , 2 = Sp(2r, F) 的 自 同 构 co 具有 上 述 的 形式 (2) , 仅 当 
4 一 Sp(4, F) 且 下 是 特征 2 的 完全 域 时 可 能 出 现 例外 情形 :c 
将 Zi 的 辛 平 延 变 成 辛 二 平 延 ,而 将 辛 二 平 延 变 成 辛 平 延 . 但 在 本 
引 理 的 条 件 下 ,o 将 辛 二 平 延 723(12) € SL(2,:D) < Sp(4, F) 
变 到 Taz( 一 72)， 仍 是 辛 二 平 延 , 故 这 个 例外 情形 不 会 出 现 . 
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先 设 (1) 成 立 . 对 任意 0 € D', 1 二, 7 三 v, 关 1, 我 们 有 
Tu(0)’ = Ta(— = ATu(O)AT!, 这 里 7 = (外 )x € GL(r, 
F) 由 xE AutF 作用 于 90 = (9;),x. € DD 的 每 个 分 量 90; € F 而 得 
到 . 将 Ai 写成 分 块 形式 Ai 二 〈B;),x,, 使 所 有 的 块 B,; € Mat,F. 
比较 等 式 


Ai(Tu(0) 一 了 7) 一 (Ta(~ 0) 3 DA 


两 端的 第 (4， 妃 块 、. 第 (7 &) 块 (1 所 /所 风 ,得 B; = Bi = 0 对 所 
有 的 j 关 ! 成 立 ,而 Bu 二 一 0B. 特别 Bi = 0 对 所 有 的 1 三 过 
vy 成立 .如果 vv 之 3, 则 对 任意 1 三 i， j 三 v, .可 选 & 二 i 及 lL 闫 i， J 
得 到 Bu = 0, 从 而 A, = 0, 与 A, € GL(Cw, F) 相 矛 盾 .于 是 只 科 
下 v=2 的 情形 ,此 时 已 有 Bi = B,, 二 0, 且 可 在 等 式 Bly = 
一 5B: 两 端 取 9 一 也 得 B= 一 Ba 记 人 A = Bus, 则 A; = 

0 A 
Em 

以 下 设 (2) 成 立 .为 叙述 方便 ,对 上任 党 和 矩阵 4, 记 A4* = 

4A" 为 4 的 每 个 元 素 被 r 作用 后 再 作 转 置 得 到 的 矩阵 . 对 任意 0€ 
D’:,1<zi,j 达 vyv,i 关 j, 有 


E 且 Ab- 一 A, 即 3 二 AVA-!. 本 引 理 结论 (ii) 成 立 . 


T,(0)° 一 Ti(— 0) Se AT;,(— 0 )Ar! 9 
从 而 Ai(T;(— 0*) = 1) ss CTi(~— D) DAA. 
比较 最 后 这 个 等 式 两 端的 第 人 ,0) 块 .第 人， 力 块 (1 三, /三 ») 
得 Bi 二 Bi = 0(Vh 关 i, j 关 人 ), 县 Bi0” = 6B;. 于 是 A, = 
diag(B，…，B。) 是 准 对 角 阵 , 且 可 取 0 二 上 得 B; = B;. 可 见 
Ai 一 diag(A, …，A) = IY 的 A 对 菜 个 AE GLCr,F) 成 立 . 且 
A 满足 5= A9'A-!, Y90E€ D; 由 0 二 1 知 ,对 任意 CE Mat,F 有 

Tu(C) = (T;(— AC*A-D)’ = TAIC2A， ) 

从 而 C= As'C"Aoy 这 里 Ao 二 A'AT. 记 , 为 F 的 索 域 g 当 CE 
Mat'F。 时 有 C” 二 ,从 而 C "WF1CAo. 这 说 明 A 中 心 化 
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Mat.o, 从 而 A, = (XAE FR*) 是 上 的 纯 量 阵 . 于 是 C” = MCA-， 
对 任意 CE Mat,F 成 立 . 从 而 a” = ha4-! 对 所 有 a EF 成立. 当然 
也 有 A" = X44-1!.“ 但 另 一 方面 ,由 A*A-! 二 A, 二 得 A* = AA， 
Ar = (A') 一 (MA) 二 XAX. 于 是 由 从 A-1 二 A” 二 AAX 得 和 二 
4 !, A4 二 1. 注意 ,由 Al 二 diag(A, …, A) 和 和 A" 二 A 得 A 一 
AA1. 对 任意 的 4 € 21, 可 以 把 4 = A14"~!'AT! 改写 为 


= (A6) (671A' G6) "1(A6)-, 


其 中 6 E F" 待定 .注意 , r+ 一 忆 , ar>6-1a 只 仍 是 下 的 反 自 同 
构 . 记 As == A6, 则 A' 一 Ah) Ai 对 任意 的 。€ ,有 


| ad = (0-1a 0) = ha A aa , 


其 中 加 一 040 一 MA 一 -160, 且 (AD = 入 A?6 二 如 As. 我 
们 希 户 选 6 使 入 == 土 1, 从 而 如 == 1. 当 1= 一 1 时 , 取 8 一 1，h 
二 4 即 可 ;否则 ,可 选 6 二 4 十 1 关 0, 此 时 由 站 一 和 :得 6-it 二 
人 十 1 下 TD) 一 从 而 国王 1. 对 这 样 选取 的 6, 用工 ,、 
A、 A 人 az 分 别人 代替.r、 A、 去 1, 可 北 为 = 1 ， A 二 十 44， 人 7 一 十 A， 的 
情形 . 即 tr 是 Ff 的 对 合 ， A 人 7 一 十 Ai, 从 而 人 ”一 土 A， 如 所 欲 
证 .上 

将 引 理 5.7. 1 应 用 于 C, 问题 ,得 到 如 下 推论 : 

推论 5.7; 2 设 o 如 引 理 5.7.1(i) 所 说 . 并 且 设 下 是 域 ， 
D = FI®, 若 将 J 也 看 成 下 的 对 合 使 a 了 = (aI)*(Ya E FF), 则 
rt 二 J. 设 Ni 二 U'(r, 后, 及 ;) 是 关于 对 合 的 西 群 且 v(H,) 二 
1, 但 排除 N, = 9Q+ (2, F) 的 情形 ;或 N, = OC(r, FF, H,) 
《charF 关 2,r 之 3). 并 且 假定 对 所 有 的 4E Z, = SL(wr, FF) 或 
Sp(2r, Ff) >>SL(C2,D) ( 当 v=2) 及 g 二 I 的 B(B EE NN,) 都 有 
(gAg 》 二 gA"g 成 立 , 则 引 理 5. 7. .1 所 说 的 A = cH，， 对 某 个 
cEF* , 且 可 选 A= 已: 

:证明 Va &€ Ff,areD, 有 az 一 .Aa7DJA-1 = ao， 从 而 
4 一 4 这 证 明了 ==.J. 对 任意 使 Ti,(C) € 2Z, 的 CE 只 ,及 任 
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意 z=TQ@BET@N 一 GLC, R), 由 
(gTi(C)g-) = Tys(BCB-') 一 To (一 AB: -IC BA-I) 
= gTu(C)’g-! = Ta(— BAC*A-1B-!) 


知 4-IC"4=C: 对 4=A-IB-IAB" -1 成立 .C 可 取 遍 集合 E = 
{C E Mat,F|Ta(C) E 2 ，, 故 4 含 于 已 在 尺 = Mat 中 的 中 心 
化 子 . 当 2 = SLG@w, F) 时 E = RR, 其 中 心 化 子 就 是 R 的 中 心 

FI", 当 Zi = Sp(2r, 了, 已 ) > SL(2, FI") 时 ,已 应 具有 形式 

Es | ， 对 某 个 AE GL(r， ). 此 时 E= {SA '|S' = 

S E Mat,F}. E 生成 的 环 等 于 R, 从 而 玉 的 中 心 化 子 仍 为 FI. 
总 之 , 4 应 是 纯 量 阵 al, a € F*. 即 A-1B8-1AB*-! 二 al,， 

BAB" = a -1A, B 属于 关于 对 合 的 广义 西 群 GU (Cr, F, 入): 但 

B 可 取 遍 Ns = U'(r，F， 右 ;) 或 OCr, FH,). 故 N 二 GUY， 
F, A). . 

当 入 ;二 U'(r, 下 , 玉 ,) (yA(H,) 之 1) 时 ,和 Ni; 可 由 根 元 素 生成 ， 
而 根 元 业 都 是 么 筹 元 素 ; 当 NN; = OCr, F， Hs)(r 二 3) 时 ,和 W, 可 
由 对 称 生成 ,而 每 个 对 称 S.(Q(ew) 天 0) 满足 条 件 dim Ker(S。 一 
站 一 -一 1 二 r/2. 由 引 理 4. 必 3(2) 知 ,这 些 生成 元 都 舍 于 ULC， 
下 , A), 从 而 NN; 达 U(r, ,A), 对 每 个 BE'W,, 由 BEUCr, FF， 
Hi) 有 BH2B* = Hi, 由 BE U(r; F, A) 有 BAB* = A. 于 是 
AHi! = (BAB")(BH4B* )-! = BCAHy')B-!. 这 说 明 AH;1 含 
于 ;的 中 心 化 子 FT 等 于 某 个 纯 量 阵 cr ,ec E F*. 于 是 人 A= 
cH;. 用 五: 代替 人 ,不 会 改变 0o, 可 以 化 为 A=H, 的 情形 . ( 注 : 当 
(itz2) 之 1 时 ,可 以 直接 用 引 理 4.2.4 由 NN; 达 GU(r, F, H,) 推 
出 A = cH;. 但 这 没有 包括 N; = OCr, FF, 电 ,) 而 v(H,) = 0 的 情 
形 . 因此 我 们 另外 给 出 了 一 个 证 明 . 4 … … 

现在 我 们 可 以 用 引 理 5.7.1 来 研究 和 Ni = 如 (x, D, A, 工 ) 在 

GL(n, R) 中 的 扩 群 . 不 过 ,在 C 问题 中 ,并 不 要 求 定 出 N, 的 全 部 


| 
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扩 群 ,而 是 要 对 某 个 Ns 过 R* 定 出 N = Ni 的 NN,) 在 GL(n， 
尺 ) 中 的 扩 群 .为 了 叙述 统一 起 见 ,在 C,、Cs 问题 中 我 们 定义 N; 一 
{7}. 这样, 在 三 种 情形 下 我 们 的 目的 都 是 要 定 出 N = Ni 四 
Na) 在 GLCa，R) 中 的 扩 群 .现在 再 把 这 三 种 情形 具体 描述 如 下 : 
. C; 情形 :> 之 2?, 下 是 任意 体 , Matix, 忆 是 体 刀 上 1 维 右 空 间 ， 
二 {1} 是 单位 元 群 . : 
Cs 情形 :r 二 1, 是 域 , R = 下 好 DD,NN, = {1} 是 单位 元 群 . 
6 情形 :~ 2, FF 是 域 , D 二 FI", 将 J 看 成 下 的 对 合 ,NN， 
是 关于 J 的 某 个 西 群 


U(r, F, H,) = 4 € GLer, F)|AH, A'’ = H,)} 
或 U Cr， 下 ， H,). 


法 意 ， 在 下 面 的 引 理 中 ,对 NN 是 CC 类 于 群 的 一 种 情形 (一 2 且 
2Z, 二 Sp(2r, FF) 的 情形 ) 并 没有 最 后 确定 扩 群 Y 的 类 型 ,而 只 是 
在 结论 (ii) 中 对 了 给 出 了 一 些 性 质 . 这 些 性 质 将 在 第 7 章 引 理 
7. 4. 4 申 被 用 来 进一步 确定 Y. 

引 理 5.7.3 设 N = U'(n, D, A， L) 三 U(r,.D, 卫 ) 和 
N= Ni @ Na 如 上 定义 . N! 的 Witt 指数 vL(A) = v 二 2， 当 
y=2 且 N = [hn DA) 时 只 讨论 C; 和 情形; 设 尺 = Mat,F,Y 了 是 
由 N 与 若干 个 准 对 角 阵 7, = diag(41, Bi, 1) € GL(n, R) 一 起 生 
成 的 群 , 其 中 所 有 的 A:、B;: € GL(v, R). 设 了 站 GL(n, D) 去 
GU(n, D, A, 工 ), 并 且 设 子 群 


2 = (SL(vs DIT ® N,), AlVi)! 
与 i | , 
{SLG, DU ® N), BlYi) - 


相等 ,等 于 SL(v, R) = SL( 和 ,RF) ,或 在 v= 2 卫 刀 是 域 的 情况 下 
Zo 二 Sp(2r,F). 则 下 列 结论 之 一 成 立 ， Se 
GD) 了 包含 且 正 规 化 某 个 U' (nr, 下，Asp, 上 5); 
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Gi) N = 二 SU(4, D, 五 ),r= 二 2, DD 是 FI 的 二 次 扩 域 ,J 关 1， 
Kj = FI. 或 N= 0(4, D, A, FI1),r = 二 2, DD 是 特征 2 的 非 完全 
域 , D: CC FI. 2Z。 = Sp(4, F),Y 包含 且 正 规 化 0, 41 是 G = 
Q+ (8， 和 光阴 同 交 于 生生 F) 在 G 的 某 个 外 自 同 构 下 的 
不 可 约 象 . 

(iii) N 是 C, 类 子 群 ,v= 2, Zo = Sp(2r, Ff)， A 
diag(4, A’, 1), YA € 2Z,, 其 中 


oc:Arr” A’= (了 (2) @ A CAVITY ® A)-! 
是 QZ。 的 自 同 构 , A € GL(r, FF) 是 对 称 或 反对 称 方 阵 , 且 当 Na 关 
O(2, F, H,) 时 A= 全 
证 明 先 定义 | 
= {diag(A, B, C) EY|IA, BE GLGOr, F), 
CEGLCGOE Om 2)r, F)}, 
= {diag(A, B, 1) €E Y|A, BE SLOr, F)). 


则 Y， <IY;, 定义 Y; BGL (Cv, 五 ) 中 的 群 同 态 Pi1、 9:, 将 每 个 g 一 
diag(4,，B，C) € 7Y, 分 别 映 到 p18) = 4 和 9z(8) = B. 则 
921(Z) 与 29: (Yi ) 都 包含 Zo, 也 都 含 于 SLC F). 记 21 = 
P10C70), 则 当 2。 = SLCOr, FF) 时 ,92(Y1) = SLlw, F) 一 2 我 
们 指出 ; 当 v=2 且 2。 = Sp(2r, FF) 时 ,21 二 91(Y1) 与 92(7i) 也 
相等 . 当 v 一 2 时 ,7 的 子 群 N, 中 有 元 素 


0 I” 0 
5 一 pI” O OQ i 
O O I 


将 每 个 g = diag(4, B, 了 T) € Y 共 斩 到 = 3g3-! = diag(B， 
A, 1) € Yi， 于 是 每 个 4 = pi(Cg) = ps(8), 而 B= gs(g) = 
91(8). 这 就 说 明了 2 = p91(Y) 一 9,(Y1). 

当 v = 二 2 且 2。 = Sp(2r, F) 时 , 设 2Z。 二 Sp(2r, FF, 旷 ,). 由 
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gHog’ es Ho 对 g =T, (0). Ts (0).E€ SL(2， D)(YOE 人 ) 成 立 ， 


可 知 H, 具有 形式 H, a | ， 其 中 A =A。 € GLC， 


Ff), 有 目 0A。== Aob 对 所 有 的 0 E 品 成 立 . 

(5.7.3.1) 在 Y 门 GL(n, DD) 达 GU(n, D, A, 工 ) 的 假定 下 ， 
使 go 二 diag(4, 7T，7T) EY 或 go 一 diag(1m,， Ao, J) EY 的 
Ao EE SLGw ,下 ) 必然 是 中 心 纯 量 阵 . 

车 不 然 , 设 4, EZ(F)*T, 我 们 证 明 Y 人 站 GL(n,DD) 葡 
GU(n, D, A, 工 ). 不 妨 只 考虑 go = diag (4。,，T, 7) EY 的 情形 . 
对 每 个 A € 2Z1, 存在 g = diag(A, B, 1) € 7 ，88gog-: 一 
diag(44A64-!1, 了 ,J) EY 站 Kergs. 于 是 A 在 Zi = p91(Y1) 中 的 


所 有 的 共 轿 44o4- 所 生成 的 正规 子 群 Z, 含 于 Yi 门 Kerp,. 但 
Zi 二 SL(w, F) 或 SpC2r， F), HZ, 天 SL(2， 2)、 SL(2, 3)， 除 
Zi = Sp(4, F,) 的 情形 外 ,Z, 中 不 含 于 ZC(F)*I 的 正规 子 群 Z1 只 
能 等 于 Z, 本 身 ;因而 之 SL(v, D). Z; 去 21 的 仅 有 的 情形 是 : 
Zi 二 Sp(4; FF,) >>SL(2, F,), 且 Z, 是 Zi 的 换 位 子 群 .但 2Z 的 子 
群 SL(2, D) = SL(2, F,) 的 换 位 子 群 等 于 它 自身 ,因而 含 于 Z. 
这 样 ,在 所 有 情形 下 都 有 2 之 SLC, D). 取 A, 一 TaCD ESLC， 
D), 则 gg = diag(Ai, 1, 1) E 7:， 然而 8， 不 含 于 Ni 的 正规 化 子 

(5. 7. 3.2) 设 几 是 GLCw，F) 到 射影 者 PGLCwr,，F) = 
GLCw，, 下 )/(Z(F)*T) 中 的 标准 同 态 , J(Z1) 一 PSLQw, F) 或 
PSp(2r,， F) 是 Zi 在 PGLCw, F) 中 的 象 . 则 条 件 diag(A,B， 
7T) EY(A, BE 2Z) 定义 了 y(CZ1) 的 一 个 自 同 构 go :04) > 
$B). | 

设 有 Bl、B, € 2 使 g; = diag(h, B;, 1) € YG 一 1，2) 对 
同一 个 AEZ, 成 立 . 则 So0 二 gi gz 一 diag(7， Bi:B,, 1)€ Y, 
成 立 . 由 (5. 7. 3. 1) 得 B7'B, € ZF)*I, 即 B, € ZCF) Bi， 
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J(B1) = Jy(B,). 这 证 明了 满足 条 件 的 diag(4, B, IT) EY 的 B 
在 PGL(nr, F) 中 的 象 y(B) 由 4 唯一 决定 . 同 理 可 证 $(4) 也 由 
B 唯一 决定 . 于 是 Jy(4)t> $4(B) 是 yy(21) 到 自身 的 可 道 变 换 . 由 


diag(A, B, I)diag(Ai, Bi, 1) = diag (AA,, BB,, 1) 


知 o 是 乘法 群 J(2Z,) 的 自 同 构 . 

(5.7. 3. 3) 存在 Qi 的 自 同 构 co:4rrA(4")-IAr1， 使 
diag(4，4"，7) E Yi 对 所 有 的 4E Zi 成立, 其 中 4 一 4 rz 是 
下 的 对 合 ，A 三 1 @A,， AGEGLGr, 下 ) 是 e-Hermite 方 阵 
(se 一 士 1)， 且 满足 5 一 Ab'A-1， Y9 ED. 在 C 情形 下 , 除 Ni = 
O(2， 下 , 万) 的 精 形 外 , A == 厂 , 成立. 

射影 群 4%2,) 的 自 同 构 o 可 由 Zi 的 一 个 自 同 构 c 诱导 出 来 . 

对 SLC, D) 二 2 的 任意 一 个 平 延 P; 由 diag(P, (BT7)-!, 7) 
E NN 了 知 P" 4(B7)- 1 对 某 个 A4E ZCF)* 成 立 .但 o € Aut2， 
将 稼 筹 元 了 仍 映 到 乏 答 元 . 已 经 知道 (P")-! 么 寡 , 因 此 4(P7)! 
乏 窜 对 4=1. 故 Pr' = (BP7)-!. SL(y, D) 由 平 延生 成 , 故 4A 二 
(47)-: 对 所 有 的 A € SL(v, D) 成 立 .于 是 满足 引 理 5.7.1 所 
述 的 条 件 , 引 理 5.7. 1 的 结论 (i) 或 (ii) 成 立 . 

当 r = 1 时 ( 即 在 Cs 情形 下 )，Z, = SL(2, F) = Sp(2, F)， 
引 理 5.7.1G) 成 立 . 设 7 二 2, 我 们 证 明 引 理 5. 7. 1(ii) 不 可 能 成 
立 , 只 可 能 使 引 理 5. 7. 1Gi) 成 立 . 

若 不 然 , 设 v= 2，2Z, = SL(2r, F), A’ = Ai4rArl，r € 

0 
一 人 
取 4=diag(C, DTD € SL(2r, F), 则 A’'==diag(1, C,), 其 中 C= 
AC*A-!1. 于 是 g = diag(C, 1°,1?,0C, 1) €Y,. 

当 工 天 0 时 ,不 妨 设 1p 一 了 € 也: 则 


gi'Tau(T)egi 人 Ta (C) 所 Y, giT1ia(T)gi! Ps TatC) € Y. 
从 而 Ta(B) EY 和 T(B) EY 对 SL(r, 下 ) 生 成 的 加 群 R = 


A 
AutF ， A | 1| ,AsGre， EF). 对 任意 CE SL(r， F), 
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Mat.F 中 所 有 的 元 素 B 成 立 . 由 引 理 5. 3. 1 可 知 了 的 子 群 
(Ta(B), Ti,(B8)1B € R) 等 于 


A A 
了 4 4 
| |e SL(2r, F) » 
A Ass Aa 43s 
了 


其 中 包含 diag(4,，1e >) E Yi mn Kergs, YAE SL(r, FF). 这 与 
(5.7. 3. 1) 相 违背 . 
现在 设 世 = 0, Ni = Ql(n, D, A). 按 引 理 假设 ,此 时 只 考虑 

C; 情形 . 对 每 个 E D* , 取 T 二 Tu(0)Tss( 一 0) EN < 二 Y, 并 考 
虑 TT 与 gi 的 换 位 子 7 =gTg7 7 = Tu(C) EY, 其 中 C, = 
C9C-! 一 9. 我 们 证 明 可 选取 C 使 C: 闯 0. 若 不 然 , 则 对 所 有 的 
9E€ D' 都 有 Csi 二 AC"A-10C-1 一 9 二 0. 即 AC"A-' 一 9C0-! 与 9 
的 选择 无 关 . 于 是 0C0"' = C 对 所 有 0 E€ D* 成 立 .也 就 是 说 C 中 
心 化 D. 但 C 可 取 遍 SL(r, F), 这 人 迫使 D 含 于 SL(Cr,F) 的 中 心 化 
子 Z(F)I™. 在 Cs 情形 下 这 不 成 立 ， 

”这 就 证 明了 可 选择 0 使 C: 尖 0. 当 z 盖 5 时 ,N 中 存在 置换 阵 
将 7T, 共 轰 到 go 二 Ta (C:), 这 与 (5. 7. 3. 1) 相 矛盾 . 在 剩 下 的 情 
形 N = 0(4, D, A) 里 , 取 


1 0 


Zz = € 0O(4, D,， A， L), 


OO ~ OO So 
©O OO ~ oO 


0 0 
0 0 
0 了 


并 考虑 Y 的 共 和 子 群 了 = ZYZ7!. 由 于 5 正规 化 N, 7 之 N. 又 
了 包含 So 一 ZT (C:)ZT 1 = Ta (C2). 记 
Y, = {diag(A, B) € Y |A, BE SL(2r, F)}, 


并 且 定 义 映射 另 : 了 > SL(2r, F)(i 二 1，2) 将 每 个 g = 
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diag (A, B) 分 别 映 到 plg) = A, Plg) = 2B, 则 
2 = gi1(Y,) 二 (SL(2， D),， T,(C,)). 


由 第 6 章 定 理 6.1.1 知 Z, 之 SL(2d, 玉 ) 或 2Z, 宇 Sp(24d, EE) 对 D 
与 之 间 的 某 个 域 EE 成 立 , 其 中 4 = [D : E] 是 7 的 因子 . g。 = 
diag (Ts(C;), 了 ) 在 7 中 的 所 有 共 轿 生成 Y; 的 一 个 正规 子 群 
7。 过 Ker 加 ,而 加 (Yo) 被 2, 正规 化 ,必然 包含 SL(2，D). 特别 有 


Ta(1"m) € Z。, 从 而 Y 中 包含 Ta(1m) €E SL(4, D), 它 不 正规 化 
NN;, 因 而 Y 中 包含 2rIT (TDzE 一 TCD € SL(4, DD) 不 正规 化 
Ni 与 引 理 假设 相 矛 盾 . 

这 就 证 明了 当 z 过 2 时 , 引 理 5.7.1 的 结论 (i) 不 可 能 成 立 ， 
只 可 能 使 结论 (i) 成 立 . 从 而 在 所 有 情形 下 (包括 + = 1 和 r+r 之 2 的 
情形 ) 都 可 设 4" = Al4 -Ar ,其 中 4: = (4')', tr 是 的 反 自 
同 构 , A = I”@A, AEGL(, F), 0= A0'A-!, YE D. 对 
任意 41、As€ Z1, 有、 E24F)' 使 8; 一 diag(4,, 44!, 了 1) € 
Y1, 从 而 换 位 子 [gi, gs] = diag(4, 4", 1) € Yi, 其 中 4 = [4,， 
4:] 是 4A,、A4; 的 换 位 子 . 这 说 明 diag(4,， 4",， 1) € Y, 对 Z, 的 换 
位 子 群 Z; 中 的 所 有 的 矩阵 4 成 立 . 由 于 wr 三 4, 除 2 二 Sp(4, 2) 
的 情形 外 ,都 有 Zi = Zi. 而 当 2Z1 =:Sp(4，2) 时 ,唯一 的 4€ 
Z(F)" 等 于 1, 仍 有 diag(4, 4A”, 1) E Yi. 于 是 g(4) = diag(4， 
4A", 1) E Yi 对 所 有 的 A € 2; 成 立 . 

在 Cs 情形 下 ,对 任意 4€E2Z 和 PEN,, 记 Pi 二 I?6@P, 则 
由 g = diag(A, A’, 1) € YY 可知 0" 因 Pge(l™® 因 P)-: = 
diag (PIAP7'!, PA°P7', J) € Yi. 从 而 (PAP-')’ = A(PA°P-') 
对 某 个 由 4 决定 的 4€ F* 成 立 . 取 4 为 Zi 中 的 乏 短 元 , 则 
4P 7 与 (P4"P-) 都 是 么 宪 元 ,此 时 只 能 = 1, 但 Z, 可 由 
么 笑 元 生成 , 故 对 所 有 的 4 € Zi 都 应 有 4 二 1. 即 C(P,4PTI)" = 
P4Pi 对 所 有 的 4E Z，PE 1o 办 N, 成 立 . 于 是 由 推论 5.7.2 
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知 可 选 A = HH,. 

《5.7.3.4》Ar、 右 rp、Lz 的 定义 ， 

设 t 是 (5.7.3.3) 中 所 说 的 的 对 合 .对 下 上 任 一 矩阵 4 = 
Qi) nxk, 仍 简 记 A = A" 为 A' = (aF) nx 的 转 置 矩 阵 . 设 A € 
GL(r，F) 如 (5. 7. 3. 3) 定 义 , 并 对 任 一 4A € MatmF, 将 乘积 
(mA)A4、A(1” QA) 分 别 简 记 为 A4、4A. 则 由 5 = 
Aa* (Ya €E D) 知 AA = Ah* 对 DD 上 的 任 一 矩阵 4 成立 . 

取 Ar=AA,Hs 一 HA. 则 A (AA)*=A'*A* 一 eAA' 一 
s ATA, 故 Ap 十 peA} 二 (A 十 pADA 二 HA= Hy. 即 HH; 是 与 Ar 
相伴 的 迹 式 (pe)-Hermite 方 阵 .而 Unr, F, Ar，Lr) 三 Unr, 
,有 Hx) 对 任意 满足 条 件 FF _ “SrSERF < 及 aLrarCZrCVa 
EF) 的 加 法 子 群 Ls 成 立 ， 

为 了 证 明 本 引 理 的 需要 ,我 们 定义 Lr 为 F., -= 与 所 有 的 aca: 
生成 的 加 群 ,其 中 a 取 遍 FF*,c 是 sh 的 任 一 主 对 角 元 ,s 取 浪 工 . 

先 证 明 这 样 定义 的 Zr 符合 上 面 所 说 的 要 求 . 显然 Ls 是 加 
群 ,包含 PR _m, 上 且 aLra' GZLr(e € F*). 而 对 任意 的 ELC 
Mat,F, 有 5 二 一 ps, (sA)* = A's* = eAs" = esA = pe(sA), 
故 sh 的 任 一 对 角 元 c 满足 条 件 < = 一 pec, 从 而 所 有 的 .aca'(a E 
F* ) 也 满足 同样 的 条 件 ,它们 生成 的 加 群 Lr Er“. 

在 Cs、Cs、C;s 等 不 同情 形 下 ,这 个 Ls 还 可 分 别 描述 如 下 : 

Cs 情形 :此 时 R = Ff, A € F*. 由 于 假定 了 Ff 是 域 , 4A’ = 
CAT)C4 DATO) = (4*')-! 对 所 有 的 A € 2 成 立 , 即 不 妨 
设 A= 1 而 不 改变 o. Ls 就 是 所 有 的 asa™(s € L, a € F* ) 生成 的 
加 群 . 

C, 情 形 :F 是 域 , D = FI?, LCD"-?== {sI|5 二 一 ps}. 由 
推论 5.7.2 知 J=7t, A = 万, 是 迹 式 e-Hermite 方 阵 , 它 的 任 一 主 
对 角 元 hi 可 写成 hi =b+ eb 的 形式 ， D E 下 上 ， 任 一 (sDA = 
sa € LL) 的 主 对 角 元 sh = 了 十 sp 一 (56) 一 
(pe) (sb)" E Fn， 从 而 所 有 的 alshi)ar E FF _%. 故 在 C, 情形 
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下 Zr = FF, 一 pe。 

Cs 情形 :FF 是 任意 体 ,， MatixsF 是 体 D 上 的 1 维 右 空间 , 即 
b € DD 到 它 的 第 一 行 6 的 映射 是 左 -空间 D 到 MatixwF 的 同 构 
上 映射. 定义 映射 : D 一 下 使 每 个 p (90) 等 于 矩阵 04 的 第 (1, 1) 
元 . 我 们 证 明 9 (L) = Lx. 

对 每 个 1 三 j 二 r, 记 莒 为 第 j 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 ~ 维 
行 向 量 ,而 se D 是 相应 的 DD 的 元 素 . 则 对 每 个 0 € DD, 宇 OA €' 
就 是 OA 的 第 (i, 站 -元 ,特别 当 i = j== 1 时 , 它 就 是 pp (9). 按 定义 ， 
Lr 是 由 所 有 的 a0A'a(0E€EL,a€F,1<j<r) 与 Fx 
共同 生成 的 加 群 . 特别 取 i 二 j 二 1 及 a 一 1 可 知 9(ZL) 己 Lr. 要 
证 明 9p(L)=Ls, 只 人 须 再 证 明 9p (L) 包含 F.,-m 及 每 个 
a OA Ba 

9 :DD 一 是 左 F- 空 间 D 上 的 线性 函数 .由 A 是 可 逆 矩 阵 及 
方 (ge D) 取 遍 Matix, 知 伏 = 6 A 也 取 遍 Matix,F, 特别 OA 
的 第 (1, ]) 元 9 (9) 取 这 下 .对 每 个 9E DD 有 6A 一 A0* 二 eA*0* = 
e(0A)*, 故 6A 的 第 (1, 1) 元 p (0) 等 于 se(OA) 的 第 (1，1) 元 
ep (0)". 于 是 对 任意 的 :一 0 一 6 ED -ED)， 有 9(s) = 
9 (0) 一 pep (0 EF_ re， 且 由 P (9) 可 取 记 FR 知 9 (ZL) 忆 二 
9 D,, 0) = F, 

对 每 个 1 三 j 三 r,a€ 了 和 0E€L, 取 a;ED 使 芋 =a 吾 , 则 
a a; € L, pl(a0 9;) € p(L). 但 


(a0 0)) = Ea0 a; Ei' = aé A Ea' = acja". 


这 就 证 明了 加 群 Zr 的 生成 元 全 部 含 于 p ( 工 ), 从 而 9 (L) = 工 r. 
我 们 还 可 由 gp 反 过 来 求 出 A. 对 任意 1 三 i, j 二 r, A 的 第 
(z， 让 -元 
> 百人 Ag 一 本 (e eA! -= 9 (si €;). 


这 就 由 9 算出 了 A 的 所 有 的 元 素 , 从 而 算出 了 A. 
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《5. 7.3. 5) 由 上 面 定义 的 Ar、 Le 所 决定 的 酉 群 U(r, F, 
Ar， LF) 包含 入 及 所 有 的 diag(A, A”, 1)(A € 2Z1), 其 中 A 一 
ACA*)TI'AT, 
记 Mi(n， D) 一 {4 一 (Qi; ) xn € Mat,D|’: 47 
= pA,o0 EL, Yl<i<n}, 


Mi, (nr, F)= (A4= (Qi nrxw € Mat FIA* 


-一 一 ped, ii 各 Lr, vl?i nr). 
我 们 证 明 Mi,《rnr, F) = Mi(n, D)A (注意 ,A 在 这 里 意味 着 
I 中 A). 即 对 每 个 4 = (a),xs € Mi(tn, D) 证明 AA € 
Mz,lnr, F). 首先 (4A) 二 eAA* 一 eATA 一 (一 pe)(AA). 并 且 
44 二 《qj 人 A),xa 的 每 个 对 角 元 必 是 某 个 ahA 的 对 角 元 . 由 a; EL 


及 Ls 的 定义 知 wwA 的 对 角 元 都 含 于 Lr. 这 就 证 明了 4A E€E 
Mi. (nr, F). 


对 每 个 AEN=U'(n, D, A, 上), 有 AAA" 一 A€ Mi(n， 
DD), 于 是 


4Ar4* 一 Ar = AAAA* 一 AA 
= (AA A7 — A)A € Mi, (nr, F). 
这 说 明 A € UCnr, FF, Ar, Li). 在 C, 情形 下 ,对 每 个 已 E nN, 二 
Ulr, F, HJ,), 由 A 二 有 H 有 PAP*= 一 A, 且 I”@PSAE 
Mat, 《CFI") 交换 , 故 
(9 因 P)ArCO 因 PP — As = A(I® 四 CPAP: 一 人 )) 
一 0. 
这 又 说 明 7 站 PE UGnr, Ar， Lr). 这 就 证 明了 U (rr, FF， 
Ar，Zr) 包含 和 Ni 与 1 © N,, 从 而 包含 N， 
以 下 证 明 每 个 g = diag(4， A’, TIT)EY(AEZ,) 含 于 Unr, 
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下 ，Ar，Zr) .我们 有 


OO 71oQ@A O 
As =AA= |0 O O » 
0O 0 A("”A) 
O DB O 
从 而 EgArg 一 Ar 一 |O OO 0|， 
OO oO 


其 中 B=A.A.(ACA)IATD: 一 (To 办 入 ) 
=A.A. (er-IA-D)4-ICA) 一 (CIo 办 人 A) = 0 


于 是 gArg* — Ar =0€ Mi lnr, F), g € Ulnr, F, Ar, Ls). 

(5.7.3.6) 群 Ni 二 U'(n, DD, A, LL) 和 G=U'(nr, F, A;, 
Zr) 的 几何 形式 . 

将 矩阵 群 GL (nr, FF) 通过 右 乘 作用 ,看 作 是 作用 于 行 向 量 空 
间 V = MatixwF 上 的 线性 变换 群 .在 了 V 上 定义 r 半 双 线 性 型 
Ar(z，y) 一 xAry” 及 相伴 的 (pe)-Hermite 型 fi(zx,，y) = 
ZHry*, 则 和 矩阵 群 U' ("r， 已 ,Ar，Zr) 成 为 相应 的 西 变 换 群 G = 
U’(V, hr, Le). 

将 下 上 行 向 量 空间 V 的 自然 基 记 作 


% = {ej|l i<n, 1 三 j 三 7r})， 


其 中 表示 第 (Ci 一 1)7r 十 四 分 量 是 1、 其 余 分 量 是 0 的 nr 维 行 
向 量 .并 记 U。= (ey|1 达 i 之 v) ,Vo= (ey]ly 二 1 三 i 过 2v). 则 UU、 
Vo 是 V 的 全 奇异 子 空间 , W = U6 四 Y, 是 双 曲 空间 ,而 Y 是 非 退 
化 子 空间 WW 与 Wi+= (ojl2 十 1 所 ;过 xzr) 的 直 和 . 当 4 是 2 去 
SLCr, F) = SLCUwP) 中 的 平 延 的 时 候 , g(4) = diag(4，4"， 
7) EY 是 G 中 形 如 7.,。 的 某 个 本 二 平 延 ,其 中 zx EU,vEV,. 当 
4 取 遍 SL(U,) 的 一 个 根子 群 的 时 候 ,g(4) 取 遍 G 中 由 西 二 平 延 
组 成 的 一 个 根子 群 . 可 以 利用 第 3 章 中 关于 根子 群 的 知识 定 出 G 
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的 构造 . 

类 似 地 ,可 将 矩阵 群 GL(n, DD) 通 过 右 乘 作用 看 作 是 行 向 量 
空间 Yo = Matix,D 上 的 线性 变换 群 . 在 Vp 上 定义 J 半 双 线性 型 
jp(z，y) = XA 及 相伴 的 p-Hermite 型 户 (z， y) = rH , 则 
矩阵 群 U'(n, DPD, A, 工 ) 成 为 相应 的 西 变 换 群 G = U' (Vp, hp， 
L). 


将 上 每 个 矩阵 4 的 第 一 行 记 作 气 , 则 映射 0+>6 将 左下- 空 
间 刀 线性 钳 入 到 Matix: 中 .如果 Ni 是 C: 类 子 群 , 则 这 个 映射 
是 左下 -线性 空间 之 间 的 同 构 . 而 每 个 x € Vp = MatixsD 到 它 的 
第 一 行 的 对 应 关系 zr 去 是 Vo 到 VV = MatixwF 的 下 -线性 同 构 . 
于 是 我 们 可 以 考察 Yop 上 的 ho、fo 和 V 上 的 hs、f; 之 间 的 关系 . 

按 (5.7. 3.4) 的 定义 ,矩阵 A、 五 与 Ar、 好 r 之 间 有 关系 式 
Ar 二 AA, Hp 二 HA, 其 中 A EE GL(r, 下 ) 是 关于 zr 的 sHermite 
方 阵 ( 即 A* = eA), 且 对 任意 的 9E€ D 有 854 = A90*. 对 任意 的 z、 
yEVDp, hr(, 3) = AA)(Y)' 是 zAAy =rATA= hop(r, 
2J)A E DC Mat,F 的 第 (1, 1)- 元 素 .定义 D 上 的 线性 函数 9 E 
Homr(D, F), 使 pg (90) 等 于 矩阵 9A 的 第 (1,1)- 元 素 . 则 hr( 玄 ， 
了 了 ) 二 9 (hplz，y)). 同 理 可 得 广 ( 记 , 方 ) = gp (folz, y)). 且 
《5.7. 3.4) 中 已 经 指出 了 9 (ZL) = Lz. 

在 等 式 94 = Ab = e(0A)' 两 端 取 第 (1, 1)- 元 得 9.(6) = 
ep (0)*'. 如 果 DD 是 域 , 且 DD 的 子 域 FI" 含 于 对 称 元 域 Kj, 则 对 每 
个 4aE€F 有 (aD* = A-!i(al)A = al, 从 而 a' = a， 即 t= 1x. 进 
而 得 到 9 (6) = ep (0), 9 (0 一 sD=0, 即 Dj, .CC Kery. 

(5.7.3.7) 当 21 二 SLGw, ) 时 ， 


Y = (和 N， gE(4)14 € Z1) es U’ (nr, Ks Ar， Ler), 


其 中 g(4) = diag(4，4"，7). 
按 (5. 7. 3. 6) 所 述 方式 将 U' Cor, 已 ，Ar，Zr) 看 成 作用 于 
V = Matixv 玉 上 的 本 变换 群 G = U'(V, hs, Lz). 为 了 证 明 Y = 
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G,， 只 须 在 Zr 关 0 时 证 明 Y 包含 G 中 所 有 的 西平 延 ,而 当 Zzr 一 0 
时 ,证 明 Y 包含 G 中 所 有 的 正 交 二 平 延 . 

首先 , 当 4 取 遍 21 = SLCGr, FF) 中 的 平 延 的 时 候 ,4 所 对 应 
的 g(4) = diag(4, 4’, T) EX 取 遍 C 中 形 如 1%,,(0 关 wu EU 
0 关 v EV 门 ut) 的 所 有 的 酉 二 平 延 . 

对 每 个 SE MatwF, 记 


To 0O O 
T(S)=|S To O ， 
OO O 了 (er 一 2w) 


J 8 O 
TS) 一 |O0O To O |E€SLnr, F), 
OO O 了 (er 一 3) 


考察 集合 


M= {S € Mat,F|IT(AS) EXX) 
及 B 


M'= {SE MatusF|T SA) EX}. 


易 见 M 和 Mr 都 是 加 群 , 上 且 由 了 去 U' nr, FF, As, Ln) 知 M、M' 合 
于 M = Mzrw, FF). 我 们 证 明 M = M4 = Mi 


g(A)= diag(A, ACA)TIAT!, DDEY 
对 TCAS) EY 作 共 堪 ,得 
S(4)-IT(CAS)g(4) = TA. (4*SA)) EY, 
可 见 4*SA € M. 类 似 地 ,对 于 AEZi 和 SEM ,有 
BC4)T' (SA-Dg(4)- = T'((ASA')A-!) EY, 
ASA"€M'. 
这 说 明 M、M' 都 在 SL(wr, F) 的 相合 作用 下 不 变 . 又 由 N, 二 X 可 


286 第 5 章 由 含 零 矩阵 得 到 的 扩 群 


知 M 和 M' 都 包含 Mi(n, D)A, 不 等 于 零 . 由 引 理 5. 3. 8 中 关于 
相合 下 不 变 的 非 零 加 法 子 群 的 结论 知 M = Mr Cr, Ff) 和 M' = 
M7? yr, F) 对 某 一 对 工 、 工 ; 成 立 . 但 LL、Ls 都 包含 LAS Mat,F 
中 所 有 和 矩阵 的 所 有 对 角 元 ,这 些 对 角 元 生成 的 加 群 就 是 Lx, 可 见 
ZL 二 Lz = Ls. 这 就 证 明了 M = M' = Mi*(w, F). 

Y 中 所 含 的 g(4)(4 € SLG@r, F))、T(AS) 和 了 T'(SA-1) 
(SE Mi') 的 全 体 生 成 Uy! (nr, F, Ar, Lr) 的 子 群 


yw = {diag(P, I™-2")|P EU' Cw, F, As, Ls)), 


其 中 Ar 是 Ar 左上 方 的 2wr 阶 子 方 阵 . 从 几何 上 看 ,Yw 就 是 双 曲 
空间 W = (eyll 之 i 之 2) 上 的 UW, (hr)|w, Lr). 

当 Ls 关 0 时 ,Yw 包含 G 中 所 有 形 如 了 Tlw € W) 的 长 根子 
群 .Y 包含 N, 在 V 上 的 作用 不 可 约 且 为 本 原 , 由 第 3 章 定 理 
3. 5. 1 知 ,Y 中 的 长 根子 群生 成 G 的 不 可 约 子 群 X. 而 dimW 二 4 
且 基 二 Tw, 由 命题 3. 3. 2 的 结论 (iv) 立 即 得 了 一 和 = G. 

当 Zr = 二 0 时 , G = QV, Qp), 其 中 二 次 型 QrCz) = zxApz'. 
Y 包含 G 的 子 群 Yw = QCW), 从 而 包含 QCW) 中 的 短 根子 群 . 仍 
由 定理 3. 5. 1 知 ,Y 中 所 含 的 G 的 短 根子 群 的 全 体 生成 的 子 群 和 
在 V 上 不 可 约 . 我 们 有 总 之 QGOY), 是 至 少 4 维 的 偶数 维 非 退 
化 子 空间 , 且 dimW = 4 时 ,Ni 是 Cs 类 子 群 , |F| 二 4. 由 命题 
3.4.5 得 Y= 及 天 G. : 

(5.7. 3. 8) sD 二 Sp(2r, 下 ,HH,) 的 情形 . 

此 时 2Z。 = Sp(2r, 下 , 器,) = Z. 如 果 r = 二 1, 则 2Z) = Sp(2， 
F) = SL(2, F)，, 属于 在 (5.7. 3.7) 中 已 解决 了 的 情形 . 故 设 > 一 
2, 当 N 是 C, 类 子 群 时 , 引 理 的 结论 (iiiy 所 述 的 了 的 性 质 已 经 在 
前 面 证 明了 .因此 ,只 须 处 理 Cs 情形 , 即 万 是 FI 的 -次 扩 域 的 情 
形 . 

车 能 在 D* 中 选取 0 人 2ZCF) 7, 使 g = diag(A,， (47)-1， 
C) EN 对 A4= diag(0, 1) € SL(2, D) 和 某 个 CE GLCn 一 4， 
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DD) 成 立 , 则 4 = diag (0, 7) = gi(g) 不 正规 化 Sp(2, F,， Ho). 但 
是 A € pgp1(Y,) 应 当 正规 化 Z, = 外 (Yi) ,可 见 此 时 2Z, 不 能 等 于 
Sp(2r, 下 , 刀 ), 而 应 等 于 SL(2r, F). 因此 , 当 2Z = Sp(2r, F) 
时 ,上 述 9 不 存在 . 这 仅 在 下 面 两 种 情况 下 才 有 可 能 ， 

情况 1 品 是 FI 的 二 次 扩 域 ,J 关 1, FI 一 开 7 一 过 ,Ni = 
SU(4, D, H). 

情况 2 DD 是 特征 2 的 非 完全 域 , J = 1, DPD? © FI, N, = 
Q(4, D, A, L), LEFI. 

Ni, 是 C, 类 子 群 . 按 (5.7. 3. 6) 将 Ni 和 G = U'(nr, F, Ar， 
Lr) 分 别 看 成 作用 于 Vp = MatixsD 和 V = Matix,F 上 的 酉 变换 
群 U'CVop, hp, 志和 U'(CV, hs, Lr). 在 剩 下 的 这 两 种 情形 下 症 
都 是 域 , 且 FI CK,, 由 (5.7. 3.6) 的 讨论 知 r= 1, 广 是 对 称 双 线 
性 型 . 并 且 hs = php, fr = pfo，0 关 2P € Hom:(D, F), 
9 (Dr _.) = 0. 按 (5.7.3.6) 用 


Y={ell<i<4,1<ji<r)} 


表示 V 二 Matixw 了 的 自然 基 . 简 记 e; = en (i= 1，2，3，4). 在 下 - 
线性 同 构 Vo 一 V, xr> 云 下 将 Vo 与 V 等 同 起 来 , 则 8 = {ei, ei， 
e3， et) 是 了 在 D 上 的 一 组 基 , 且 fplei, e3) = fp(les, es) 二 1, 而 
fpleis ei) 一 0 对 所 有 j 关 i 土 2 成立. U。 二 De Des 和 TV。 一 
De: 外 De, 是 hp 下 的 全 奇异 子 空间 ,而 V 一 U, 由 Vo. Zi 二 
Sp(2r, FF) 是 作用 于 U。 上 的 某 个 辛 群 . Z, 包含 的 Sp(U。) 的 辛 平 
延 T(s) = 了 T,,,(s € F) 对 应 的 diag(T(s), T(s)") EY 是 G 中 的 
辛 二 平 延 或 正 交 二 平 延 ,, ,其 中 a 是 D* 中 的 某 个 元 素 . 当 ; 取 
遍 下 时 ,所 有 这 些 二 平 延 (及 单位 元 ) 组 成 G 的 一 个 根子 群 . 

先 考虑 情况 1. 此 时 p 一 一 1, = 2. 

如 果 charF 关 2 且 e == 十 1, 则 pe = 一 1, f; 是 交错 内 积 ， 
G = Sp(V，, fr) 是 辛 群 . Z, = Sp(U,) 的 辛 平 延 亿 ., 对 应 于 辛 群 
G 的 辛 二 平 延 7 a 存在 go€ Ni 在 定 驻 e: 的 同时 将 weir> ae, 十 
el1， 换 位 子 
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LY, «,» go = 7-,， —aes Yse, ， oe tel 二 7 二 Co, 2: € Y, 


这 说 明 包含 辛 群 G 的 一 个 长 根子 群 7.. 用 入 , 作 共 斩 , 可知 
包含 所 有 这 样 的 长 根子 群 T., 其 中 0 关 u E€ U。U Vo. 由 于 
charF 关 2, FF 关 F,, 由 命题 3.3.2(i) 知 Y=G. 但 这 导致 Z, = 
SL(4, FF) 关 Sp(4, F), 产生 矛盾 . 

剩 下 的 情形 是 e = 一 1. 此 时 pe = 十 1, fr 是 对 称 双 线 性 内 
积 , Lr = 9 (ZL) = (DJ) = 0, G = QV, Q;) 是 正 交 群 ,其 中 
CrCz) = PPp(CZ， 工 )。 了 所 含 的 Ds, es CS [本 F) 组 成 正 交 群 G 的 长 
根子 群 T.,。,. 按照 8$ 3.4 中 所 述 ,对 V 中 的 任 一 奇异 向 量 w 记 
Vy(u) = (wE ut 他 则 Vy《ey) 包 含 aes. Ni 可 在 固定 ei 
的 同时 将 es 映 到 e;, 也 可 映 到 任 一 et 十 be1(0 € D\F). 这 说 明 
Vr(ew) 包 含 4 维 全 奇异 F- 空 间 


le1, aes, ae ae 十 be) = De 中 Fae, 中 Faes. 


由 定理 3. 5. 1 知 ,Y 中 所 含 的 G 的 根子 群生 成 的 子 群 X 不 可 约 . 
而 Y 不 能 等 于 G, 否 则 , Zi = SL(4, FF) 关 Sp(4, fF), 由 命题 
3.4.2 即 知 ,唯一 的 可 能 是 Y = XX 为 定理 3.4.1 中 的 IR5 类 子 群 
01, 本 引 理 结论 (让 成立 。 | 

现在 处 理 情 况 2. 此 时 由 LCD=D, 知 Zr = 9 (L) = 0, 
G 二 0(4r, ,Qs) 是 正 交 群 . 仍然 知道 了 包含 G 的 长 根子 群 
T., <，VYr(e) 包 含 see 对 任意 9 E D, Ni 可 在 固定 ei 的 同时 将 
Qe4 rr> ae 十 be;, 这 说 明 Vy(ei) 包 含 (aes 十 ge) 一 oe = 一 ge， 也 就 
是 包含 + 维 下 空间 Del. Ni 可 将 e 送 到 Yo 中 满足 条 件 Qo(zx) = 
Ap(z，z) 二 0 的 任意 ww 关 0， 从 而 将 De CVyle) 送 到 Du CC 
Vy(w). 特别 ,De C yr(pe,) 对 所 有 BE D" 成 立 .对 任意 的 9 E 
D', fr(Ges, act) 二 9(0a), 可 选 0. 使 9 (0.a) = 1， 从 而 pr(Cbe:， 
es) 二 1. 而 对 任意 的 be € De 由 (e+ ( 即 fr(be,, ae,) = 
9 (bo) 一 0) ,Tw,s0s, EY 了 定 驻 el, 且 将 ae € Vy(e) 送 到 ae, 十 
be E Vy(e1). 这 说 明 (ae 十 be:) 一 ae € Vy(e1). 也 就 是 说 ， 
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Vylel) 包 含 De 旬 (De: 门 (ae)+) 四 F(laes), 维 数 至 少 为 7 十 
(7 一 1) 十 1== 2r. 仍 由 命题 3.5.1 知 ,Y 中 所 含 长 根子 群生 成 不 
可 约 正规 子 群 X. 如 果 Y 含 G 的 短 根子 群 , 则 由 命题 3. 4. 5 得 
Y = G, 这 导致 Z, = SL(2r, 及) 关 Sp (2r, 『)，, 造成 牙 盾 . 因此 Y 
不 含 G 的 短 根子 群 . 由 命题 3. 4. 2 又 可 知 , 必 须 dimVy(el) 所 4， 
从 而 2 三 4,r = 2,Y 只 能 是 定理 3. 4. 1 所 说 的 IR5 类 子 群 0. 
此 时 了 所 含 的 G 的 长 根子 群 7, ,6 (其 中 0 & F7) 实际 上 就 是 


Q(4，D, hp，F) 中 由 辛 平 延 组 成 的 长 根子 群 
T= {po,sls EF). 


1 


Y NN GL(4, D) 之 Ni, 7.)» = 0Q(4, D, hp, F). 


按 引 理 假设 了 站 GL(4, D) 应 正规 化 Ni; 可 见 Ni 一 Q(4, DD, ho， 
F). 引 理 结论 (i) 成 立 . ， 


第 6 章 


扩 体 上 空间 结构 的 稳定 子 群 


设 到 是 体 下 的 扩 体 , 且 将 天 看 作 左 下 -空间 时 dimr 玉 = 去 
co. 则 天上 的 空间 VV 二 V(rn, K) 可 看 作 下 上 的 空间 V(xr, FF). 
本 章 的 目的 是 要 定 出 作用 于 Vx, KK) 上 的 N= SL(n, K) 或 
U' oa， KK,h, 工 ) 在 作用 于 V(rnrsF) 上 的 GL(nr, F) 中 的 全 部 扩 
群 . 


36.1 主要 结果 


对 天 的 任意 子 体 瓦 ,我 们 用 K/ 已 表示 天 上 的 左 已 -空间 结 
构 ; 用 V/E 表示 V = 二 Vln, 天 ) 上 的 天 -空间 结构 . 则 当 dimsK =4a 
时 V/E =V(nd, E). 

设 N=SLO ,天 ) 或 Un 天 AZ), 则 N 定 驻 V 上 的 天 - 
空间 结构 V/K, 即 :对 任意 的 gEN.oEy 有 (Ko)g = K(vg), 1 
维 K- 子 空间 Kv(0 关 v EV) 是 和 N 作用 下 的 块 .KK- 空 间 结构 V/K 
在 GL(V/F) = GL(nr,) 中 的 稳定 子 群 Tx 也 就 是 SL(n, 天) 在 
GLQnr, FF) 中 的 正规 化 子 ， 


Tx =TL(n, K) MN GLOar, F) = GL(n, K) Gal(K/F), 
式 中 GalK/F = {o € AutKla’ =a,Va € [F). 


显然 ,NN 与 Tx 之 间 的 任 一 子 群 X 都 是 我 们 所 要 求 的 扩 群 . 并 且 由 
定理 4. 1. 1 知 ,对 这 样 的 ,或 者 了 基 已 SL (n, K), 或 者 当 
N 一 U' Cn K， h， L) 时 ,有 XX 从 U’'(n， K, h, ZL ) ,对 某 个 es, 
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. 这样 的 X 可 以 认为 是 已 知 的 . 更 进一步 ,对 区 与 下 之 间 的 任 一 
体 E,V/K 一 VC 天 ) 也 可 看 成 上 的 空间 V/E = V(nd, EF)， 
这 里 4d = dims 天 . E- 空 间 结 构 V/E 在 GL (nr, FF) 中 的 稳定 子 群 是 


Ps = GL(nd, E) X Galk/F, 


SL(nd, 巨 ) 与 Fe 之 间 的 任 一 子 群 称 也 是 所 求 的 扩 群 ,并 且 也 可 以 
认为 是 已 知 的 .如果 = U'(n, 天, h, 工 ) 是 关于 天 的 对 合 
J:grz 6 的 西 群 , 且 存 在 天 上 非 零 的 已 -线性 函数 pzEHoms( 开 ， 
EE) 及 的 对 合 t, 以 及 一 个 4= 土 EE* ,使 ge( 妇 ) = pe(0)a' 及 
9e(0) 二 XA(ge(0))' 对 所 有 的 9 EK, aEE 成 立 , 则 hs = geh 是 
V/E 上 rt- 半 双 线性 型 , N 达 U' (nd, E, he, Ls) 当 gr(L) 忆 Ls 时 
成 立 ,而 满足 


U'(nd, E, hz， Ls) AX GU(nd, E, hs, Le) ) GalE/F 


的 X 是 所 求 的 扩 群 并 且 是 已 知 的 . 

现在 的 问题 是 :除了 上 述 定 驻 某 个 中 间 体 EE 上 的 空间 结构 
V/E 并 且 满 足 条 件 X 马 SL (nd， EE) 或 XCU'(nd, E, he, Lx) 的 
已 知 扩 群 ,是 否 还 有 别 的 扩 群 ? 我 们 完 爹 解决 了 N = SL(n, K)(n 
二 2) 及 N = 二 =U'(n, 民 ,hh, 工 ) (Witt 指数 v.(4) 过 2) 的 情况 , 除 一 
个 特殊 情形 N = SL(2, 4) 外 ,得 到 的 答案 都 是 肯定 的 . 由 于 定 出 
了 在 GLC, FF) 中 的 所 有 的 扩 群 , 当 F 是 KK 的 极 大 子 体 时 ,就 
可 立即 推出 玉 - 空 间 结 构 了/K 在 了 /下 上 典型 群 中 的 稳定 子 群 的 
极 大 性 , 当 K 是 有 限 域 时 也 就 是 Aschbacher 所 说 的 C, 类 子 群 的 
极 大 性 . 遗留 问题 是 : 定 出 N = GL(1, K) = K: 在 GL(r, 下) 中 
的 扩 群 ,以 及 Witt 指数 vv 所 1 的 N 三 Un 天 ,A, 工 ) 在 GL (nr， 
下 ) 中 的 扩 群 . 

应 当 提 到 的 还 有 其 他 一 些 作 者 在 这 一 问题 上 的 结果 :如 
到.Kantor09 定 出 了 FY ( 即 GLGI，g)) 在 GLCr， q) 中 的 扩 群 ;R. 
H. Dye"~0] 对 x = 2, 3 的 情形 定 出 了 Sp (2m, gq ) 在 Sp(2mr， 9) 
中 的 扩 群 . 
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我 们 的 主要 结果 是 如 下 定理 ， 

定理 6.1.1 设 2 全 2,N = SL(n, K) 之 XG = GL(nr, 
F), 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(i) SL(nd, E) AX GL(nd, E) % GalE/F,E 是 F 和 K 
之 间 的 体 , d = dimgK. 

(ii)n = 二 2, KK 是 域 ,X 忆 Sp(2d, E, fe), 其 中 E 是 F 和 K 
之 间 的 域 , d = dimsK，fs = gf 是 由 天 上 某 个 非 退 化 交错 型 和 
某 个 0 头 gs € Homs(K, EE) 得 到 的 已 上 的 交错 型 ， 

(ii) N = SL(2, 4) > As,G = SL(4, 2) 宕 4， 而 和 一 
(Sp(4, 2))' 衬 4 或 和 人 兰 4;. 

定理 6.1.2 设 N=UC，, 玉 ,AZ), 玉 是 关于 天 的 对 合 
J:g>6 的 三 半 双 线 性 型 , N 的 Witt 指数 (4h) 二 2. 设 N 二 
和 X 反 GLCzr,， F). 则 存在 中 间 体 ECF 己 EE 性 K), 使 下 列 情况 之 
一 成 立 ( 其 中 4d 一 dims 天 ) : 

(i) X SLnd, E). 

(ii) 区 忆 U'(nd, EE, hz,，Lg) >> N 对 某 个 he = qzh 和 某 个 
Lz 二 gz(ZL), 其 中 0 关 9e E€ Homz(K, 区 ) 满足 条 件 ; 存 在 EE 的 对 
合 t 及 元 素 4== 十 1€ ,使 qz(0a) = gel0)a' 及 ge(0) = 
4A(ge《0))' 对 所 有 的 06E€ 民 , a EE 成 立 ,而 hz 就 是 tr- 半 双 线 性 型 . 

Gii》K 是 域 ,J 了 1,N =SU(4, K, <QC8, F, Qe),E= 
Kj, 二 {a € Kla = a}. 或 K 是 特征 2 的 非 完全 域 , D2z 三 匹克 三 
E,N = 0(4, D, Qp, 1L) < (8, E, Q). XCDQ,,N, 是 SL(8, 
匹 ) 的 可 约 子 群 Q(7, 天 , Qz) Cy (Qe) = 3) 在 某 个 cE Aut(SL(8， 
E)) 下 的 不 可 约 象 ,c 可 由 旋 量 表示 而 得 到 ( 见 文献 [4], 或 参考 
§ 2. 3). 

当下 是 KK 的 极 大 子 体 时 ,从 上 述 两 个 定理 可 立即 得 出 关于 
Cs: 类 子 群 的 极 大 性 的 如 下 结论 : 

推论 6:1.3 设 斑 是 体 开 的 极 大 子 体 ,dim 天 = > 一 co， 

(1) 设 GLCar, 天 ) 疡 C>SLCor， F),M 是 SLC ， 天) 在 G 中 
的 正规 化 子 , 则 当 G = M.SL(nr, F) 时 , M 是 G 的 极 大 子 群 ,但 
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以 下 情形 除外 : n = 2, KK 是 域 ( 即 SL(n, K)==Sp(2, K, 由), 且 
Normx 思 (detG) 三 下” (这 里 Notmxjs :天 一 下 是 范 数 映射 ). 在 例 
外 情形 下 ,我 们 有 


MGSp(2r, 天) MGalK/F) 站 G 乐 C. 


(2) K 是 域 ( 于 是 政 是 的 极 大 子 域 ), GSp(2wr, F) 二 
G 二 Sp(2w,F),M 是 Sp(2v,:KK) 在 G 中 的 正规 化 子 , 且 G = 
MSp(2w, F), 则 M 是 G 的 极 大 子 群 ,但 G = Sp(4, 2) 且 M= 
Sp(2, 4) 的 情形 例外 ,在 例外 情形 下 有 MM<G'<G( 但 MM 在 G' 中 
极 大 ). 

(3) 设 和 N==U'(n, KK,h, 工 ) 是 关于 KK 的 对 合 J 的 西 群 ,Witt 
指数 Ch) 之 2,Ne = U' Gary F, gyh, gel) > N,0z9 € 
Homr(K，, F) 满足 定理 6. 1. 2Gii) 所 述 的 条 件 , 则 N 的 正规 化 子 
是 Ns 的 极 大 子 群 ,但 以 下 情形 例外 ， 

(i) 天 是 域 , FF = Kj, N = SU(4, K, f)， 

Ne = 0(8, F, Qr)(Qr(Cz) = h(rz, rT)). 

(ii) KK 是 特征 2 的 非 完全 域 , D: GG FF,L GG FF， 

N= 0(4, D, Qp, L) < N98, F, Q). 

特别 当 char 天 兴 2 时 ,U'(a K， DO 二 2) 的 正规 化 子 是 
U' (nr, ,gx 了 ) 的 极 大 子 群 . 

(4) 设 天 是 域 ， 是 的 极 大 子 域 , N 二 Dlr, K, Q) 
CQ) 二 2),Ne = Qlnr, F ,grQ), 0 天 外 和 HomeCK, , 则 N 
的 正规 化 子 是 Ne 的 极 大 子 群 . 

定理 6.1.1 和 6.1.2 将 在 本 章 以 下 几 节 中 得 到 证 明 . 我 们 的 
目的 是 定 出 N 与 GL(nr, 丈 ) 之 间 时 有 的 群 X. 对 每 个 这 样 的 X， 
考虑 所 有 形 如 Ns 二 SL(nd, E) 或 党 ' (nd, 五 ,Aiz，ZLz) 并 是 满足 
条 件 NZNs 三 X 的 子 群 .Ne, 这 至 巨 是 玉 与 巨 之 间 的 体 ， 
4 二 dims 天 . 这 样 的 Ns 的 集合 .fY 不 是 空 集 , 因 为 NE 人. 故 存 
在 作 的 极 大 元 Nb, 即 ;:NpE 71, 和 且 不 存在 NeE. 亿 使 Ne 之 Np. 
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我 们 可 用 这 个 极 大 元 Ne 代替 入 ,而 不 影响 对 X 的 研究 . 经 过 这 
样 代 替 之 后 ,在 以 下 证 明 中 ,总 是 假设 六 是 -Y 中 的 极 大 元 . 即 :不 
存在 Ne€ .人 使 Ns 六 NN. 换 句 话说 ,我 们 假定 : 

(1) 不 存在 满足 条 件 及 好 E 忆 F 的 体 , 使 XX 包含 SL (nd， 
巨 ) 或 包含 某 个 U' (nd, 巨 ,hz Le) 之 有 

(2) 久 门 Tk DN (车 不 然 ;有 Nx 一 Un 天, 也) 字 N = 
U'(n, KK,h, 工 ), 使 Nx <IX 站 Tk, 与 NN 在 -人 中 的 极 大 性 相 
违 ). 

如 果 六 < Tx, 则 = 和 X 门 Tx 懈 N, 定理 已 成 立 .因此 ,我 们 
假定 : 

(3) 义 区 Tx. 

本 章 以 下 的 证 明 都 将 在 上 述 假定 之 下 进行 . 我 们 证 明 ,在 假定 
(3) 之 下 ,能 够 找到 一 个 Nz 三叉 且 Ng N,K EF. 这 将 与 
假定 (1 矛盾 . 这 就 证 明了 :在 假定 (1): 2) 之 下 假定 (3) 不 可 能 成 
立 , 从 而 只 能 是 X > N 成 立 . 这 样 就 能 完成 定理 的 证 明 . 

′ 为 了 在 XX 中 找 出 所 需 的 Ns 之 和 ,我 们 按 第 5 章 所 说 将 
GL(n, 尺 ) 和 GL(nr, 下 ) 写 成 矩阵 群 . 即 : 一 方面 将 KK 看 成 向 量 空 
间 开 /下 = 了 (Cr 了 ), 取 这 个 空间 的 一 组 基 % 二 {hk|1 三 i 之 7}， 
在 这 组 基 下 将 每 个 BE 天 写成 行 向 量 上 = (ai,*…,a,) € 
Matix:F, 从 而 将 玉 /P 写成 Matix,F ;并 在 这 组 基 下 将 KK/F 上 的 
每 个 线性 变换 JE Endr 居 写成 短 阵 JE R = Mat,F, 1" 的 第 i 
行 等 于 7. 特别 , GalK/F 二 R" = GLCr, F). 另 一 方面 ,将 每 个 
aEKK 与 它 在 KK/F 上 的 右 乘 变 换 ca : 6r> Ba 对 应 起 来 ,并 进而 与 
wan 在 基 .% 下 的 抢 阵 <” 对 应 起 来 (< 的 第 ; 行 等 于 上 a ). 映射 a 
rr ae" 是 天 到 MatR 中 的 嵌入 ,我 们 称 它 为 在 基 .2 下 天 到 
Mat.F 中 的 嵌入 . 在 这 个 意义 下 ,可 以 认为 K 是 全 方 阵 环 R 一 
Mat.F 的 子 体 . 天 "在 R" 中 的 正规 化 子 Na(K) = K* X GalK/F. 
取 和 =Y(n 天 ) 在 天 上 的 基 @ = (el，…，e). 记 
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HE = {0s= hell Si<n,1<<ji<r)}, 


则 .YE 是 V/F = Vlnr, 了 ) 的 基 . 我 们 在 这 组 基 下 将 Y 写成 
MatixwF, 将 Endry 写成 MatwF. 设 vEV 在 KK- 基 6 下 的 坐标 为 


(Bi, '™, p.)E Matix.K, 则 它 在 F- 基 YE 下 的 坐标 为 (应:， “ 


所)E MatixwF. 设 gEGLC， KR) 在 KK- 基 4 下 的 和 矩阵 为 (Qi)),x，， 
则 将 每 个 wjE 天 写成 矩阵 upPe 天 和 C 尺 = Mat,F 后 就 得 到 gg 在 基 
YE 下 的 矩阵 (a ),xs € GL(n, R) = GL(nr, F). 而 每 个 o€ 


GalK/F 在 了 上 的 作用 ( 房 ，…， 记 )r>( 记 ，…， 房 ) 的 矩阵 为 尺 上 
的 “ 纯 量 阵 ” cc” 一 ， diag(cc”， i , om"), 这 里 on" EGL(r, 五) 是 


cEEndr 庆 在 基 .2 下 的 矩阵 ， ，.. 

这样, 就 为 应 用 第 5 章 的 引 理 准备 好 了 条 件 ， K 在 R= Mat.F 
中 的 嵌入 象 就 是 第 5 章 所 说 的 D. 只 要 再 在 XX 中 找到 一 个 含有 足 
够 多 的 零 元 素 的 矩阵 .g1, 就 可 以 利用 第 5 章 的 引 理 得 到 一 个 所 需 
的 Nz, 从 而 完成 定理 的 证 明 . 因此 ,岂可 做 的 主要 工作 就 是 寻找 这 
个 8 以 及 处 理 一 些 特别 困难 的 情形 . 

对 天 .下 之 间 的 任 一 体 吾 ( 即 : 王 瑟 E 天 )， 可 取 E/F 的 基 

二 {&1 三 1 三 有 有) 将 瓦 嵌 入 Mati 严 ,使 F> a 中 EMatiF,a* 是 

E/F 上 线性 变换 Br> pa 在 基 之 下 的 第 阵 .- 取 /EE 的 基 将 天 
岂 入 MatzE, 设 bgE 开 的 嵌入 象 是 《ai)axz。 则 将 每 个 a;;EE 换 成 
它 在 MatiF 中 的 嵌入 象 "内 ,就 得 到 在 天 /F 的 基 之 9Y 下 被 嵌 
入 Mat.F 中 的 象 . 有 


§ 6.2 SLCz， 天) 的 扩 群 (> 之 3 的 情形 ) 


本 节 定 出 入 二 SL(n, 玉 ) 人 之 3) 在 GL(nr, 已) 中 的 扩 群 , 即 
对 "之 3 的 情形 证 明定 理 6. 1. 1; 

引 理 6.2.1 设 S 是 R= Mat F 的 子 环 且 真 包含 K， 7 之 2， 
则 SL(x, S》= SL(nd, 五), 已 是 天 的 某 个 真子 体 , 且 包含 下. 
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d = dimsk 之 2. 

证 明 天 在 到 = Matix,F 上 不 可 约 , 从 而 S 不 可 约 . 由 引 理 
5. 3.3 知 ;二 Ends( 尺 ) 是 体 ; 且 5 一 Ends( 尺 ). 显然 有 EF, 是 
由 5S 买 尺 知 玉生 Endx( 尺 ) 一 天 ,ZL = dimzK 之 2. 分 别 取 /EE、 
E/F 的 基 之 构造 芭 /F 的 基 空 YY 来 代替 原来 的 基 .% ,并 将 
巨 在 基 空 下 内 入 MatsF, 风 5 被 重 写 为 5 = MatsE ,而 SL(n, S) 
= SL(nd, E). |} 

定理 6. 1. 1 的 证 明 (n 过 3 的 情形 )， 

由 久 区 TT = GL(n, 天) m GalK/F, 存在 g € XT.N = 
SLC 天 ) 在 V 二 Vn, KK) 的 非 零 向 量 集合 上 可 迁 , 故 存在 z€EN 
将 g 的 第 一 行 送 到 eu 一 (1, 0,…, 0) € MatixwF. gz 满 是 gE 
X\T, 且 gz 的 第 一 行 等 于 (1， 0，…，0), 即 :gz 定 驻 en, 对 自然 数 
三 rr, 记 Wi 为 前 个 基 向 量 ej(1 之 7 过 所 张 或 的 五 * 子 空间 . 
则 前 面 得 到 的 gz 定 驻 和 Wl1 一 en 因此， 可 以 选 ET 一 (4 入 x E 
Xw\D ( 即 gl E 尖 \[ 目 定 驻 W,), 使 过 1 最 大; 我 们 证 明 &=7; 
即 gi 定 驻 W,== Ke,41;= 二 0 对 2 达 j 三 nn 成 立 , 从 而 gi 符合 引 理 
5.2.1 的 要 求 .车 不 然 , 设 过 rr, 这 将 推出 矛盾 .对 1 三 ;7 三 7, 记 
81 的 第 7 行为 wj; 则 wj 二 ey81， 由 于 gi 定 驻 Wis 对 j 达 kk 有 uj 
WC Ke. 存在 z EN = SL(n, 天) 在 固定 ei 的 同时 将 wy 送 进 
天 er 由 天 e- z 固定 Kel 中 所 有 的 向 量 ;特别 是 圈定 所 有 的 ux, 和 
Kell 三 三 A. 于 是 ga) 的 前 太行 与 &1 相同 , 仍 在 Ke 中 ， 而 giz 
的 第 & 十 1 行 等 于 uriz € Ke © Ke,. 总 之 ， 8281 之 二 (Bi)wxn 的 前 
十 1 行 在 Ke 加 Ke 中 , Bi 的 前 4 十 1 行为 零 ,，g: = 
gas € X 固定 医 向 量 ej(l 三 7 区 有 舟 十 1) 从 而 定 驻 
多 cr 的 最 大 性 迫使 gs ET. 但 这 使 我 们 可 以 用 § 5. 4 中 的 推论 
5.4.4 和 3 引 理 5.4.1 得 出 ;X 包含 一 个 g = (Ci),xs 多 ,其 中 
Cj 二 0 对 2 三 j 三 7 成 立 . 即 :gE Xx MT 二, 这 与 原 假设 相 
矛盾 . 

这 就 证 明了 & 一 r，8i 一 (4 EXNT 的 块 4 = 02 
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之 n). 由 引 理 5.2.1 知 ,X 羡 SLC ，S) 对 尺 王 Mat 太 的 某 个 真 包 
含 开 的 子 环 8 成 立 . 由 引 理 6.2.1 知 SLCOa，S$) = SL(nd, EF) 对 
KK 的 某 个 包含 下 的 真子 体 玉成 立 . 之 Ns = SL(nd, EE), 这 与 
§ 6. 1 所 作 的 假设 (1) 相 矛盾 ,从 而 定理 得 证 . 1 


3 6.3 SL(2, 天 ) 的 扩 群 


对 N=SL(2, K) 达 X 达 GL(2, R) ( 记 住 R= Mat, 开 一天)， 
集合 S = {a € RITi(a) EX) 仍 与 i 关 j 的 选取 无 关 .S 仍 是 加 
群 且 包含 KK. 并 且 对 任意 的 a€ S$S,9E€ K*, 有 z= diag (0, 
971) EN，, 从 而 zTisCa)z-! 一 Tis(0a0) E X, 这 说 明 050= 二 5. 但 
一 般 来 说 5 不 是 环 ,因此 ,即使 已 经 证 得 S 池 天 , 也 不 能 应 用 引 理 
6. 2. 1. 不 过 我 们 有 如 下 引 理 ; 

引 理 6.3.1 设 ge 一 攻 人 GL(2, R),A € R\K, 则 
Y 二 (N, gw) 宇 SL(24, E) 对 KK 的 某 个 真子 体 E 二 下 成 立 ,其 中 
d =. dimzK 二 2. 

证 明 我 人 有 Y 二 Y= (go, diag(0,0-) 10€ 天 ). 设 是 
K “与 4 在 R" 中 生成 的 乘法 子 群 . 则 对 任意 的 B € 5, 存在 0 € 


B OO : 
天 “， 使 g 一 .: er, 从 而 gag = Ta(B)EY. 进 


而 Ta(C) EY 对 写生 成 的 加 群 S 中 的 任意 元 案 C 成 立 . S 就 是 天 
与 4 生成 的 环 . 于 是 可 用 引 理 6.2.1 得 Y 二 SL(2, S$) = SL(2d， 
E), 对 某 个 EE 年 成立. 


引 理 6.3.2 设 玉 是 交换 体 ,&, 一 | “| < GLG2, R)， 
AKA-!' 关 KK, 则 Y= (N, go) 之 SL(2d, EE) 对 KK 的 某 个 真子 体 
EF 二 下 成 立 , 其 中 d 二 dimzK 二 2. 


证 明 设 C 是 的 换 位 子 群 , 则 C 头 {1}. 对 每 个 1 关 /E 
C, diag(p 1) € SL(2, K), 从 而 
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8g = godiag(py, 1)go' = 7 


AuA-! O 
E |e Y. 


如 果 可 选 hE C 使 hk4-: 人 下 ,由 引 理 6. 3.1 即 得 所 需 的 结 
论 Y 二 SL(2d,E): 若 不然 , 则 4C4-: 一 天 由 定理 1.7.2 知 C 
在 天 中 生成 的 子 体 等 于 天 . 于 是 由 4C4 !<KK* 推 出 AKA-' 一 
K, 这 与 原 假设 牙 盾 . | 

显然 ,上 面 的 引 理 对 处 理 非 交 换 体 K 很 有 用 ,而 在 K 是 域 的 
情形 ,和 需 用 到 下 面 的 引 理 : | 

引 理 6.3.3 设 玉 是 域 , |K| 二 4,E 是 KK 的 子 域 , 且 K 已 在 
K/E 的 基 %Y = {wjl1l 三 j 三 4d} 下 被 机 入 MatsE, XX 二 N= 
SL(2, K). 设 f 是 V =V(2, KK) 上 的 交错 型 ,有 使 fle, es) ==1， 
0 关 GE Homzs(K, FE),fz = ef 是 V ==V(2d, EF) 上 的 交错 型 . 
车 下 列 情况 之 一 成 立 , 则 XX 二 Ns = Sp(2d, E, fe). 

(i) XX 包含 Ns 的 某 个 辛 平 延 c。 ,， i 

Gi 了 ,包含 某 个 g 一 [ oles € SL(2, MatsE), g 的 准 对 角 
部 分 go = diag (4, B) 是 Ne 的 某 个 辛 二 平 延 oie, ,ese A 
N. 

证 明 (GD X 包含 所 有 芍 z-'p. ,z= ps, 其 中 = wz(z GE 
入 ) 取 遍 所 有 的 非 零 向 量 . p.,, 穷尽 了 p, 在 Ns 中 所 有 的 共 罗 e, 从 
而 生成 Ns 的 一 个 正规 子 群 NsS X,Ns 只 能 等 于 Nz. 

(Gi) 任 取 z 二 Tua(9) EN(C0E KK'* ), 则 和 包含 换 位 子 [g,z] 一 
8 zigz 一 801x1goz 一 Mocom. 考 进 它 在 N 下 的 共 锯 可 知 
包含 所 有 的 Ju(ze 天 0，cBE 天 ). 

如 果 charFF 关 2, 则 居所 含 的 7 二 Peas(Vw 尖 0,s € E') 
取 遍 Ns 中 所 有 的 辛 平 延 , X 二 Ng. 

设 charF = 2. 如 果 d 之 3， 则 对 任意 在 内 积 fs 下 相互 正 交 的 
pe bez, 可 选 mei、 Pies€ (be， bosez) 满足 条 件 fe(aei, Pies) = 
1, 正 交 二 平 延 No 与 Toe 含 于 和 ,从 而 它们 的 换 位 子 oa eic 
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含 于 X. 和 中 所 含 的 正 交 二 平 延 7,g, (i 二 1，2) 及 Wm, ,的 全 体 
生成 一 个 QC(2d, 下, Qs) 二 Sp (2d，, 碧 , fe). 再 由 定理 4.1.1 即 知 
X 的 子 群 


《Sp(2,K, ,QC2d, E, Qe)) Spl(2d,， 五 ， fe) SS Neg. 


在 剩 下 情形 4 = 2 中 , 考虑 [g, xz] € 的 矩阵 形式 Ta(C) ,其 中 
C= B704 一 9. 如 果 对 所 有 的 9€ K" 都 有 C € KK, 从 而 
B-104 € 天 ,4-10-1B= (B-104)- GE 天 ， 则 go 正规 化 N 的 根 
子 群 (72C0)1gE 天 及 (72(00)19E 天 }， 从 而 正规 化 它们 生成 的 
和 N, 这 与 原 假 设 相 矛 盾 . 这 说 明 总 可 以 选择 9 € 天 "使 C 人 天 . 但 
C € MatzE. 天 中 所 有 的 0 E MatsE 的 第 一 行 取 遍 MatixzE, 必 
可 选 9 使 它 的 第 一 行 与 C 相同 . Ta (C)Ta(~— 0)= Th, (C) 所 区， 
其 中 C, € MatsE 的 第 一 行为 零 . 但 由 C 公开 知 C 尖 0. 故 
rankzCi = 二 1,Tn(C1) EX 是 NE 中 的 辛 平 延 . 由 (iD 即 知 X 之 
Ne. | | 

引 理 6.3.4 设 0 关 4 E€ Mat,F,ranksA = 二 上 二 7, 且 对 每 个 
0 EK, A0A =0 或 ranks(A04) = 二 者 必 有 一 个 成 立 . 任 取 0 
访 E Im4, 设 E 是 所 有 的 BBr1( 上 BE Im4) 生成 的 天 的 子 体 . 则 
Ker4 .Im4 都 是 EE 上 的 左 空间 . 且 可 适当 选取 KK/E 的 基 % = 
{wl1 达 1 达 4} 和 EE/F 的 基 Z = {5.|1 达 :过 4) 构造 出 K/F 的 
基 Yop 来 代替 .2 ,将 4 化 为 : 

民 OO- 人 (一 名 @) 


.0 6 


yO | =0 或 | 


( 当 4 天 0) 


的 形式 ,其 中 6 € GL(k, F). 

证 明 记 U= (wu€K|we Ker4), 风 0<<dims(D) 一 ~ 对 
每 个 *EU 取 9= PiriwE KK, 则 所 94 一 0, 下- 线性 变换 p :ImA4 
一 Matx 亚 ,这 rz 广 04 的 核 Kerg 包 含 友基 6, 从 而 i 

rankr(404) 一 dimr(Imy) < dimr(ImA) = ranksA. 
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由 引 理 的 假设 ,应 有 404 = 0,Img =0,8pT1Ix 一 fo EKerd 
对 所 有 的 上 CE ImA4 成 立 .这 证 明了 BB7'UCU 对 所 有 的 SEImA 


成 立 . 从 而 EUSU 对 {BBi'1 EImA} 生 成 的 环 记 成 立 . 即 U 是 
左 E- 模 .由 下 乞 ECK 及 dimrK =r< 之 吕 知 玉 是 体 ,U 是 左 五 - 
空间 . 记 


m= dimsE, d= dimzK 三 r/m, 
则 dimzgU = (1/m)dimsU = (1/m)(r — dimr(ImA)) 
=~d— (Dm)dimr(ImA). 


但 对 每 个 BeEImA 有 B= (8B71)B, € EB, 故 
0 关 ImA EF ， 


0 < (1/mdims (ImA) < Ud/m)dims (EB) = 1. 
但 由 dimsU 是 整数 知 (1/m)dims (lmA) 是 整数 . 于 是 
(1l/m)dimr (ImA) 一 1， 


其 中 Im4 一 WE 是 E 上 的 一 维 左 空间 ， 
m= dimrE = dims (ImA) 一 rank4 = k. 

而 dimgU ==d 一 1. 取 K/E 的 基 %Y = ({w|1 达 1 三 4d} 使 (wi, …， 
wa-1} 构成 Ker4 在 EE 上 的 一 组 基 , 有 重 ImA = Ew, ( 当 42: = 0, 即 
Im4 S Ker4) 或 Im4 = Ew ( 当 4 尖 0, 即 Im4 和 吃 Ker4). 再 
任 取 E/F 的 基 空 ,用 空 99Y 代 震 .9 作为 KK/F 基 , 则 4 化 为 所 述 
的 形式 . | . 

定理 6.1. 1 的 证 明 (n = 2 的 情形 ) : 

如 果 K = 二 F,F=F,,r=2,; 芭 N = SL(2，, 4),G = GL (2r, 
F) = SL(4, 2),， 则 存在 群 同 构 映射 p :G— A,, 而 CN) = As. 
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容易 定 出 交错 群 4* 在 A 中 的 扩 群 ,从 而 也 就 知道 了 N 在 C 中 的 
扩 群 . 因此 ,以 下 设 |K| > 4. 

按 § 6. 1 中 的 假定 (3), X 藉 T. 故 存在 g € XNT. 这 样 的 g 
不 定 驻 天- 空间 结构 了 (2, K), 存 在 0 关 u EV 使 (Ku)g 天 
K(ug).N 一 SL(2, K) 在 V 的 非 零 向 量 集合 上 可 迁 , 故 存在 zi、 
z EN 使 u = enzi, ugzs 一 el . 用 zigz € X\T 代替 g, 化 为 
eng 二 en 且 (Kei)g 了 关 Ke 的 情形 , 即 g = 二 (A),xz 的 第 一 行 等 
于 (1，0,，…，0) ,4 的 第 一 行为 零 .但 41; 了 关 0 (否则, (Kei)g 一 
天 ell)， 于 是 1 三 rankr (hw) 三 r 一 1. 因 此, 我们 可 选 g。= 
(4;,)zxs EX 使 有 一 rankr(42) 过 1 最 小 ,三 r 一 1. 显然 这 样 
的 go KT 且 由 A1; 关 0 知 go! 一 (Aij)2xz 的 块 hs 关 0. 

记 S = 二 {C € Mat,.F|Ta(C) € XXX), 并 对 每 个 CES 记 


B B 
ga(C) = aTucOer' = | > 


B; 了 2 


上 十 AuCA AizC A 


» 


42C4， 了 十 42C4， 
则 gs(C)E 和 ,上 且 rank;(Bi) 过 ranks(41s) = 由 的 最 小 性 知 
rankr(Bis) 二 0 或 &. 当 Bis 关 0 时 可 用 gi;(C) 代 替 gi. 
特别 地 ,我 人 有 下 导 $S,K' 在 K/F 的 非 零 向 量 集合 上 可 迁 ， 
且 4 A 关 0,KerA, 关 Matix:F, 可 选 0。 € K*' 将 41: 的 某 个 不 
为 零 的 行 B 送 到 及 & Ker 有 1s, 从 而 4s0 丰 ,天 0. 我 们 可 以 在 一 
开始 就 用 gz (b) 代 替 g1, 从 而 用 g:(b)-: = gi( 一 9,) 一 27 一 
gz(0。) 代替 gi', 化 为 8 一 2 一 8 的 情形 . 即 ; 4 = 一 A;(i 关 
四, 而 4 = 21 一 As. 对 gi 作 这 样 的 替换 后 , g; (C) 的 据 
Ba 二 一 A1sCAiz. 由 的 最 小 性 知 ,对 任意 CE€ 5S,A1CAhis = 0 或 
ranks(AlsCAis) 二 二 者 必 居 其 一 . 特别 当 C = 二 9€ 尺 性 5S 时 如 
此 . 于 是 可 以 用 引 理 6. 3. 4 得 :存在 必 的 包含 下 的 子 体 E， 
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dimrE 一 上 二 r, d 二 dimgK ==r/k 过 2, 使 得 可 以 用 KK/E 的 一 组 
基 % = {will 三! 三 d} 和 E/F 的 一 组 基 空 构造 出 K/F 的 基 
2ot- 来 代替 .26-, 将 Ais 重 写 为 


O OS 
-| 0 | so 
OF OO 
或 A;, 一 | O .| ( 当 Aii 关 0) 


的 形式 ,其 中 6E€EGL(h, F). 
E 被 在 基 之 下 格 入 Mat:F ,而 KCMatsE. 可 选 OEK'*C 
GL(d,E) 使 A1;0141: 天 0. 事实 上 ， 


{1O OD : 
4i20.4， 一 |. O ( 当 A = Al) 
人 DC 一刀 O 
a 


其 中 6 € GL(h, F). 在 g2(0,) 二 (B,;;)sx2 所 xX 中 有 Bis = 
— Ais01A1:, Bi 一 了 一 Aw01A 的 前 r 一 A 行为 零 ,而 Bs 一 工 一 
Azz0141s 的 后 > 一 有 列 ( 当 Ais = 41) 或 前 > 一 天 列 ( 当 4 = 4,) 
为 零 . 我 们 可 在 一 开始 就 用 gz:(2) E X 代替 g ,用 一 2 代替 3, 化 
为 
. Ze 下 * 0 
A [oe 小 ha = | : | ( 当 4 二 人 4) 

了 Cr 一 月 


或 2s=| 
: 0 


| ( 当 A = A,) 
关 


的 情形 . 
对 每 个 a E E* C MatsF, 当 4 一 和 时 取 0 二 wi!aw' 一 
(Qi )axd EK' C MatsE, 其 中 《ail， “**y Qia) = (a, 0，…，0) ; 当 
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过 is 一 A, 时 取 6, 二 Zo 了 Iarow) (bi;)axa € K* C Matsk, 其 中 (ba 9 
?9 baa) = (a, 0，…， 0). 则 


2 
82(0,) = giTn(0,)g1' = B, B, EX, 
TT 0O 0O 
其 中 B =|Io I ol. 
6a O JI 


先 设 天 是 非 交 换 体 . 如 能 选 a€ E' 使 BKBan! 关 KK, 则 由 引 
理 6. 3. 2 即 得 所 需 结 论 习 二 SL(2d, E). 车 不 然 , 设 BKBi = 
KK 对 所 有 的 a € E" 成 立 . 对 任意 7 E E*, 有 0(7) = wi'7ws = 
(cij)axa E K* CMatsE, 其 中 (cus, cz) = (0,…, 0, 7), 于 
是 | | 


Ala, 7) = B110(7)Bii' — 0(7) = x O 0 
O 0aX 


EK’* <GL(d, E). 


这 迫使 6€ E*. 且 由 es 7) 一 及 4A(a, 7) 可 着 ,得 4 一 
2. 对 任意 s €E 无 * ， 有 


A(6-I7-15，7) — AC6-1s, 1) = 
x Yl 一 3 


jex, 
这 迫使 Y'sY 一 s == 0. 由 7,s € E* 的 任意 性 知 E 是 域 . 再 由 
dimsK = 2 知 K 只 能 是 域 ,这 与 原 假设 矛盾 . 

于 是 只 剩 下 K 是 域 的 情形 . 在 此 情形 下 , 当 A 3 Al 时 ， 


I 00 
0, = al, B2, = O 7 0O|; 
—a OI 


当 A 一 A: 时 ， 
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bi bia 
0, = awiiw =a 和 
We er is 
1 O 0 
7 OO O 一 bd 
O I O ; 
B;, 天 
O O 1 和 ba_i,a6 


O00 了 
设 f 是 V(2, 及) 上 的 交错 型 , fle1, ez) 二 1, 则 N=SL(2, K)= 
Sp(2, K, f). : 

先 设 9 € 五 "， 当 4 = A 时 ， 定义 9 € Homas( 天 ， 五 ) 使 
gelwitw1) 二 0( 当 i 关 d) 或 =6( 当 i 二 4d), 则 diag(Bn， Bw) 是 
Ns 二 Sp(2d, ,9 了) 的 辛 二 平 延 Dwarsmoes; 当 41s 二 hs 时 定义 
Gs €E Homsz(K, EE) 使 G(rwinwa) 二 0( 当 i 关 d) 或 =6( 当 i = 4d)， 
则 对 i 关 4 有 | 


d 
Ge (wt) 一 Ge (Ww (WI ww) )wa) 一 | > ororoy = bia, 
j=1 


于 是 可 以 看 出 diag (Bn，Bw) 是 Ns 一 Sp(2d, 五, qrf) 的 辛 二 平 
延 7.6,mwe: 在 两 种 情况 下 都 可 用 引 理 6. 3. 3 得 到 和 二 Nz. 
再 设 6 代 E. 我 们 由 此 推出 矛盾 . 为 此 ,考虑 

如 3 一 72 (一 0)g2 (0,) 1T, (0)g;(0,) 一 了 2 (C) € X, 
这 里 
B, O 
B, B,, 
其 中 0, = a 或 cwi'w. 注意 0, 由 a € E* 决定 ,因而 C 由 be 决 
定 , 我 们 设法 选 a.0 使 0 二 ranksC 三 k. 对 his = A 的 情形 , 取 60= 
Z 得 


0E 天 "， «0 = | | C= BibB 一 0， 


O 0 
c=BaB, —1=| 上 


6, O 
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其 中 6 = a6 十 6a, rankrC = rankr(0) 甩 上 只 要 能 选 < 使 2 和 
0 即 可 . 当 char 天 和 尖 2, 取 cc 一 1 即 得 0 = 26 关 0. 当 chark 一 2， 
由 6 KE 知 可 选 a € E* 使 6 了 关 6a, 从 而 和夫 0. 在 另 一 情形 
A = A, 下 ， 取 2 一 rz wi = (biji)axa Ek’ , 则 
‘aba 十 biada O 


: O 

C 一 Ba0PB 一 0 一 
区 aba_iad 二 ba-iada O 
0 O 


显然 , rankrC 二 ,只 须 选 a 使 C 关 0. 由 09€ K* < 二 GL(d,E) 可 
逆 , 知 它 的 最 后 一 列 必 有 一 个 元 素 bu 头 0,1 三 i 过 4 一 1. 当 
charK 夭 2 时 取 a 一 1 ; 当 fharK 一 2 时 选 a 使 aby 与 6 &K EF 不 交 
换 , 即 可 使 C 关 0. 

故 当 6 EE 时 ,总 存在 Tu(C) EX 使 0<rankrC<h, 的 最 
小 性 迫使 rankrC 一 &. 不 妨 一 开始 就 用 Ts(C) 代 替 8 化 为 8i 一 
Ti2(42) 的 情形 . VO、 0 所 天 ' 取 人 一 diag (0,, 0)EN，, 由 

4 ES 一 (ce Mat,F |T,(C) E€E X,Yi¥ 7) 

推出 AT\s (A12)AT™! 3 Tz(0,) oe Ti:(C(0,，, 0,)) € X， C(0， 
2) 一 0420 — 0.€ES, 从 而 rankr (Bl,) = 二 0 或 = 对 g。 = 
giTa (C(O0, 0,))gi' = (Bax €E X 的 块 Bi, = 一 AisC(0,， 
0.)A41 成 立 , 正 C MatsF 的 元 素 的 第 一 行 取 遍 MatixtF, 故 可 选 
aEE' 与 6€EGL(k, 下 ) 的 第 一 行 相同 . 6 一 “的 第 一 行为 零 , 从 而 
rankr(6 一 a) 二 k&. 且 由 gE 和 M5 一 a 关 0. 当 Ai, = 


0O oO. 
A = bl 时 , 取 0 = (4a)axa € K, 0, = (6)axa €E KK 使 
az 一 ]1， pz 一 a， 则 
ClO, 0,) 一 (ci)axa € Mats Mat.F) 
O O 
=6—a, B,,= ， 
各 0 
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0 过 rankr(B,,) = ranks (6 — a) =&, 


0 O 
O 9 


本 O O 
?oO 8G6— od)’ 


产生 下 夺 . 当 As 一 4 | | 时 ,到 一 了 的 一 民 , 则 


仍 有 矛盾 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . | 
§ 6.4 U’(n, 天 ， A, 工 ) 中 元 素 在 GL(nr, 五 ) 下 的 共 斩 


在 8$ 5.4 中 曾 对 更 一 般 的 PCR=Mat,F 讨论 过 U'(n, DD， 
A, 工 ) 的 元 素 在 GL(n,，R) 下 的 共 思 性 质 . 对 本 章 中 D=K， 
NaCD) 一 开 " % (GalK/F) 的 情形 ,我 们 补充 以 下 引 理 : 

引 理 6.4.1 设 T,EGL(n, 天 ) 满 足 rankx(T。 一 了 ) 达 mn/2， 
go EGL(n, R)\T. 如 果 Ti 一 goTogs' ET, 则 TE€ GL(n, K)， 
仅 当 以 下 情形 时 例外 :rankx (To 一 7 了) 二 n/2 且 Ti 二 71, 而 T= 
P-IoP 对 某 个 PEGL(n, KK) 和 1 关 oE€ GalK/F 成 立 , 且 0 =1. 
在 此 例外 情形 下 , 当 ge 给 定 后 , Ti E T\GL(n, K) 由 Ker(T) 一 
7) 唯一 决定 . | 

证 明 由 ranks《(T, 一 J = rankr(T 一 了) 过 nr/2, 得 
dimrKer (Ti 一 下 一 mr 一 Tankr(T — 1) 之 nr/2. 由 TET= 
GL(n,' 尺 ) XGalK/F 可 写 T,= oz, 使 EGLln, K), a€EGalK/ 
F. 记 K, = {0 € KIy = 0}: 7 了 将 任意 z= (60, …, 0.) € 
MatixwK 送 到 zz 一 (人 让，…， 多 )z. 在 Ker(T 一 7 了 ) 中 取 一 个 极 大 
天 -线性 无 关 向 量 组 和 ，…，zw. 则 Ker(T 一 7) 三 天 四 … 四 
天 wx. 对 任意 v= 二 Ou 十 … 十 Gu， (6;€ KK, 1 之 i 之!), 有 wT 一 
gal 十 … 十 us. 由 此 看 出 ,v E€ Ker(T', 一 站 > OE KVi, 这 
证 明了 Ker(T 一 了 = Ko 四 … 田 Ku 是 K。 上 的 i 维 空间 .由 
dimsrKer(T, — 1) = tdimxK, 二 nr/2 知 
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t 二 (za/2)(r/dimr 天 。) = (n/2)(dimx K). 


如 果 Tg GL(n, K),o 天 1,dimk 天 之 2， 由 二 全 上 之 
(n/2)dimx KK 二 (n/2) .2 二 n 知 只 能 4 二 t,dimx,K 一 2,GalK/K, 
是 二 阶 群 ,o 是 其 中 唯一 的 非 单位 元 , oz = 1. 存在 PE GL(n, K) 
将 (Ga KK) = Matix 开 的 标准 基 的 基 向 量 e，…，e 分 别 送 到 
ui，*…， za. 由 T1 定 驻 所 有 的 wi 知 PTP- 将 任 一 9iei 十 … 十 
be EV(n, KK) 送 到 Ge 十 … 十 Ge, E€ Vln, KK). 这 说 明了 
PTP7i=0ol. 0=1—> T=1—>T:=1. 并 f dmrK, = 
r/2 =—> dimsKer(T) —1)=nr/2 一 > rankr (To—1)=nr/2 一 > 
rankx(T。 一 7) = n/2. 这 确实 是 引 理 所 描述 的 例外 情形 . 

在 例外 情形 下 , T, = PioczP 由 co。 和 P 唯一 决定 . 由 
Ker(T, 一 了) 一 由 Ku 知 天 。 可 刻画 为 


K,= {0€ K|0. Ker(T,— 1) = Ker(T, — 7))}, 


因而 由 Ker(T, 一 了) 唯一 决定 ,从 而 GalK/K。 中 唯一 的 o 关 1 也 

由 Ker(T 一 了 ) 唯一 决定 . 注意 到 wi(1 三 i 三 n) 就 是 PE GL(n， 

天) 的 第 i 行 . 以 Ker(T, 一 了) 的 任 一 组 K。- 基 为 各 行 ,组 成 矩阵 

PE GL(n, K), 则 P, = AP, A € GL(n, K,), oh, = 4， 

P-ioP = PrioP,. 这 证 明了 T, 由 Ker(T, 一 了) 唯一 决定 . a 
推论 6.4.2 对 Se Mat,K, 仍 如 引 理 5.4.1, 记 


To, O O 
TC(S) S 7 OO 9 
O OI 


设 geE GL(n, R),T, 一 To(S) E NO 关 SE MatK),Ti = 
goTogo! ET, 则 当 charK 关 2 或 rankxS 二 nn/2 时 T) € GL(n， 
K). 当 charK = 2 且 rankxS = v= 二 n/2 时 ,如 果 存 在 天 "的 子 集 
4, |4| 之 2 使 To(GSa EN 及 Ti(a) 二 goTo(Sa)gs! ET 对 所 
有 a€ 有 4A 成立 , 则 Ti(a) € GL(n, K),YVa € 4. 


308 第 6 章 扩 体 上 空间 结构 的 稳定 子 群 


证 明 当 charK 了 关 2( 从 而 Ti 关 站 或 rankx(T。 一 了 = 
rankxS 二 n/2 时 ,显然 不 属于 引 理 6. 4. 1 的 例外 情形 ,所 述 结论 成 
立 . 故 只 须 考 虑 charK 一 2 且 rankxS 一 n/2 的 情形 .注意 

Ker(T'i(a) — 1) = Ker(T,(Sa) 一 7)871 = (中 -Kei)gT1， 
与 a 的 选取 无 关 , 由 引 理 6. 4. 1, 对 于 Ti(a) € TT\GL(n, K)， 
Ti(a) 由 Ker(Ti(a) 一 7) 唯一 决定 . 既然 所 有 的 Ker《Ti(a) 一 
1) (a € A) 都 相间 , 它 所 决定 的 Ti(a) 4 GL(n, 天 ) 至 多 只 能 有 一 
个 . 故 Ti(a)(a € 4) 至 多 只 能 有 一 个 不 含 于 GL (n, K). 由 
14| 过 2 知 至 少 有 一 个 wE 4, 使 Ti(a)€EGL《n, KK). 用 So 代 
替 S( 同 时 用 mi ?4 代替 4), 可 不 妨 设 wm = 1,T € GL(n, K). 存 
在 >E GLO， 天 ) 使 zx7Tiz -一 To， (zg)(To 一 TI) = (CT 一 


Bi O 
7) (zgo). 由 此 可 知 zgo。 具有 形式 xg。 一 六 k 对 任意 a€ 
21 22 
4, 由 Ti(a) ET 三 知 zTi(a)z-! ET 于 是 
zT (a)z ! 一 (zg0o)T (Sa) (zgo)! 3 T,(B.SaBni') ET 


迫使 Ti (oz € GL(n, K), 从 而 Ti(o)EGL(n, K). 1 

由 以 上 推论 知 ,对 C: 问题 , 引 理 5. 6. 1 的 条 件 T(a) EGLn， 
D) 可 以 改 为 Ti(a) ET, 结 论 仍 成 立 . 

在 引 理 5. 4. 5、5. 4. 6 中 讨论 了 么 敌 元 素 ( 包 括 平 延 和 二 平 延 ) 
的 共 罗 . 为 了 处 理 N = Qn, KK, A) 的 情形 ,我 们 还 在 下 面 的 引 理 
中 讨论 双 曲 旋转 的 共 轿 ; 对 每 个 XAEK' , 记 


AD) = diag Ca, To vd! ,To ,1y) €E Oo K, A). 


它 是 Olt, 天 , A) 的 双 曲 旋转 ,将 VCn, 天 ) 二 MatixsK 的 自 
然 基 {e:|1 i<< n} 的 基 向 量 el9eEv+1 分 别 送 到 Me eis 而 将 其 
余 eili {1,v 十 1)) 固定 不 动 . 当 4€ K"*? = (azlzaE 天) 时 ， 
A E QG K, A). 

对 入 二 0+ (4, 4) 和 N= Q+ (4, 9) 这 两 种 特别 情形 ,证明 
下 面 的 引 理 及 定理 6. 1. 2 需要 特别 繁琐 的 专门 处 理 , 其 中 的 推理 
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也 没有 多 少 普遍 意义 , 故 在 此 从 上 略 . 因而 在 下 面 的 引 理 中 排除 这 两 
种 情形 , 即 排除 | 天 | 三 9 且 n= 4 的 情形 . 

引 理 6. 4.3 设 玉 是 域 ,K 是 R= Mat,F 的 子 域 , 旦 包含 FT， 
[K:F]=r 二 2,N = Qn, K, Al 一 >A) 二 2, 不 讨论 
IK| 达 9 且 n = 4 的 情形 . 设 go € GL(n, RNT,Y = (N， 
goNgo'), 有 是 YN GL(n, K) 达 G = GO(n, K, A). 如 果 WE 
K'?, A(N) = diag (4, To yi TV) EN 的 共 轿 Ti(4) = 
goA1(W)go! ET. 则 存在 引 理 5. 5. 1 所 要 求 的 g, = (cx 人 了 工 ， 
(VS8IN8T) 一 YY, 且 ao 一 ao 一 0 Vi 二 2 关 y 十 1. 

证 明 (6.4.3.1) 4 的 选择 : 

由 于 rr 之 2,|K| 之 4, 总 可 选 1 尖 士 1. 对 这 样 的 4, 由 于 
A1(2)? 关 了 ,从 引 理 6.4.1 知 : 


Zi ET =>T(A) EGLG, K) —> TE€ GOW, K, A). 


我 们 按 如 下 方式 选 定 一 个 4: 当 下 着、F,、F;( 从 而 "? 中 
{ 土 1)) 时 , 选 土 1 关 AEF*?ICK"*?. 当下 二 FR,(p = 二 2,3 或 
5) 时 , 设 “是 域 天 的 乘法 群 K* 的 一 个 生成 元 , 取 4 = a 、 对 所 选 
定 的 这 个 4, 记 了 ,二 A1(W),T, = TC), 并 设 和 4-! 在 F 上 的 最 小 
多 项 式 分 别 为 m.《zx)、mz(z). 我 们 指出 :m;(x)EF[z] G = 1, 2) 
在 天 [z] 中 可 以 分 解 为 两 两 不 同 的 一 次 因子 的 乘积 . 事实 上 , 当 
46E FF* 时 ,m;(zx) € F[zx]C K[z] 本身 就 是 一 次 的 ;而 在 和 人 下 
的 情形 ,F 是 有 限 域 ,从 而 是 完全 域 ,由 F[4] = F[4-!] = K 是 域 
知 m(z) 在 FLzx]j 中 不 可 约 , 它 在 K 中 有 根 ( 或 全 !), 从 而 在 
KK[zj 中 可 分 解 为 两 两 不 同 的 一 次 因子 的 乘积 . 

我 们 证 明 : 对 按 上 述 方式 选取 的 1, 除 > 一 2 是 下 王 已 或 下， 的 
情形 外 ,都 有 NU (Z) 天 mz (x). 

当 4E F* 时 , 由 4 头 士 1 知 4 关 4-!， 当然 有 mi(z) 一 一 
4 天 工 一 人 一 ma(z) 设 忆 = Flp 二 2,3 或 5) 且 4=.m, 若 
m(z) = ma(z), 则 4 与 4! 在 严 上 苍 ,存在 自然 数 二 二 + 使 
二 ,从 而 1 二 Wt 二 VtD,(pr 一 1)|2(p' 十 1). 当 p = 二 2 
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时 ,这 导致 (2 一 了)|(2' 十 1), 从 而 2 一 1 三 2 十 1 二 > 202 一 
= 二 2 一 2 之 2 一 7 一 2,1 二 1. 当 p=3 或 5 时 ,pr 一 1 过 
2(P' 二 1) 一 > p'(p”' 一 2) 达 3 一 >p==3,7 二 2,t 一 1. 这 证 
明了 : 除 + = 2 和 且 |F| 达 3( 即 KK = FF 或 Ff) 的 情形 外 ,总 有 
mi(z) 天 mr). 

(6. 4. 3.2) T,(A) 的 性 质 : 


由 rankx(T', 一 71)= Tranke(T, 一 了 ) 一 二 rankr(T。 一 了 ) 一 
2, 且 7T1 与 To 在 上 有 相同 的 最 小 多 项 式 m(z). 


ES (XM TT — 1), mr) A mz); 
m 一 
mCr) (Cz ~ 1), fh 


由 于 mi(z) 是 [x] 中 两 两 不 同 的 一 次 因子 的 乘积 ,有 m (z)， 
i | 没有 公共 根 , 当 mi(z) mT) 时 ， mx) mT) 、 工 一 没 
有 公共 根 , 可 知 mm(z) E FLz] 在 天 Lzj 中 可 分 解 成 两 两 不 同 的 一 
次 因子 的 乘积 .Ti 在 入 上 的 最 小 多 项 式 mx(z) 是 mm(z) 的 因子 ， 
也 应 是 天 [zj 中 两 两 不 同 的 一 次 因子 的 乘积 .因此 ,Ti € GL(n， 
DD) 在 GL(n,， 民 ) 中 相似 于 对 角 阵 diag(0，…，2%)( E 天 ， 
VY1 达 i 之 n), 由 rankx(Ti 一 7) = 2 知 恰 有 两 个 大 和 1. 故 TT 在 
GLln, 天 ) 中 相似 于 对 角 阵 diag (NA, 入 , 1), 且 可 适当 调整 A、 家 
的 顺序 使 丸 、% 在 上 的 最 小 多 项 式 分 别 等 于 m1(z)、mz(z) ,于 
是 又 易 见 入 关 土 1 对 i 二 1, 2 成 立 . Vln, 天 ) = MatixnKK 可 分 解 
为 Kui 中 Kx 电 U0U, 使 T, 将 uli = 1, 2) 送 到 Xu;, 旦 将 所 有 的 
工 EU 固定 不 动 . 

我 们 有 TE€ GL(n, K) NY GO(, K, A). 当 n 二 5 时 ， 
由 dimxKer(T, 一 J) = 二 nn 一 2 之 n/2, 可 应 用 引 理 4. 2. 3 得 
T, € O(n, K, A). 当 n = 二 4 时 ,如 果 T1 O(4, 居 , A), 则 由 引 理 
4.2.3 知 Uo 二 Ker(T, 一 7) 全 迷 向 , 且 有 1 头 7YE 天 ' 及 全 奇异 平 
面 Ul 使 V= Ui 名 Ui 使 T, 将 所 有 的 zx EU 送 到 7z. 这 只 有 在 
M(Z) 一 Mt(Z)(Z 一 1) 且 (zxz) = 二 ms(zx) 也 是 7 在 Ff 上 的 最 小 多 
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项 式 时 才 可 能 发 生 . 此 时 下 = F, 或 F;, 恰 是 引 理 中 排除 的 | 天 | 三 
9 且 n 二 4 的 情形 ,不 也 考虑. 

因此 ,总 可 以 设 Ti € Oltn, K, A). 由 Ku@Ku,= Im(T,~ 
站 = 二 (Ker(Ti 一 了 JD)+= Ut 知 Uo 八 Uz = 0,U6 非 退 化 ,从 而 
Kui 中 Kus 非 退 化 . 对 于 i 二 1、2, 由 名 关 十 1 及 Q(wu) = 
QT1) = Qu) 二 QC) 得 Qlu) = 0. 再 由 Ku 名 Kus 非 退 
化 得 /Goesza) 和 关 0. T1EO(n, 天, 4) 迫使 2 = 条: 即 T 是 双 曲 
旋转 . 存在 > € NN 将 Kul、Kus 分 别 送 到 Ke!/、Kei. 于 是 
z Tiz = MN )， 

(6.4.3.3) gi 的 存在 性 : 

前 面 已 证 明 -Tiz 一 Ai(41) 对 某 个 z € NN 成 立 . 令 2 
z go = (bi)asxn E GL(r, RT. 则 gzAi(Vez' = z Tz = 
Au)， 即 gzA1C4) = 二 A1(h1)gz, 比较 最 后 这 个 等 式 两 端的 矩阵 元 
素 知 : 

Vi& (1,v++ 1} 有 5 = Ab1;, Li 二 0 

2 一 有 DA 1 一 站 

这 证 明了 6 二 5; 二 0 对 于 i€ fly 十 1) 和 7& {1,v 十 1) 成 立 . 
又 2 一 Ab 从 而 广 ，iza (1) 一 MD) Bi, = 0; 
4 一 和 aitiy 从 而 Buti, im2 (4) = mh)bti,1 = 0. 

当 my《7z) 关 ms(7z) 时 ,mi(X71)、ms() 都 是 KK 中 非 零 元 ,从 
而 是 可 道 元 ,可 得 bi,vti 二 b+,1 二 0. 此 时 82 就 是 所 要 求 的 8&1: 

以 下 设 mi(z) = mz(z). 我 们 选 和 4 FF, 从 而 天 = [对 . 记 

B= (6;)i, jeuwr E MatsR, 
则 
Bidiag (A, A-1)Bi! = diag (CA, 4,). 


由 于 4, 4 1,1, 如 在 F 上 的 最 小 多 项 式 都 是 mi(z), 它 们 在 Ga- 
lois 群 GalK/F 下 共 绒 ,可 分 别 写成 六 = oh07!, 0 € GalK/F, 
li<4. 记 B= diag(oy', o7!')Bidiag(o,, o,), 则 BI)B-!= 
.BB 中心 化 杂 从 而 中 心 化 KI = F[XAJ1,B € GL(2, K). 
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B= diag(os;,， 0,)B， diag(or!, 021) 的 每 个 分 量 b; € (天 为 
GalK/F) U {0}, 6b; 为 零 或 可 道 . 如 果 有 某 个 这 样 的 6 二 0, 则 选 
适当 的 置换 阵 P、P, € N 并 用 PigzP; 代替 B82 可 化 为 总 二 0 
的 情形 ,从 而 可 使 g, = g; 符合 要 求 . 

以 下 设 b E€ K*% GalK/F <GL(2,R) 对 i、j€ (1 十 1) 
成 立 .已 经 知道 6 = 6; 一 0 对 i E€ {1 十 1} 且 j& {1,v 十 1} 成 
立 ,这 也 就 是 说 ; g; 定 驻 子 空间 W, = Ke 名 Ke 及 W, = 
ieuwrvKe. 注意 , Wi 二 V(2, K)=V(2r, F), W,=V(n— 2, 
KK) 二 VC 一 2)r,). 对 任意 Pi E€ GL(2, R), P,€ GL(n 一 2， 
R), 我 们 记 P = (pi;)wxr 二 Pl X P, € GL(n, R), 使 


P; = (pi)i,jet ys Po 一 (Diet 


日 p;jy= pi=0, Vi €E {lv 二 +1}, j&K {1,v 十 1}, 则 P,P 
分 别 代 表 WW,、W: 上 的 FF- 线性 变换 gp、 pp, 而 P 则 代表 V = W, 名 
W, 上 的 -线性 变换 9 它 定 驻 Wi、 WW 且 在 Wi、 W, 上 分 别 诱导 
出 9、gp9. 反 过 来 ,每 个 定 驻 Wi、W 的 PEGL(Cz，R) 都 可 写成 上 
述 形 式 P = P) X P,. 特别 ,gs 写 为 g; = 二 B) X B,. 对 :一 1,2， 在 
此 约定 QCWi) 代 表 Q(xn, KKK, A) 在 W; 上 的 限制 , 即 LW) = 
QQ2,K, A), NW,) = Qn — 2, K, As), A Xx A,= A. 

如 果 有 XEQCW) 使 B27,Bz!' & GL(n 一 2, K), 取 7 = 
lw, X yo， 则 sn 一 g27Ygz! 一 lw, xX (B,7,.B;') € 7Nn， 且 由 B81 定 
驻 e evi 及 W; 知 它 的 第 (1, 力 和 第 ,> 二 1) 元 全 2,i 尖 ， 
十 1) 全 为 零 ,符合 要 求 . 

设 上 述 7 不 存在 . 即 对 所 有 的 Y,E QCW,) 都 有 


B27Y0B2! € GL(n Ss 2,K), 
g3(70) 一 gzl1w, X78 EGLG, K) NY 
三 GO, 大 ， A). 


且 由 gs 在 非 退 化 子 空间 W, 上 诱导 出 单位 变换 lw 知 gs€ On， 
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玉 ,，A). 于 是 gs|w, 二 Ba7oBz' € OC(W2). 这 说 明 BQ(W,)B;' 三 
OCW,). 由 于 x == 4 的 情形 已 排除 , 故 只 考虑 二 5 的 情形 . 此 时 
dimxW; 之 3, 这 迫使 B: 具有 形式 Bs = oP,, o € GalK/F, P;€ 
GOCW,). P; 所 代表 的 W 上 的 变换 gp 满足 f(z, y9) = Bf (x， 
y), Q(xrg) = BQ(z), Vr.y EW,, 其 中 BE K"' 是 由 9 决定 的 
一 个 常数 . 取 P, = diag(l, Bp) € GL(2, K). 则 P=P,XxP,e 
GO(n, D,A), PNP"1'=N. 取 gs; = goP-!, 则 gs 4 TIT, gsNgy;! 
一 goNgs!, 从 而 (N,gaNgi') 一 了 . 上 且 g: = 二 CX Ci, 其 中 C= 
BiPi!, 而 Ci = BoPz! 二 oly 定 驻 Ke;, Yi {1,vy 十 1). 取 
Zi€EN 将 el1r> esye+lirrehiyezh> 一 C1,6,142t> 一 C2yt1, 并 定 驻 其 余 
ey 则 gi 二 ziigszi1 了 上 且 (N,giNgi') 一 了 又 gi 定 驻 所 有 的 
Ke: (Vi FF {2,y 十 2)) 且 定 驻 Wz = 天 ez 由 天 ea 特别 在 g1 一 
(Ci)axr EE GL(n, R) 中 cj 二 ciri 一 0 对 所 有 的 j 关 1,i 关 v 十 1 
成 立 . g: 恰 如 所 需 . | 
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本 节 定 出 N = U'(n, 天, hh, 荆 ) (i(h) 之 2) 在 GL(nr, 耳 ) 中 
的 扩 群 , 即 证 明定 理 6.1. 2. 仍 先 取 VV(n, 天 ) 的 标准 西 基 @ = 
{eill 三 i 达 n) 将 V 写成 行 向 量 空 间 MatixsK, 使 h(x, yy) = 
ZAy', 和 矩阵 A € Mat,K 具有 标准 形 , 而 Vx, K) 上 相应 的 内 积 
f(z,y) 二 XHY ,HH = A 二 PA". 于 是 N 在 基 @ 下 被 写成 矩阵 群 
U'(n, 玉 ，A, LL) C Mat,K, 通过 右 乘 作用 于 Matix,K 上 .进一步 
写 KCR== Mat,F, 则 N 二 GL(n, KK) 成 为 GL(n, R) 一 GLCr， 
F) 的 子 群 .我们 假定 NX 达 GL(n, R) 且 X 区 T=GL(n, K) 
”Cal(K/F), 并且 久 八 FN. 我们 设法 在 这 样 的 假定 下 找到 一 
个 Ns 二 SL(nd, FE) 或 U'(nd, EE, Azs, Lg) 使 N 二 Ns 之 X 有 是 K 
好 上 宇 f, 即 可 完成 定理 的 证 明 . 

N= Q+ (4, 4) 和 NN 二 Q+ (4, 9) 这 两 个 特别 情形 下 的 证 明 
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需要 专门 的 繁琐 的 推理 ,在 此 从 略 . 因此 ,在 下 面 将 假定 N 天 
Qt (4，4)、Q- (4, 9). 

引 理 6. 5. 1 对 满足 上 述 假定 的 子 群 X, 一 定 存在 8 = 
(4;),xn E GL(n, R)\T 使 得 gjNgi!' 二 X, 且 满足 : 

(1) 当 工 去 0 时 , A1; = 二 0,Y2 三 j 达 nn; 

(2) 当 工 = 二 0 时 , 41; = 4 二 0, Y3 三 j 三 n, 或 4 一 
4 一 0,VJ 天 1, 7 天 "十 1. 

证 当 工 和 关 0 时 记 F 一 ~; 当 工 一 0 时 记 F 王 27. 对 任意 自然 
数 上 过 F, 记 

一 (era 0，…，0) € Matixw 下 )， 


并 对 = 二 0 定义 W, 为 MatixwF 的 零 向 量 组 成 的 子 空间 . 总 可 选 
go € Xwi\L( 即 goE X\T 定 驻 W) 使 k 二 z 最 大 . 若 k = 二?, 则 
81 二 go 即 为 引 理 所 需 . 设 上 天 F, 我 们 可 推出 矛盾 . 

我 们 记 g。 一 (Ai;j)rxn 80' 一 (Ai)nxn, Ai €E R= Mat,F, 
Wj 并 将 go 的 第 i 行 记 为 ww. 

情况 1 工 关 0, 即 N= TU(n, K, A, 工 ). 

当 k= 0 时 ,存在 > € 将 go 的 第 一 行 ul 送 进 Ke, Ke,,; 
当 1 三 <r 时 ,go 的 前 & 行 除 前 个 分 量 外 都 是 0, 从 而 这 些 行 
向 量 都 含 于 天 el. 如 果 fle, utr) 关 0， 则 存在 gE€ NN 将 el wr 
分 别 送 进 Ke, 和 Kes. 如果 Fe ui+1) = 0, 则 存在 g € NN 定 驻 e， 
(从 而 定 驻 go 的 前 行 ) 且 将 go 的 第 (4 十 1) 行 wii 送 进 Ke, 四 
天 ex 总 之 ,在 上 述 所 有 情况 下 都 存在 z E 六 将 go 的 前 4 十 1 行 送 
到 子 空间 Ke 外 Ke, 四 Key 之 中 , 从 而 goz 二 《B84?),xs 的 块 Bi 
的 前 & 十 1 行 都 是 零 . 对 每 个 0 关 *E 工 , 有 TaCG)E NTCG) = 
(8oz)7 ris) go) ! €E Xw,,,: k 的 极 大 性 迫使 T(EL, 由 推 
论 5.4.4( 或 6.4.2) 知 T(s) € GL(n, KK), 再 由 推论 5. 6. 2 知 存 
在 zzEN, 使 gi 一 go 一 (CHP )。xn € X\T 使 Ci 0,YJ > 
81 定 驻 Ke = W,, 与 上 < 的 最 大 性 相 矛 盾 , 如 所 和 欲 证 . 

情况 2 NN 一 Qln, ,人 A), 但 略 去 NN 二 Qt+ (4, 4) 或 Qt+ (4， 
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9) 的 情形 

情况 2.1 有 三 r, 上 且 存在 zEN 将 go 的 前 上 十 1 行 送 进 子 空 
间 中 v2 Ke;. 

这 包括 了 下 列 三 种 情形 : 

(1) 上 二 0, 此 时 存在 x EN 将 go 的 第 一 行 送 进 Ke 外 Ker. 

(2) 1 三 k 达 +r 且 y 宇 3, 此 时 存在 xzE 固定 ei 且 将 go 的 第 
(十 1) 行 zi 送 进 天 el 四 天 ce: 由 天 ea. 

(3) 1 三 三 r 且 fle1yws+1) 关 0, 此 时 存在 zxEN 男 定 e 且 
将 air 送 进 Kel 中 天 ce 

在 上 述 情形 下 ， gz 一 (BY) xn € X 的 前 十 1 行 都 含 于 
中 ,xs 天 e， 从 而 goz 的 块 Bl:、B1i,,+2 的 前 (十 1) 行 都 是 零 . 对 
任 一 土 1 关 4€ KK"*, 有 


AD = diag TO; AP, To-Dn, A1, To-20) E N， 


从 而 人 = (goz)As(NW) (goz) !'E Xw,,,. 上 的 最 大 性 迫使 AET. 存 
在 置换 阵 P。 = PP € WN 将 引 理 6. 4. 3 所 说 的 A1(4) = 
diag C23， TA， T4209) EN 共 思 到 A,(4), 即 A,(4) = 
PoA1(W)Po'. 于 是 A= gsAi(h)gz! ET 对 gs 二 gozPo€ X\T 成 
立 .由 引 理 6.4.3 知 ,在 NN 关 Q+ (4, 4)、Q+ (4, 9) 的 假定 之 下 ， 
总 存在 gi 一 (Ci)rxn E GL(n, R)\T 使 g1Ner! <Y, 有 HC;=0, 
Vi€ {1 十 1},j {1,v 十 1}. 恰 如 所 需 . 

情况 2.2 其 余 情形 :有 二 -十 1 ,或 1 之 kr,v= 二 2 且 fe， 
ur+1) = 0. 

对 每 个 9E KK* , 取 正 交 二 平 延 

T(0) = Ts(DT,s,1(— 0) EN, 


并 考虑 g(0) = goT(0)g51 € X. 注意 g(0) 一 了 二 (CP),x, 的 块 
Ci =— A,, w+20Ay 十 4,， 1242 特别 地 


交 Te Cn | 
Ca 人 CG» 
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ae ? py 
As, ti As, +2 0 O 


A RR 4 


Az i A,, 


4 ， 4 ， Ci; 
由 Xu | | 的 呈 行 为 雷 , 从 而 | | 三 
A,. y+ 1 A,, b+2 CC 


j 三 7) 的 前 & 行 全 都 为 零 . 即 gC0)(Y9E€ 民 ) 将 Wi 中 的 向 量 全 部 
固定 不 动 . 如 能 选 9 € K* 使 g(0) 定 驻 Xw,,,， 则 的 最 大 性 迫使 
g(9) ET. 如 能 进一步 使 g(0)EGL(n, 天 ), 则 可 用 引 理 5. 6. 1 及 
推论 5. 6. 2 得 出 所 需 的 结论 . 

当 庆 之 fr 十 1 了 时, 《Ci … Co) 等于零, (Ca … CC) 的 前 
& 一 了 行 也 都 等 于 零 . 在 此 可 选 9, € 天 将 4 的 第 (一 > 十 1) 


行 立 E 六 = Matix.F 送 到 
ab, = (x ,0,.…,0)， 


从 而 (一 dz.rzbo A1100) 的 第 & 十 1 一 > 行 的 最 后 > 一 1 个 分 量 
全 为 0. g(b) 一 了 的 第 (十 1) 行 也 就 是 


A 2 A 
(Ca Ca) = (— dr A;,,t100) 


As * A,, 
的 第 十 1 一 门 行 ,是 gr € Xwi 的 前 7 十 1 行 的 F- 线 性 组 合 ， 
因而 含 于 Wi. 这 说 明 g (0o) E Wwiyi. 由 的 最 大 性 得 g(06) ET. 
sg(b) 的 第 (1,1) 块 等 于 了 E 天, 故 g() € GL(n,，K). 由 
rankk(T(b) —1)=2 知 rankx(g (C0) —1)=2.U=Im(g(0,)— 
7) 是 2 维 天 -空间 ,等 于 
(Im(T,(0,) 一 1))go! 一 (天 el 由 天 ez)871， 

即 UU 等 于 go 的 前 27 行 所 张 成 的 空间 . 特别 ,U 包含 gf 的 前 上 
行 . 由 go' 定 驻 W 知 go! 的 前 £ 行 在 上 张 成 W: CU. 再 由 k 之 
rr 十 1 知 Wi 在 大 上 张 成 Ke 四 Ke, CU. 这 迫使 U = Ke Ke,， 
即 (Ke, DKes) go' = 天 el 中 Ke,,gs'! 定 驻 W;, 一 到 el 由 天 ex， 从 而 
ge。 定 驻 多 >, 一 27 =F 如 所 和 欲 证 . 
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下 面 考虑 剩 下 的 情形 1 三 k 达 r+,v==2 目 flej, zw) 一 0. 当 
k 过 7 一 1 时 , f(e1, wut) = 二 0 意味 着 go 的 块 413 的 前 十 1 行 都 
是 零 . 此 时 设 辫 E Matix,F(a € KK) 是 Au 的 第 收 十 1) 行 , 记 U = 
{0 € KI2 9 的 最 后 7 一 个 分 量 全 为 0). 当 四 一 了 时 el， 
ui+1) 二 0 意味 着 4 的 第 一 行为 零 , 此 时 我 们 取 U 二 KK. 在 两 种 


情形 下 都 是 下 上 非 零 的 向 量 空间 ,是 dimsU = 有 ( 当 候 关 0) 或 
dimsU = dimzK 二 7 ( 当 记 =0). 任 取 0 关 如 EU, 则 
E=0U = {000€ UN {0,1}. 


容易 验证 g(0) 一 goT(9)gs 1! € Xw,,, 对 所 有 的 86EU 成 立 , 由 上 
的 最 大 性 得 g(0) 和 工 即 g(Oe) ET 本 对 所 有 的 a€ 五 成 立 . 特别 
g(0oa) ET 三 对 所 有 的 a €E 下 成 立 .当政 关 Fi, 时 ,由 引 理 6.4.2 知 
S(boa) € GL(n, KK) 对 所 有 的 a E 下 成 立 ,再 用 引 理 5. 6. 1 和 推 
论 5. 6.2 即 可 得 到 所 需 的 结论 .当下 = Ff, 时 ,由 于 已 有 L 二 0, 当 
I1Zi >2 从 而 瓦 妇 (10，1) 时 , 仍 可 由 引 理 6. 4. 2、5. 6. 1 和 推论 
5. 6. 2 得 到 所 需 结 论 . 

现在 剩 下 的 情形 是 IUV| = 2. 这 仅 当 FF = F,,k = 1, 朋 攻关 


06 时 才 有 可 能 . 此 时 上 U = {0, 9,). 如 果 gC0,) € GL(n, 天 )， 则 
g£(0,) 一 T= (Cij nxn 的 块 Ci € kK, Vi,J. 但 


0 O A 村 4 
(Cn 站 Cin) = (A Al;) a 和 
0 bp 42 ss A 
(6. 5. 1) 


由 k=1 知 (4i 41) 的 第 一 行为 零 , 从 而 (Ci,… ,C1,) 的 第 一 行 

为 零 , C1 € K(1 三 j 达 n) 迫使 C1; = 0. 又 (6.5.1) 式 右 端 最 后 一 

个 矩阵 由 gr € GL(nr, F) 的 前 27 行 组 成 ,在 F 上 线性 无 关 . 而 
0 OO 

振 阵 | 0 | 开交 cc co 为 要 过 4 = A 一 从 而 
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4 的 第 二 行 立 = 0, 产 生 矛 盾 . 故 g(b)EFNGL(z， 开 ), 引 理 
6. 4. 1 的 例外 情形 成 立 . 即 n== 4,g(0,) = Pr-ioP = (P-P" DoE 
GL(n, KK)o,o 是 GalK/F 中 唯一 的 二 阶 元 . 这 也 迫使 ~ 是 偶数 ,o 
的 固定 子 域 K, = (0OE 天 14 一 9 一 Fo [K : K,] = 2. 此 时 
g8(0) ET 的 块 全 具有 形式 baC(0 € 天 ). 由 gC0,) 的 第 (1, 门 块 
Ci(2 三 j 三 7) 的 第 一 行为 零 知 C1j = 0, 而 由 第 (1, 1) 块 T 十 CC 
的 第 一 行为 (1，0，…，0) 知 了 十 Cu = o. 可 重新 选取 K/F 的 基 
{all 三 j 三 r}, 使 {sj|1 三 j 三 r/2) 是 Ks/F 的 基 , 全 被 o 固定 不 
动 . 这 样 就 化 成 了 Cu 的 前 /2 行为 零 的 情形 . (6. 5. 1) 式 左 端 的 
(CC 的 前 r/2 行为 零 ,; 从 而 C44,41;) 的 前 r/2 行为 零 但 
已 假设 4 的 第 二 行 不 为 零 . 这 迫使 + = 2, 即 N = Q+ (4, 4). 这 
是 我 们 预先 约定 不 在 这 里 讨论 的 情形 . 至 此 即 完成 了 引 理 的 证 
明 . | 

定理 6. 1. 2 的 证 明 

设 和 N=U', KR, h, 工 ) 之 X 之 GL(nr, F). 取 玉 与 严 之 间 
一 个 尽 可 能 小 的 子 体 EE, 使 Ns 二 U'(nd, 巨 , hz， Ls) 三 六 对 某 个 
Ls 成立, 这 里 d = dimgK. 并 且 选 取 Ls 使 之 最 大 ,不 妨 用 Ns 代 
蔡 入 ,使 如 下 的 假设 成 立 : 

假设 1 NN 三 U'(nd,E, hs, Lg) 过关 当 且 仅 当 碧 二 KK (从 
而 d= 二 1), 且 Le 二 L. 

设 与 h 相伴 的 内 积 是 == 十 Ph, 从 而 NU(n, KK, 用 .如 
果 Xr 一 X 站 GLC， 天) 不 正规 化 NN, 则 当 Xk 区 GU(n, K, 了 /) 
时 ,由 定理 4.1,1 知 XX 过 SL(n, 尺 ), 这 样 的 和 已 经 在 定理 6.1.1 
中 定 出 ,其 证 明 见 § 6. 2. 而 在 其 余 情 形 下 Xx 三 GU(n, KK, /), 由 
定理 4. 1. 1 知 存在 工 好 工人 使 Xx 马 U'(n, KK,h, ) ,这 与 工 的 最 
大 性 相 矛 盾 . 因 此 ,还 有 下 面 的 假设 成 立 : 

假设 2 XX 站 GL(n, 民 ) 正规 化 入 ,从 而 含 于 GU(n, KK,h， 
L). 

如 果 义 含 于 T= GL(n, 天) % GalK/R, 则 和 发 N, 定理 已 成 
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立 . 若 不 然 , 我 们 要 找 出 NN 在 X 中 的 一 个 扩 群 Ne = U (nd, 上 上 ， 
hs，Lz)，, 使 之 引出 与 原 假设 矛盾 . 

为 了 利用 第 5 章 所 准备 的 各 个 引 理 ,我 们 按照 §5.1 所 说 方 
式 将 群 N 和 XX 矩阵 化 . 即 :取信 的 左 F- 基 之 = (生生 将 每 
个 cE 天 在 天 上 引起 的 右 乘 变换 ca:Or> bu 在 这 组 基 下 写成 矩阵 
cm E Mat,F, 用 来 代表 a. 这 就 将 开 嵌入 尺 王 MatE 中 成 为 子 体 . 
再 取 V 一 Vln, KK) 的 标准 西 基 2) = {e,,…,e,}), 将 N 写成 矩阵 
群 U' (天 ，A, 工 ), 并 且 按 上 述 栓 入 映射 由 一 RR 将 入 看 成 
GLC，R) 二 GL(nr, FF) 的 子 群 . 构造 VV 的 Ff- 基 6 = Ci = 
{ei 二 beili,j}, 并 在 这 组 基 下 将 V 写成 MatixwF ,将 GL nr, FF) 
中 的 元 素 写 成 下 上 nr 阶 方 阵 . 则 每 个 g € N 在 上 的 矩阵 由 它 
在 天 上 的 矩阵 (0;),x, 中 将 每 个 0 € 天 换 成 相应 的 矩阵 6P E 
Mat,F 而 得 到 . 

由 引 理 6. 5. 1, 存 在 8 二 (4;):x E GL(n，R)\T 使 得 
giNgi'! 二 X, 且 满 足 : 

(1) 当 工 隆 0 时 , A1; = 二 0,Y2 三 j 达 nn; 

(2) 当 工 二 0 时 ,4 = 4 = 0,Y3 三 j 达 n, 或 41, = 
Aiwvti 二 0,Vj 关 1,5i 关 vyv 十 1. 

记 了 = (N,giNg1!), 则 Y<X.N 和 gi 符合 引 理 5.5.1 的 要 
求 . 并 且 由 于 天 是 五 的 扩 体 , 且 > 一 dimr 开 之 2,| 开 | 之 | 已 |?, 开 沁 
F:， 按 引 理 5. 5. 1 的 结论 ,在 Y 中 可 找到 一 个 元 素 了 = 
Ta (COT,iw+2 CpBo) € GL(n, R) ,使 BCo 人 区 天 , 且 Bo= Co 或 
Bo 十 CoE 工 成 立 . 我 们 希望 在 此 基础 上 利用 引 理 5. 7. 3. 为 此 ,还 
需 计 算 SL (vy, 天) 与 Ta (Co) 生 成 的 群 Zo. 由 定理 6. 1. 1 知 , 当 
SLC 天) 夫 SLG2， 4) 时 ,存在 天 的 真子 体 E 汪 Fd = dims 天 二 
2, 使 Z。 = 二 SLCd, EE) 或 Z。= SpC2d, FE) 人 一 2 目 开 是 域 ). 当 
SLC 天 ) = SL(2, 4) 时 , 取 0E€ 民 二 使 9€ MatsF 的 第 一 行 
与 Co 相同 , 则 T2(Co)T2 (0) 一 T2(C)) € 2Zo， 其 中 C! 一 Co 十 0 
的 第 一 行为 零 . 但 由 Co 区 天 知 CI 天 0. 故 rankerC， 一 1,T, (C1)E 
2 是 SL(4，2) 中 的 平 延 ,于 是 定理 6. 1.1 的 结论 (iii) 不 可 能 成 
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立 ,Z。 仍 是 SL(4, 2) 或 Sp(4, 2). 

由 于 B。 二 Co 或 Bo 十 Co。 EL, 群 (SL(y, KK),T1s(B,)) 也 等 于 
Zo 二 SLQd, 五) 或 Sp《2d, E).N 与 工 都 含 于 SL(nd, EF), 它 们 
生成 的 群 了 也 就 含 于 SL (nd, EE). 用 E 代替 下 ,从 而 a 代替 >， 则 
引 理 5. 7. 3 所 要 求 的 条 件 全 部 满足 了 . 于 是 由 引 理 5. 7. 3 知 ,下 面 
的 结论 之 一 成 立 : 

(a) 了 包含 某 个 Ns = U'(nd, E, As, Ls); 

(b)N=SU(4, 开 ,万 ),d 一 2, 玉 是 已 的 二 次 扩 域 ,了 天 |， 
Kj 二 EE,H 二 A 一 A ',Y 包含 Q(E),Q,(E) 是 V(8, EE, Qe) 的 一 
个 非 奇异 向 量 在 G 二 0(8, E, Qi) > N 中 的 稳定 子 群 Q(7, 瑟 ) 在 
G 的 某 个 外 自 同 构 下 的 不 可 约 象 . 

(c) N = 0Q(4, KK, A, EF), d = 2, K 是 特征 2 的 非 完全 域 ， 
天 CE,Y 包 含 G 二 0Q+ (8, 丈 ) 的 不 可 约 子 群 QCE) ,9 (五 ) 仍 如 
(b) 所 描述 . 

如 果 上 述 结论 (a) 成 立 ,就 导致 与 我 们 的 假设 1 相 了 矛盾 . 

剩 下 只 须 考虑 上 述 (b) 或 (c) 成 立 的 情况 . 即 X 之 Y 之 QE) 
的 情形 .如果 XX 正规 化 Q;(E) ,出 定理 6.1. 2 结论 (证 ) 成 立 . 设 叉 
不 正规 化 Q;(E). 我 们 证 明 这 必然 导致 刁 包 含 Q(8, EE, Qs), 仍 导 
致 与 假设 1 相 了 矛盾. 此 证 明 比 较 长 ,我 们 把 它 安排 在 下 一 节 , 不 感 
兴趣 的 读者 可 以 不 看 ,直接 接受 它 的 结论 就 行 了 .1 


36.6 0 的 扩 群 


首先 重新 叙述 0 的 定义 及 其 一 些 有 用 的 性 质 . 

设 碧 是 任意 域 , G 一 .0+ (8, E) = Q(8, E, Q) 作用 于 = 
V8, E, Q) 上 ,其 中 xQ) 一 4. 在 82.3 中 介绍 了 G 的 旋 量 表示 . 
选取 了 的 基 {ui， Ua Us “°°, v4} 将 V 写成 行 向 量 空 间 , 使 
Q(x) = zxAz’, A 具有 标准 形式 ls 0 |- 设 C 是 (v， QQ@) 生 成 的 


Clifford 代数 ,eC+ 是 e = wiwzusus € C+ 在 C+ 中 生成 的 右 理想 ,是 
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巨 上 的 8 维 空间 .将 G 按 82.3 所 介绍 的 方式 作用 于 eC* 上 ,就 得 
到 表示 $: G 一 SL(eC1+) = SL(8, EE),$ 的 象 是 作用 于 eC+ 上 的 一 
个 091(8, E), 因 而 $$ 可 以 看 作 Q1(8, EE) 的 自 同 构 . 具体 来 说 ,将 
G 的 每 个 根 元 素 ts(Q(4) = 0 = (4, w)) 对 应 于 C 中 的 乘法 可 
道 元 1 十 wu, 它 在 eCf+ 上 的 右 乘 作用 ecr> eal(l 十 ww) 是 一 个 E- 
. 线性 变换 ,就 等 于 $Cz,w). 由 于 所 有 的 根 元 素 生成 G, 这 也 就 可 以 
得 到 C 中 所 有 元 素 在 4$ 下 的 象 . 取 eC1* 的 EE- 基 


B= {e, evyv4; EV1IV3, EV1V4; 
Ev1Vs, EVIV2V3UV4; EV2V3, EV2U04}， 


将 eC1 写 成行 向 量 空间 Matixs 五 ,同时 将 gr 的 元 素 写 成 矩阵 , 则 
G 二 0(8, E, A) 被 同 构 地 映 到 
$G) = 0(8, E, A), 
其 中 
加 人 加 O diag( 五 ,， 万 ,) 
Ai 一 ACT 0 Ho,) = 上 o | 
m5, 站 
一 让 70 
非 奇异 向 量 w 二 ws 十 wv 在 G 中 的 定 驻 子 群 G。 也 就 是 作用 于 
V 的 7 维 正 则 子 空间 w+ 上 的 QCwt) = 0(7, EE, Q),Q 是 QQ 在 
w- 上 的 限制 ,具有 极 大 Witt 指数 3. G, 当然 是 G 的 可 约 子 群 ,而 
且 在 定理 3. 6. 3 和 3. 6. 4 中 已 经 证 明 它 的 正规 化 子 是 G 的 极 大 
子 群 .%G。) 的 正规 化 子 当然 仍 是 G 的 极 大 子 群 ,但 它 却 是 G 的 不 
可 约 子 群 . 我 们 将 $CGw) 记 作 9，. 或 为 了 强调 它 是 E 上 的 群 , 记 作 
47 (五 ). 
在 $2.3 中 ,对 charEk = 2 的 情形 写 出 了 Q, 的 矩阵 形式 . 这 里 
不 难 对 具有 任意 特征 的 域 E 写 出 Q; 的 矩阵 形式 如 下 
Q21 可 由 下 面 的 矩阵 生成 ， 
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TB)Tjrz,ir2 (BU EIZ2,iK {j,ij++2), 
其 中 


a pb 4 a 一 0 
a=| Je wee, B= | | 
C a 


a、b、c EE 可 以 任意 取 值 . 
上 述 全 体 B 的 集合 可 以 写成 0 = M+ (2, E)As!, 其 中 


“M+ (2, E) 是 五 上 全 体 二 阶 对 称 方 阵 的 集合 ， Ao = . | 是 可 


道 对称 方 阵 .而 互 = HoB'H5', 其 中 H, = 区 | 是 交错 方 
阵 . 这 样 ,Q， 就 可 按 引 理 5. 7. 3 的 方式 重新 描述 为 ;0, 由 Ni 一 
Sp(4， 五 , 如 ) 1? 和 所 有 的 diag (P,P ) 生 成 ,其 中 Hl = HH, 
1 是 具有 标准 形式 的 4 阶 交错 方 阵 ,P 取 遍 Z， = Sp(4, EE， 
H, ® Ao), 

P’ = (1® @ HO) CP) (CT2 Ho) 


而 且 , 当 己 取 遍 GSp(4，, 互 , 妨 , 的 Ao) 时 ,所 有 的 diag (P,P ) 也 
都 含 于 0;. 

由 AoHoAs = YH 对 7 = deths 成 立 , 故 Ho,(A%)-1H7! 一 
YMo, A = diag(Ao, 1®?, YiAo, 12) € O(8, E, A). 人 在 
GL(8,E) 上 的 共 轿 作用 1 : 4+> A-1AA 将 0, 的 扩 群 0(8, EE， 
A) 和 子 群 Ni = Sp(4, ,有 H,) @ 72 都 不 变 ,将 Q, 同 构 地 映 到 
2, =A-10A. 而 diag(P, P') (PE Sp(4, 匠 ,HH, 的 A)) 被 变 为 
diag(A, A*)(A € Sp(4, E, 万 @ 12), 特别 ,Q, 的 生成 元 
Ti(B)Tjra a (FF BOI?, i {j,ij+ 2),BE M+ (2, 


EE)As') 被 变 为 6 的 生成 元 TuCB)T ,az( 干 万 (1 之 jj 之 2， 


i {jj 十 2}, BE M+ (2, E)). 用 ,代替 Q;, 就 化 为 了 A, = 
工 的 情形 . 反 过 来 ,也 可 以 化 为 A。 取 GL(2, E) 中 任意 对 称 方 阵 的 
情形 . 
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由 此 可 见 ,Q 的 前 述 定义 中 的 A 可 以 换 成 上 任意 2 阶 可 
1 
逆 对 称 方 阵 . 但 交错 方 阵 H, 一 | | , 可 以 永 不 改变 . 任意 给 


定 了 一 个 Au, 就 得 到 一 个 相应 的 过 = MT+ (2, E)As'!', 而 所 有 的 
TCB)T,;rz, ;+2( 干 B)( = j 达 2,1 {7, J 十 2},，B EU) 就 生 
成 一 个 相应 的 Q1, 其 中 B 人 HoB'Hy! 的 定义 与 Ao 的 选取 无 关 . 
这 样 的 Q, 也 可 以 由 N = Sp(4, 五 , 仿 ,)) 和 全 体 diag (P,P") 
(PEGSp(4, ,HoOAo)) 生 成 ,其 中 P= Ho(P')TIHs5'. 当 AA。 
取 不 同 的 可 道 对 称 方 阵 时 ,所 得 到 的 不 同 的 Q; 在 正 交 群 0(8, 天， 
Ai) 中 相互 共 罗 . 因此 ,在 讨论 9, 的 扩 群 时 ,可 以 任意 选取 Av. 
例如 ,本 章 8$ 6. 5 中 Q;(E) 是 作为 N = SU (4, K, 五 ) 或 
02(4, KK, A, 五 ) 的 扩 群 出 现 的 ,其 中 玉 是 巨 的 二 次 扩 域 . 取 天 在 
EE 上 的 基 {1, w}, 在 NN = SU(4, 玉 ,， HH) 的 情况 下 选取 w 为 E 上 
不 可 约 多 项 式 f(x) = zx: 一 xz 十 6 的 零点 , 则 玉 找 入 MatsE 成 为 


a b 
天 一 ,DEE M*(2, E)As!, 
人 a 和 (2 )As 


其 中 心 = diag(1, 一 6). 易 见 SU(4, KK, 矿 ) 仿 于 这 个 As 所 对 应 
的 Q1(E). 而 在 NN 一 0(4, K, A, EF) 的 情形 下 ,KK 是 特征 2 的 非 
完全 域 , 选 w 为 不 可 约 多 项 式 f(x) = zx! 十 6 的 零点 ,其 中 6 是 EE* 
中 的 非 平方 元 , 则 


< 区 


A 为 diag(1, 6). 0(4, 无 , A, 天 ) 同 样 含 于 A, 所 对 应 的 Qj (CE). 
为 叙述 方便 起 见 , 以 下 在 研究 Q, 的 扩 群 时 ,将 一 律 假设 已 经 
取 A 人 。 一 了. 于 是 0, 由 


Ni = Sp(4, F, Hi) OI 


a,bE glc mo, E)As'!, 


和 所 有 的 diag (P,P")(PE Sp(4, 玉 , H1)) 生 成 ,而 Q; 的 生成 元 
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T;(B)Tjiz,izz( 干 8) 中 B 的 取 值 范围 为 全 体 对 称 方 阵 . 
对 每 个 PEGL(2, E), 记 


P* = (P') ,nu(P) = diag(P, P', diag(P, P*)’), 


则 由 diag (P,P')ESp(4, EEF, 韭 (O1) 知 (PE Qi(E). 特别 当 
PE SL(2, EE) = Sp(2, E, Ho) 时 (diag(P, P’*))’ = diag(P, 
P*), 因而 y(P) = diag(P, P,P,P*)€ QE). 

我 们 还 要 用 到 QC(E) 的 如 下 性 质 . 

引 理 6.6.1 设 和 矩阵 群 G = 人 (8, E, A) 和 MM= 0,<G 如 
上 所 述 . G 通过 右 乘 作用 于 了 = MatixsE 上 ,成 为 关于 二 次 型 
Q(z) 二 zhAiz' 的 Q(V ,QQ). 则 如 下 结论 成 立 : 

(1) M 在 V(8, EE，Qz) 的 非 零 奇异 向 量 集合 上 可 迁 ， 

(2) G 二 (8, ,Qs) 的 两 个 正 交 二 平 延 如 果 都 含 于 MM, 则 
它们 在 MM 中 相互 共 思 ; 

(3) 如 果 MM 二 三 GO(8, EE, Qe), 且 X 不 正规 化 M, 则 
XX 二 G; 

(4) 如果 g € Q1(E) 有 具有 准 下 三 角形 式 g = (4;)zxz， 其 中 
Ai; € MatsE, Ais = 0, 则 A € GSp(4, E, H,), 而 Az= As 一 
HA) Hie!. 

证 明 设 {ell 三 i 过 8) 是 V 的 自然 基 . 

〈1) 员 须 证 明 : 对 任 一 奇异 向 量 x = (a1, …, as), 存在 z 所 
M 将 urt> el 

如 果 (a1，…, a4) = 二 (0,… ,0), 则 MM 的 子 群 M, = Sp(4， 
,了 1) 1% 中 有 置换 矩阵 = 将 zxr> wzi = (as，…，as，0，…， 
0). 存在 辛 方 阵 PESp(4, FF, 刀 ) 将 (cs，…，as)F>(1，0，0，0). 
于 是 z= diag(P，P") EM 将 wzirrei， 

设 x = (ca，…，ai) 天 (0，…，0)， 存在 已 E Sp(4, F, H.,) 
将 ar>(1, 0, 0, 0). 取 zi = diag(P，P") E M, 则 Wz = 1, 0 
0, 0, bs,*…, 68). 由 Q(z) 二 0 知 6 = 二 0. 存在 2 阶 对 称 方 阵 B， 
使 它 的 第 一 行为 (561、6。). 取 
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之 > 一 7T13(— 07 了 (一 B)T,(— B) € M, 


则 2MZ1Z2 一 Eli， 

(2) 存在 G= 9Q+ (8, E) 到 G 的 同 构 $, 使 M = 0, = $(G,)， 
Cu 是 某 个 非 奇异 向 量 w 在 C 中 的 定 驻 子 群 . G 的 正 交 二 平 延 都 是 
G 的 正 交 二 平 延 在 $ 下 的 象 . 如 果 G 的 两 个 正 交 二 平 延 T1、T, 同 
时 含 于 MM, 则 #1(Ti)、#71(T,) 是 G 中 两 个 正 交 二 平 延 在 G。 
中 共 生 . 这 说 明 T,、7 了 ; 在 M 中 共 生 . 

(3) 取 &gEX 不 正规 化 M, 则 g 将 M 中 某 个 正 交 二 平 延 荆 共 
恩 到 了 T, = g-!Tg GM. 考虑 (2) 中 所 述 的 同 构 $: CG 一 G, 则 工 , = 
$71(T,) 是 G 之 外 的 正 交 二 平 延 . 由 定理 3.6.3 和 3. 6.4 知 (TZ,， 
Co) 二 6G, 从 而 (T), M) =G 达 XX. 

(4) 由 gE (8, E, A) 知 A, 一 41 一 Ho (A) Hs . 

&g 与 所 有 的 diag (P,P')(PEGSp(4, 已 ,五 ,)) 生 成 M 的 一 
个 子 群 M1, 由 淮 下 三 角 阵 组 成 : 车 A & GSp(4, E, BH,);, 则 4,， 
与 GSp(4, 玉 , 已 ;) 生 成 的 子 群 包含 SL(4, E). 于 是 对 于 每 个 PE 
SL(4, E), 存在 一 个 准 下 三 角 阵 g(P)= CB, jax2 GE Mo 使 它 的 对 
角 部 分 diag(41，42) = diag( 己 ， 书 ")， 对 每 个 C E Mat 五 , 记 


二 上: 了 | SL(8, E) 及 T'(C) = E 了 js SL(8, E) 
. C 了 O I ， 
记 S = {C E MatsE|T(HoC) € M}. 则 由 M<Q(8，, 匹 ,Ai) 知 
SCMo(4, 上 上 ). 当然 S 关 0, 且 对 每 个 CES 和 PE SL(4,E) 有 
g(P)T(HoC)g(P)-! = TH (PCP')) € AM 
即 S 在 SL(4, 五 ) 的 相合 下 不 变 . 由 引 理 5.3.8 知 S = M。(4, E) 
由 全 体 4 阶 交错 方 阵 组 成 . 且 对 任意 CE S, 用 Ni = Sp(4, 下 ， 
H1) BT 二 M 中 适当 的 置换 阵 对 TCHoC) E M 作 共 轿 , 可 得 
T'(HoC) € M. 由 引 理 5. 3. 11 知 所 有 的 TC(HC)、T’'CH,C) 
(CE M。(4, 区 )) 生成 G = 0Q(8, EE, A). 但 当然 G 不 能 含 于 M， 
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产生 矛盾 . 下 

现在 可 以 进入 本 节 的 主题 ,研究 Q;(E) 的 扩 群 . 

为 了 本 章 的 需要 ,我 们 不 仅 要 定 出 Q1(E) 在 GL(C8, E) 中 的 扩 
群 ,而 且 需 要 定 出 Q,(E) 在 GL(8r, F) 中 的 扩 群 ,其 中 万 是 EE 的 
子 群 且 [E : Fj 二 x. 为 此 ,我 们 将 上 在 适当 的 基 下 写成 Mat.F 的 
不 可 约 子 体 , 从 而 将 GL(8, EE) 写成 f 上 的 矩阵 群 GL (8r, F). 

下 面 的 引 理 说 明 , 对 Q1CE) 在 GL(8r, FF) 中 的 扩 群 基 , 如 果 芭 
不 正规 化 Q, 则 关 二 G = 0(8, EE, A1). 这 样 ,和 就 可 由 前 面 各 节 
已 证 明 的 结果 得 出 来 . 

引 理 6.6.2 设 0;(CE)<0Q(8, 无, Al) 如 上 所 述 , 严 是 已 的 子 
域 且 [E : F] = 二 7r, 并 认为 ECMat,F. 若 GL(8r, FF) 的 子 群 X 包 
含 Q; (五 ) 而 不 正规 化 Qi;(E), 则 X 宇 Q(8, E, A,). 

证 明 记 M= 0;(E),G=.0(8, EE, 人). 在 行 向 量 空间 V = 
MatixsE 上 定义 二 次 型 Q(x) = zxAizx', 将 矩阵 群 G 通过 右 乘 作 
用 看 作 (V,， Q) 上 的 Q(8, E, Qsz).- 

记 M 在 GL(8,E)%GalE/F 中 的 正规 化 子 为 T. 设 QCE) 一 
XX 二 GL(8r, FF), 且 XX 藉 T, 需要 证 明 的 结论 是 XX 二 G. 

若 X 站 GOC8, EA) 不 正规 化 Q,(E), 则 由 引 理 6. 6. 1(3) 
已 经 得 到 XX 之 G. 

因此 ,以 下 只 考虑 关门 GO(8, EE, Aw) 正规 化 Q;(E) 的 情况 . 

以 下 将 把 GL (8r， 全 中 的 元 素 写成 分 决 形式 (4;)4x4， 使 所 
有 的 块 4 € Mat,F. 

(6. 6. 2.1) 卫 中 存在 gi 二 (4;jsxws 多 TI, 使 A411; 二 0 对 jj 二 2， 
3, 4 成 立 . 

对 自然 数 & 三 2r, 记 


| Wi es {(ai, “des 0, +, 0) 所 MatixaF} 


为 MatixsF 的 前 4 个 自然 基 向 量 张 成 的 -空间 . 并 设 Xw, 为 W 
在 关中 的 稳定 子 群 . 并 对 = 0 定义 Wi = 0. 则 可 选 g € Xw\T 
使 非 负 整数 三 2r 取 最 大 值 ,需要 证 明 的 是 == 27. 
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若 不 然 , 设 有 二 2r. 对 每 个 自然 数 i, 将 g， 的 第 i 行 记 为 zi 并 
将 41(1 三 j 三 4) 的 第 i 行 记 作 wj;. 则 wj E MatixwF, ui 二 (un， 
Uz» Uiss Uia). 

由 于 gi 定 驻 Wi, 当 1 三 i 三 上 时 ,us、uis、ui 都 为 零 .存在 辛 
方 阵 PE Sp(4, 匹 , 万) 使 (zs 3 Wit,4)P 的 前 2r 个 F- 分 量 全 
为 零 . 取 z= diag(P”-!, P) € M, 则 gz= (B;)ixs € XT 中 8B， 
的 前 下 十 1 行 全 为 零 .于 是 对 每 个 sE E* 有 gCs) 一 (gi1z)Ta(s7) 
。 (8giz)- EXwtci 上 的 最 大 性 迫使 所 有 的 gC(s) :ET. 但 
ranks(Ta(s1T) 一 1) 一 2 天 8/2. 由 引 理 6.4.1 知 gz(s) € GL(8， 
EE), 从 而 g2《s) ET mnGLC8, FE) = GO(8, EA1). 按 我 们 的 假 
定 , gz(s) 正 规 化 Q;( 匹 ) ,否则 ,X 已 经 包含 G. 又 gz(s) 是 么 等 元 ， 
由 引 理 4.2.3(2) 知 gis) E O48, E, A1). 由 (gz(s) 一 1)? 二 0 及 
ranks(g,(s) 一 7 了) = 2 知 g;(s) 是 正 交 二 平 延 ,或 在 charE = 2 的 情 
况 下 是 两 个 相互 交换 的 正 交 平 延 的 乘积 . 若 有 一 个 sE€ E” 使 
gz(s) 是 正 交 二 平 延 , 则 gs(s) € M. 由 引 理 6. 6. 1(2) 知 存在 
zi € M 将 gz(s) 共 力 到 M 的 正 交 二 平 延 Ta(1) € M, 即 


Ty (7T) = zig2 (5)z7! = (zg1z)Ty(sT) (zg12) 1. 


这 人 迫使 8; 一 zgiz 一 (C;)ixs€ XN\T 的 决 C1 二 0, 其 中 j 一 2, 3， 
4, 用 gs: 代替 gi 就 达到 目的 . 设 chark = 2 , 且 所 有 的 gz(s)(sE 
E') 都 是 两 个 相互 交换 的 正 交 平 延 的 积 . 特别 g,(1) = 
paco-ipyac-， 其 中 zy 是 相互 正 交 的 非 奇 异 向 量 . 当天 F， 
时 ,可 选 sE 五 "使 s 尖 1, 于 是 
g2(5) 一 pz, sQ(z) 1 Py, :Q(y) 1 ¢ Ol8, E, Qs), 

产生 也 盾 . 当 E= F, 时 g:(1) 与 单位 元 组 成 (8, E, Qz) 的 短 根 
子 群 .但 由 3 3.4 知道 Q,(E) 不 含 短 根子 群 ,因而 g;(1) 不 可 能 正 


规 化 Q,(E), 仍 有 蔬 盾 . 
(6. 6. 2.2) 将 GL(4,Mat' 严 ) 中 形 如 
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TO 0 0 
Bs 1 OO 
2 IB Bs 1 B, 
BE OO I 


的 全 体 和 矩阵 组 成 的 集合 记 作 了 Yo, 则 存在 g EY，gMg -<< 和 且 
gM. 

由 于 (6. 6. 2. 1) ,存在 g == (Ai)ix4 €E XT ;使 41;= 二 0 对 j= 
2, 3, 4 成 立 . 记 gi! = (Ai) xa 则 gi :EX\T, 并 且 A = 人 0 对 
j= 2, 3， 4 成立. 在 此 基础 上 取 g， = giTa(T)ei! GE 大， 则 
1 OO oO 
B, 1 0O 0O 
By O I O 
BOO 7 


82 一 € Y,, 


其 中 Bi = 4sAi! (对 i = 二 2,，3，4). gEX 当然 使 gxMgzl 二 XX. 
如 果 gz KK M, 则 gs 即 为 所 求 . 设 gs: E M, 则 B: = B=0, 且 
Bs 二 红 对 某 个 sE 五 "成 立 . 这 人 迫使 8; 的 块 满足 条 件 : A;, = 0 (对 
i= 2, 4),A; = sAun. 

记 UU= Mt (2,E) 为 E 上 全 体 2 阶 对 称 方 阵 组 成 的 集合 . 则 
对 任意 的 B EU,T(B) = Tn(B8)Ty( 一 8) € M, 并 且 了 (8) 
Tu(B)Ts(B) € M. 于 是 g3(B) = g1T(B8)gi! 和 g(B) = 


g17 (B)g7! 都 含 于 义 ,当然 都 将 M 共 匈 到 X, 是 gs(CB) 和 &4(B) 
都 具有 Y。 所 要 求 的 矩阵 形式 . 如 果 能 选 B EU 使 88(B)&4 M 或 
g4(B8) 区 M, 则 达到 了 目的 . 

若 不 然 , 设 所 有 的 g*(CB)、g4(B) 都 含 于 M. 我 们 来 看 gi 应 满 
足 什么 样 的 条 件 . 

注意 ,g;(8) 中 的 第 Gi, 1)- 块 B = 42B4i, 对 i = 二 2, 4, 按 
照 引 理 6. 6.1(4), g:(B) € M 追 使 TB € Sp(4, EE, HH,), 从 
而 42B4ilE Mt+ (2, EF). M 的 子 群 N, = Sp(4, FE, HH,) QT 含 


ll 
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有 置换 阵 
7 0 0 oO 
OO OI 
PP, 一 。 
OO TO 
O 一 了 OO 


P2ss(B)Pi E M 也 含 于 Yo, 其 中 的 第 (2,1)- 块 就 是 g;(B) 的 块 
Bu 一 AwBAii', 它 也 应 含 于 U. 对 g,(B8) 作 同样 的 讨论 知 它 的 第 
G,1)- 块 44B4iG 二 2, 4) 也 都 含 于 UU. 

可 见 4;BAn! EU 对 i、j€ {2, 4} 和 所 有 的 BEU 成 立 .因而 


z CB A To 0 MatiEk 
一 ts 
”Ao BAe 
A2s A 
对 4= | A | 和 每 个 Be 0 成 立 .由 gE Y, 是 可 池 逢 阵 和 


A 是 可 道 和 矩阵. 因此 C(1) € GL(C4, E). 于 是 CC)71C(B) = 
diag(AuBAn!' ,ALBAm') € MatsEk 对 所 有 的 B EU 成立. 即 
AuBAn!' € MatsE,YBEU. 进而 AuCAii! € MatsE 对 U 生成 的 
环 R 中 所 有 和 矩阵 C 成 立 . 但 U 生成 的 环 R = MatsE， 可 见 An 正 
规 化 R, 从 而 正规 化 R 的 中 心 E17, 行 向 量 空间 MatixsE 是 EI 
作用 下 的 可 约 的 齐 次 模 . 因而 可 以 用 引 理 2. 6. 2 得 出 A = 
(pi )2xz 一 忆 多 天 其 中 每 个 5 含 于 瓦 在 MatF 中 的 中 心 化 
子 , 因 而 己 = (psxsEeGLC2, 匹 ),， 而 zeGLCO/2 FE) 正规 化 
E. u(P) = diag(P, P*, diag (P,P')) E M. 不 妨 取 jp(P) gi 
E XN 代替 gs， 从 而 用 P74 代替 Au, 化 为 A411 = diag (lx!， 
7x!) 的 情形 . x! 的 共 红 作 用 诱导 出 EE 的 自 同 构 x; wr> or 一 
zlax. 已 经 知道 D(B) = DB4iil E U 对 每 个 DD = AjGi, jE 
(2, 4}) 和 BEUDU 成 立 . 取 B= 可知 D(U) = DAn! = Dr EU， 
D= DDr ’', D(CB) = DODx Br 一 DB EU DU) EU 


. pb , 
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| EU, 这 迫使 5 二 0, 即 D(1) 一 diag(a, c). 再 取 B 为 U 


中 的 任意 非 对 角 阵 , 则 DC(B) = DCDB" ED 迫使 DG = 和 ,A€ 
E. 从 而 D = ir '. 也 就 是 说 :gi 的 块 Ai(i, j € {2, 4)) 具有 形 
式 4 一 Mr EE. 而 由 这 四 个 块 所 组 成 的 g 的 子 和 矩阵 4 具 
有 形式 4 = 4 Q@r !'，, 其 中 41 = (W133),, jew,0.€ GL(2, EI1'®) 
<GL(4, E). 记 f= Aodiag(], %) 使 4。 € SL(2, ET), \ 一 
det4. NN 的 子 群 (TCs13), Tw(s1 中 ) lsEE) 在 Ke 的 Ke 上 话 
导出 单位 变换 ,而 在 KesC6OKe, 上 诱导 出 SL(2，EI) ,其 中 存在 
元 素 go 在 Ke: 中 Ke 上 诱导 出 A6. 用 go'g1 € X\T 代 蔡 g, 可 化 为 
4; = diag(1, 和 ) 的 情形 . 即 4 = 4 = 0,4z = Dr = DoA， 
而 4 = Ay. 由 于 g3《B) € M 的 块 Bi = 42B4iil = DoBr 与 
Ba 一 一 AsBAR 一 一 Se 之 间 应 满足 条 件 Bs, = 一 Bz， 
可 得 到 .h = s. 因此 44 = 

记 7 = diag(An, …， 根据 A;(1 万 i 过 4) 满足 的 上 述 
条 件 , 可 以 验证 7 将 M = 0 (五 ) 的 生成 元 


TB)T.,.,. z+i(— 8), TT. .2+1CB)T,, 2++i (万 ) ， 
Ts SHYT ED. :(B) (其 中 i.j 是 1,2 的 置换 ) 


仍然 共 固 到 M 中 . 因此 YM7Y 一 Ms Myg 一 AM. 用 gs-! 代 
替 g ,在 保持 gi 人 了 及 SRMegrl = MM 的 同时 ,化 为 A;; = I(YV1 三 
i 达 4) 的 情形 ,这 样 的 g: 本 身 就 已 具有 Y。 所 要 求 的 矩阵 形式 , 恰 
是 本 步骤 需要 的 g. 

(6. 6. 2: 3) 存在 To 一 Ta(CBD)T3: (CD EXNM 使 B, 十 
C1E EI 或 B=C.. 

由 (6; 6. 2. 2) ;存在 gi; 二 《B;)sxs EYo\MM 使 gMgi! < 二 X， 其 
中 B; 二 1(Y) 且 Bi 一 0C(Yi 关 j,i 关 3 且 j 关 1). 由 此 出 发 来 找 
出 本 步 又 所 要 的 T. 

只 要 能 找到 
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g = Ta(B)Ta(— Ci)TH(A) € SL(4, Mat,F) 


满足 条 件 (a)、(b)、(c), 则 按照 引 理 5. 5. 1 的 步骤 (5. 5. 1. 4) 中 辐 
样 的 推理 过 程 可 以 化 为 4; = 0, 以 及 化 为 B 十 CE EI 或 B= 
C, 的 情形 . | 

如 果 ge = 二 Ta(Ba)Ta(Bs) KM, 则 Bo ED 或 B CU 或 
Bs 关 一 Bz 三 者 中 至 少 有 一 个 成 立 . 此 时 


S&: = TD)gT(— TD)gr! 
= Ta (B21)Tss(— By)T (BaBs) 各 X\M. 


用 gg? 代替 Bl 可 化 为 B= 5: 一 0 的 情形 . 而 当 goEM 时 ,用 
go .gi 代替 g1, 仍 可 使 B= B, = 0. 

因此 ,不 妨 一 开始 就 设 B: = B;, = 0. 于 是 可 用 引 理 5. 5.1 的 
证 明 步 又 (5. 5. 1. 4) 中 的 推理 过 程 得 出 如 下 结论 : 

当 Tu(Ba)Ty (Bs) 多 ME 有 HB By € EI 时 ,由 (5. 5. 1. 4) 
的 推理 4 得 g = Ts (Bj)Ts( 一 By)Th(Ba) € X. 目 当 怕 关 FP 
( 妈 N 关 SU(4, 2:)) 时 ,由 推理 3 知 还 可 使 Bs 二 0.7。 = g 恰 如 
所 需 . 

在 剩 下 的 情况 中 , 当 zx。 = Tw(B0)T;s(B;) E M 时 ,可 用 
zl8i 代替 gi 化 为 gi = Ta (B41) 的 情形 . 当 Bu 十 Bss = 41 EI 
时 ,由 (5.5. 1.4) 的 推理 2 知 Ts(41) EX\UM, 可 用 来 代替 g1. 总 
之 ,可 设 81 具有 形式 gi= Tau(C),C& ET. 由 推理 1 及 推理 4 可 
得 8 一 Ta(C)Tw( 一 CYTa(C) E X, 且 当头 Fi 时 B= 
Ta(C)Tw( 一 C) € X. 如 果 训 KM, 则 T。 = 已 符合 要 求 . 否 


则 , CEU 上 且 C=C. 这 迫使 C 具 有 形式 C = “a 


chark 一 2: 取 P 一 72(1) E€ SL(2,E), 则 ACP) St diag (P,P’* 9 
P,P*)€ M. 于 是 以 


POT (Cu(P)! = Ty (PCP-!) 
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代替 Ta(Cc), 且 PCP-: & U，, 化 为 已 解决 的 情形 . 

(6. 6.2.4) XX 二 G = 0Q(8, EF, A1). 引 理 结论 成 立 ， 

取 满 足 (6. 6. 2. 3) 所 述 条 件 T 二 Tw(BDTa( 一 C1) € XM. 
再 取 Y = 二‘M, To) 二 XX. 并 与 引 理 5. 7. 3 同样 定义 了 的 子 群 了 , = 
{diag(A, B) EYl4, B € GL(4r, F)) 以 及 Yi 到 GL(C4tr, FF) 中 
的 映射 pp、9, 将 每 个 g = diag (4,，B) E Yi 分 别 映 到 gg) 一 4 
和 glg) = B. 记 21 = 9(Y) = (71). 

Yi 门 M 包含 所 有 的 diag(4, 4")(4E GSp(4, E, 有 )), 并 
包含 To, 可 见 Z, 之 (GSp(4, 区 ,Hi), Tn(B1)). 2Z 是 Sp(4， 玖 ， 
五 ) 在 GL(2r, FF) 中 的 扩 群 . 当 碧 = 下 时 ,利用 定理 4.1.1( 或 定理 
3.2.1), 当 玉 关 下 时 利用 定理 6.1.2, 可 知 在 EE 与 F 之 间 存 在 中 
间 域 EE, 使 Zi 户 Zw= 二 SL(4d，, Bi) 或 Z1 谊 Zu= 二 Sp(44d，, 1) 成 立 ， 
其 中 4 = [E: Ej, 

如 果 存 在 g。 = diag(4, I) € Kerp 使 A EI1, 则 go 在 YY 
中 的 全 体 共 轿 生成 一 个 子 群 X, 过 Kergp，, 其 中 p(X,) 是 由 A 在 
Zi 中 的 所 有 的 共 轿 所 生成 的 Z， 的 正规 子 群 , 故 中 (Xi) 二 Zo 二 


1 0 
Sp(4, 已 ， 妃 ). 对 于 MatF 的 单位 阵 T 有 TT(1) = | 1|e 


Ni 二 MM 二 Y. 对 每 个 PE€ Sp(4, E, Hi) 二 G(X1), 有 8 一 
diag(P, 1) EX <Y,g 'T(Dg = T(P) EY, 人 而 T(C) EY 
对 Sp(4， ,五 1) 生 成 的 加 群 MatsE 中 所 有 的 矩阵 C 成 立 . 并 且 


N 可 将 每 个 这 样 的 TCC) 共 久 e 到 TC) 二 2 ,1 由 引 理 5.3.1 


知 所 有 这 些 T(C), T'(C) 生 成 SL(8, 5) 生 久 ,当然 就 有 六 二 
0(8, E, A). 

同样 ,如 果 存 在 diag(1，A) € Kerg, 使 A & E11, 也 导致 
X=>SLcg, E). 

注意 , 当 4d 二 2 时 ,2 的 子 群 GSp (4, ,HI1) 不 正规 化 
Sp(4d，E1). 可 见 Zo 二 Sp(4d, EF) 仅 当 4d =1,E,==E 时 才 有 可 
能 成 立 ,但 这 意味 着 Z! = GSp(4, EE，H1) 包含 Ta (Bi) 及 
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Ti( 一 C1), 迫使 Bi CE U. 但 由 diag(T2a (BT7T2( 一 Ci)) 
EM 知 C 关 B,. 此 时 可 取 So 一 diag(T2 CC)， Tis(— C))E€ 
以 , 得 到 一 个 go To 二 Ta(Bo) € Kergpp, 其 中 B。 关 0. 按 已 经 证 
明 过 的 结论 ,这 导致 X 二 SL (8, E). 

在 剩 下 的 情形 里 ,gp《(Kerg) 和 9(Kerg 7) 都 含 于 .已 7， 上 且 2 = 
SL(4d, E,). 

下 面 将 矩阵 4 在 ,上 的 转 置 记 作 4'. 由 引 理 5. 7. 3 的 证 明 
步骤 (5.7. 3.2) 和 (5.7.3.3) 可 知 :存在 Zu = SL(4d, 已 ) 的 自 同 
构 m:4rrA(4')-A-: ,使 diag(4，4a) € 再 (Y,) 对 所 有 的 
4E Zo 成立 .其 中 A* = 45, mm 是 互 的 二 阶 自 同 构 , Ac GL(d， 
EE,) 满足 条 件 A" 一 eA,e == 土 1. 但 wm 在 Sp(4, E, H,) < Zi 上 
的 限制 应 等 于 o, 将 每 个 Ta《B)(B E U) 送 到 了 T,( 一 万). 对 每 个 
C E MatsE 记 %(C) =AC*A-!, 则 (BDY (Bs) =y(BB). 且 
C72(B))% 二 Ts( 一 纱 (B)) ,可见 玉 二 JB 对 所 有 的 BEU 成 立 . 
进而 对 于 Bl、B, EU 有 


% (BiB,) = y (BY (BI) 一 万 万 | = BB,, 


72 (BB,)T,,(— BB,) 所 4 


这 说 明 : 对 于 U 生成 的 环 R, = Mat,Ek 中 的 所 有 的 矩阵 C ,都 有 | 
Ta(C)7s( 一 DEV 选 CEeR 不 是 对 称 方 阵 , 则 
Ta(C)T: (一 C)EX 含 于 CG=Q(8, E, Ai) 月 不 正规 化 MM. 由 引 
理 6. 6.1(3) 知 它 与 M 生成 GX. 1 
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在 本 章 中 讨论 C, 问题 , 即 讨论 作 用 于 V = W @r 上 的 
SL(W/E)QSL(U/K) 或 其 子 群 在 GLCV/F) 中 的 扩 群 ,其 中 天 是 
体 , 严 与 已 是 天 的 子 体 , 且 在 天 中 互 为 中 心 化 子 ,D 与 碌 分 别 是 
左 天 -空间 和 右 EE- 空间 ,和 且 dimxU = 二 n, dimsW =7, dimsK = d 
都 是 有 限 数 ,从 而 dimrV = nrd. 按 第 5 竟 85.1 所 述 ,可 将 Y 写 
成 Mat,x, 玉 ， 从 而 T = GL(W/E) 多 GL(U/K) 由 全 体 相抵 变换 
ArC9BL : vr> Bo4 组 成 ,其 中 4. 召 分 别 取 遍 GLCz K)、GL (7， 
E). 进一步 , 取 天 的 左 F- 基 空 = {&11 三 s 三 d} 并 构造 出 V 的 左 
FF- 基 | | 

G= {en = bEill <i<n,1<i<r,1<t<a). 


在 基 如 下 将 VV 进一步 写成 行 向 量 空间 MatixwsF, 将 G = 
GL(V/F) 写成 矩阵 群 GL (nrd， 下), 则 T, =GL(n, Kn) @GL(, 
Ei) 由 和 矩阵 AE€ GL(n, Kn) 与 BE GL(, E,) 在 K 上 的 张 量 积 
A 四 8B 的 全 体 组 成 。 

我 们 的 目的 是 定 出 SL (n， KJDGQSLC， E,) 或 其 子 群 在 G = 
GL (nrd ,FF) 中 的 全 体 扩 群 . 

我 们 将 只 处 理 忆 与 互 在 天 中 生成 的 子 体 等 于 K 的 情形 . 这 
包括 如 下 两 种 重要 的 情形 ; (i) 已 = 天 , 巨 是 开 的 中 心 ;(ii) 巨 一 
天 ,下 是 天 的 中 心 . 事 实 上 ,我们 主要 讨论 的 是 这 两 种 情形 的 公共 
部 分 :K 是 域 ,从 而 K 尺 =E = FF. 

我 们 尽 可 能 利用 第 5 章 关 于 SL(n, ) 或 U'(n, D,A,L) 在 
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GL (n，R) 中 的 扩 群 的 一 般 性 结果 . 在 本 章 中 R = MatunF, D = 
To Kr, SL(n, D) = SL(n, Kr) I, D* 在 R* 中 的 正规 化 子 
为 Ne(CD) = GL(r, EL)*Kr*(GalK/F), 中 心 化 子 为 Cx(D) = 
GL(r, ET = T .» (GalK/F) = (GL(n, Kr) ® GLC， 
Ei)) (GalK/F), 当 K=F 时 HT=T,. 


37.1 主要 结果 


对 于 第 5 章 所 述 的 一 般 性 问题 ,考虑 N = SL(n, DD) 在 
GL(n, R) 中 的 扩 群 称 时 ,首先 猜 出 一 个 能 正规 化 N; 而 又 尽 可 能 
大 的 子 群 了 = GL(，D) 。Na(CD), 含 于 工 的 扩 群 就 认为 是 已 知 
的 , 但 C 问题 与 此 有 所 不 同 ,我 们 不 是 要 直接 定 出 N = SLC， 
D) = SL(n, Kr) 了 的 扩 群 ,而 是 要 定 出 比 Ni 大 得 多 的 N = 
SLCn， Kr) © SL(r, EL) (或 其 子 群 ) 的 扩 群 . 因此 ,应 该 先 猜 出 能 
正规 化 这 个 N 而 又 尽 可 能 大 的 子 群 . 

在 此 约定 : 当 写 v EV 时 ,总 认为 是 玉 上 prd 维 行 向 量 ,而 
用 [vj 表示 v 所 对 应 的 天 上 + X 交 矩阵 ,并 记 [v] = {[vjlv € 
V} = Mat.xx 民 . 则 [VJ] 上 的 相抵 变换 [ojr> BT[v]A 在 基 2 下 的 
矩阵 为 Ax BL, 其 中 Ar € GL(n, Kr) 由 在 AE GL(n, 天) 中 将 
每 个 矩阵 元 素 2 换 成 相应 的 ar.€E Kr 而 得 到 ,而 Br € GL(r, EL) 
由 在 BE GL(r, E) 中 将 每 个 元 素 BE 五 换 成 Bi 而 得 到 . 

首先 , 易 见 TT = (GL (n， Kr) CO GL(r, Ei1)) (GalK/F) 正规 
化 N. : . 

在 此 设 r: [vjr>[v 了 是 K 上 和 矩阵 的 转 置 映射 ,将 [V] = 
Mat,x 天 映 到 [VJ 了 二 Mat,x' 天 . 特别 当 n = 二 7 时 [Vj] = [Y 了 ， 
rE GLlnd, FF), 且 易 见 袜 一 1，c = rr. 对 一 般 的 n、r( 包 括 
n 关 7 和 n==7 的 情形 ), 由 于 [VJ = MatsxrK 也 可 以 在 左 F- 基 
= (Eill<i<r, ijn, 121t<d} 下 写成 行 向 量 空间 ， 
[Vv] 与 [VJ 了 都 可 以 看 成 MatixwsF, 从 而 可 以 认为 rE GL (nrd， 
已 ), 并 将 = 写成 下 上 的 nrd 阶 方 阵 * = (4;)),x,， 其 中 每 一 块 
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As; Se 玖 gxr OID € Mat,anaF.. 即 A;;== (a ct) x’ 其 中 @ = 了 是 
d 阶 单位 阵 , 而 其 余 aw = O 都 是 4 阶 零 方 阵 . 对 任意 的 [v] = 
(i) xn E [V1 = MatrxnK, 4 一 (ax € GL(n, K) 和 B= 
(Bi)rxr € GL(r, E), [VJ 上 的 F- 线 性 变换 r-1(hAr@@Bi)r 将 
[vr 一 [5] = (BL[vj4)7 = (6;),x, 其 中 


六 
k=1 l=1 


Ce 

故 [7] = ARLv TB,, 
1(Ar ® Br = Be ® Ax. 

这 说 明 4 

1(GL(n, Kg) ® GLir, Ei))r = GL(r, Ei) ® GL(n, Kn). 


如 果 nn = 二 r 且 KK 是 域 , 则 KK 二 E= 下, Kx = Ei 一 了 ,rt 正 规 
化 下 =GLC，F)QGLC，R),zr 也 就 正规 化 .在 2 一 r 且 天 是 
非 交 换 体 的 情形 ,rz 将 Fe = GL(n，Kx) @@ GL(n,， Ki) 共 斩 到 
二 GL(n, Ki) GL(n, Kr). 此 时 如 果 民 还 存在 Ff- 反 自 同 构 
J :9r>0( 嗓 J 是 的 反 自 同 构 且 在 中 心太 上 诱导 出 异 等 变换 
1x), 则 J 在 [VJ 土 诱导 出 -线性 变换 (不 妨 仍 记 为 7)[v]>[vl. 
设 J 在 KK 上 作用 的 算 牧 为 J?EGL(d,); 则 它 在 LV] 止 的 作用 
的 矩阵 就 是 相应 的 “ 纯 量 阵 ”Jc 2” 二 7" 的 J 中 . 对 任意 aEK, 容 
易 验 证 -iany = (zyrilary = (a@)r. 可 见 JIKoJ = K, 
J TKLJ 二 Kr,J 的 共 罚 作用 诱导 出 Kx 与 Ki 之 间 的 同 构 .J 在 
GL (nd,F) 上 的 共 轿 作用 g rz J &7 将 FT 一 GLer， Kx) ® 
GL(n, Ki) 映 到 1 


i GLQn, KL) @ GL, Ky 二 = TIE or-1. 


于 是 ry 正规 化 Fe 从 而 正规 化 N. 当天 是 域 时 ,K 的 单位 自 同 构 
lx 就 是 F- 反 自 同 构 , 则 + 就 是 在 ry 中 取 J 了 == 1x 的 特殊 情形 . 总 
之 ,; 当 芭 二 ~ 且 天 有 5- 反 自 同 构 J 时 ,rJ 正 规 化 Te 和 N, 上 是 
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rz PEe Gal 开 /下 二 T, 故 工 与 zy 生成 子 群 T = 下 UTCr7) 
正规 化 Fe 及 N. 为 了 叙述 的 统一 起 见 , 在 其 余 情 形 ( 即 和 关 > 或 7 
不 存在 ) 下 ,我 们 记 T = 工 . 这 个 下 是 我 们 所 能 猜 出 的 可 正规 化 
NN 的 最 大 的 子 群 . 事实 上 ,由 本 章 的 定理 可 以 看 到 ,在 所 能 解决 的 
情形 中 ,TI 确实 是 NN 在 G 中 的 正规 化 子 . 

我 们 在 前 面 先 取 定 了 体 KK 及 其 子 体 下 .EE, 然 后 再 将 相抵 变换 
群 P,= {[vjr> B[vjA|4€ GL(n, 尺 ), BEGL(r,E)} 写 成 矩阵 
形式 GLCn， Kg)OGL(r, Ei). 反 过 来 ,也 可 以 先 从 体 下 上 的 全 方 
阵 环 R 二 MatsF 出 发 , 取 Ri 的 子 体 玉 使 Matixo 正 是] 维 右 天 - 
空间 . 对 任意 自然 数 & 三 d, K 中 和 邱 阵 到 它 的 第 & 行 (或 列 ) 的 映射 
都 是 K 到 MatixsF (或 Matzx1F) 的 一 一 对 应 ,并 且 是 上 向 量 空 


间 的 同 构 . 将 每 个 E 天 的 第 一 行 记 作 6 ,并 且 将 每 个 aE 与 由 
条 件 立 = (a, 0, …，0) 决定 的 a€ KK 等 同 起 来 ,这 样 就 将 已 嵌入 
KK 中 成 为 天 的 子 体 . MatixsF 的 标准 基 (ei 11 三 三 dQ}) 对 应 于 天 
的 一 组 左 严 基 宪 = (&|1 三 4 三 d} 使 如 =e. 每 个 cE 天 在 天 上 
的 右 乘 作用 me : gr> bu 在 基 空 下 的 矩阵 就 是 本身, 故 Kr 一天. 
设 五 是 已 在 天 中 的 中 心 化 子 , 则 已 : 就 是 Fi 在 Ki 中 的 中 心 化 
子 , 也 就 是 Kr = K 在 MatsF 中 的 中 心 化 子 .根据 以 上 分 析 , 只 须 
在 取 定 MatsF 的 子 体 天 后 简单 地 取 Kxr = 下; Ei 是 KK 在 MatsF 
中 的 中 心 化 子 ,再 定义 To = GL(n, Kr) 的 GL(r, Ei) 即 可 . 当 
d= 二 1 即 KK = 二 下 时 ,Ei 当然 就 是 K 的 中 心 .当下 是 域 时 ,下 在 KK 
中 的 借入 象 为 全 体 纯 量 阵 组 成 的 域 FI ,此 时 Ei = Kj;, MatixaF 
也 是 1 维 右 及- 空间 . 因此 ,也 可 一 开始 就 取 Ki 作为 玉 ， 从 而 Kx 
变 成 Ki. 根据 这 个 原理 ,当下 是 域 时 ,如 果 ”<r， 可 用 Tv 
GLQ(, Kg) GLCr, 天) 在 rE€EGL nrd, 下 ) 下 的 共 轿 7-!'Mr = 
GL(r, Ki) GL(n, Kr) 代替 To 让 天 与 Kr 互相 代替 ,> 与? 
也 互相 代替 ,化 成 n>>r 的 情形 . 只 要 定 出 !'Mr 在 GL(nrd , 亚 ) 中 
的 全 部 扩 群 ,Po 在 GL (nrd,F) 中 的 扩 群 也 就 都 知道 了 . 因此 ,在 下 
是 域 ( 即 天 = EE) 时 总 不 妨 设 n 二 r. 
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以 下 叙述 本 章 的 主要 定理 . 

关于 线性 群 的 张 量 积 NN = SL(n, Kx) @ SL(r, Ei) 在 G 中 
的 扩 群 了 ,我们 的 猜测 是 : 除 少 数 例外 情形 ,这 样 的 扩 群 关 或 者 含 
于 本 因而 正规 化 N, 或 者 包含 SLCV/F) = SL (nrd, F). 由 此 结 
论 立 即 推出 :T 就 是 在 工 中 的 正规 化 子 . 下面 的 定理 7.1.1 指 
出 ,在 相当 广泛 的 情形 下 ,这 一 猜测 是 正确 的 . 

定理 7.1. la 设 K 是 体 ,F 与 是 KR 的 子 体 , 且 ff 是 E 在 
KK 中 的 中 心 化 子 ,EE 与 在 KK 中 生成 的 子 体 等 于 天 . 设 


n > Ps d 一 dimrK， N= SL(n, Kg) 人 SL(r， 五 7)， 
T= (GL(n, Kr) © GL(r, EL)) (GalKk/F). 


如 果 N 三 XX 达 GL(nrd, KK), 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 
(DN AX <T,; 
(i) X CSLnrd, F); 
(Dr=2, E=F,, XDSL(n, KI),Ki= (al®? + bwla,b 


E KK) 是 MatsK 的 于 环 ,其 中 必 = ; 让 


定理 7.1.1b 设 K 是 体 ,Ff 是 KK 的 中 心 , 且 d = dimsK 一 
cr 之 2, 且 排除 ”一 ”一 2 的 情形 . 并 不 妨 设 n 宇 +r, NN = 
SL(n, Kr) SLC, Ki) 三 GL (nrd, 了 F). 则 下 列 结论 之 一 成 
立 .其 中 == 全 或 了 二 TUT.…(zJ) 如 前 定义 ,而 TP = (GL(n， 
Kr) © GL(r, Ki)) (GalK/F). 

(NAXZT,; 

(i N DSL(nrd, F); 

(ii)r=2,K=F=F,,X= TL(n, 4). 

注意 ,在 定理 7.1. lb 中 排除 = ~ = 2 的 情形 ,这 是 因为 ; 当 
KK 一 下 是 域 时 ， 

N= SL(2, F) ® SL(2, F) = 0(4, F, Q) 0(Q) = 2)， 


它 在 GL(4, FF) 中 的 扩 群 已 在 第 4 章 定理 4.1.1 中 定 出 了 ,而 当天 


$7.1 主要 结果 339 


非 交换 时 , N = SL(2, Ke) @SL(2, Ki) 则 属于 待 解决 的 遗留 问 
题 . 

以 下 对 下 是 域 的 情形 考虑 两 个 西 群 Ni 三 UCn, F, 万) 及 
Nz 三 UCr, 下 , 有 H;) 的 张 量 积 NN = Ni Ns 在 G 二 GL(nr, Ff) 中 
的 扩 群 . 容易 想到 N 与 TT 之 间 的 任 一 子 群 都 是 这 样 的 扩 群 之 一 . 
按 几 何 语言 , U (xn, F, 矿 !) 也 就 是 作用 于 行 向 量 空 间 U = 
MatixsF 上 关于 p-Hermite 内 积 用 (zx, y) 一 xH17Y 的 酉 群 U(C， 
万 ) ,而 U(r, F, 五 ;) 是 作用 于 W = Matix.F 上 关于 e-Hermite 内 
积 Jfs(zx, y) = xzH2y 的 西 群 U(W ,fi). 将 UU 的 自然 基 记 作 @, = 
{ei|1 三 i 之 n}, W 的 自然 基 记 作 &,= {ej1 三 j 三 7}. 记 V = 
MatixwF 为 V = U WrW 使 6 = {e; © eli, 站 就 是 Matix,F 的 
自然 基 , 则 


fu OD wi, us ws) = fu us) falwi, wi) 


定义 了 V 上 的 (pe)-Hermite 内 积 f = fi® fi, f(zx, y) = 
(HH,)y ,而 N= NON,<Unr, F, H, WH,). N,. 
N: 都 是 辛 群 时 还 可 进一步 在 V 上 定义 与 f 相伴 的 二 次 型 Q 使 
jz y) = Q(z 二 yy) 一 Q(x) 一 QCy) 上 且 所 有 的 QQ@w) = 0， 
则 有 这 QQGor, 已 , Q). 于 是 U' (Car， 下， HH, O HH;) 或 Qnr, F， 
Q) 在 GL(nr,F) 中 的 扩 群 已 由 定理 4.1.1 定 出 ,它们 当然 都 是 NN 
的 扩 群 . 我 们 猜测 :除了 这 些 明显 的 扩 群 外 ,NN 一 般 就 没有 其 他 的 
扩 群 了 ,只 有 少数 特别 的 情形 可 能 例外 . 下 面 的 定理 7. 1.2 和 
7. 1. 3 部 分 地 解决 了 这 一 问题 . 在 Ni 、Ns 都 是 辛 群 的 情形 下 ,我 们 
的 结果 较为 完善 ,解决 了 几乎 所 有 的 情形 ,只 有 个 别 遗 留 问 题 . 但 
对 Ni、N: 是 其 他 丁 群 的 情形 ,我们 只 在 N, 或 N, 的 Witt 指数 较 
大 的 情形 下 完成 了 扩 群 的 分 类 ,遗留 问题 还 较 多 . 

下 面 的 定理 7. 1. 2 解决 了 Ni、N; 都 是 辛 群 的 情形 . 按 前 面 所 
述 , 不 妨 假定 x 二 r, 注意 , 当 n = 二 + 二 2 时 


N Sp(2， FE, H) 69 Sp(2， F, H,) 
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= SL(2, F) © SL(2, F) 
= QQ(4, 下 ， Q), 


它 的 扩 群 已 在 第 4 章 中 定 出 了 , 故 这 里 不 需 再 涝 虚 . 从 而 可 设 二 
4. 
定理 7.1.2 设 F 是 域 ,nr 是 偶数 ,不 妨 设 4 之 7 且 n 之 4 
设 
N= Sp(n, F, Hi) W Splr, F, H,) XZGLnr, F), 


当 n = 二 + 达 6 且 F = F, 时 ,预先 假定 三 Olnr,,Q). 则 以 下 
结论 成 立 : 

(DD XI. 

Gi) XDSLor, F). 

(iii) XCDOnar, F, Q), 或 当 charF = 2 时 , X Dfnr, F, 
Q,Z) 对 到 的 某 个 fF?- 子 空间 工 成 立 . 

(ivV) 玉 二 Foyr 二 2, 对 正 规 化 FF 上 的 典型 群 Sp (n, 4) 或 
SU(n，2?) 或 SL(n, 4). 

(v) charF =2, Ni=Sp(4, F)@Sp(2, F),XD>Q,, 其 中 0 
是 0(8, 下 , Q)C(Q) 一 4) 的 可 约 子 群 Q(8, FF, Q) 在 菜 个 外 自 同 
构 oE€ Aut(QT (8, F)) 下 的 不 可 约 象 ,o 可 由 旋 量 表示 而 得 到 ( 见 
§ 2. 3). | 

(vi) charF = 2，Ni = Sp(4, F) ® Sp(4, F), 马 Qw 或 
X 这 9,, 其 中 0 和 0 分 别 是 Q+ (10, F)》 及 其 子 群 Q(9， 五 ) 在 某 
个 单 同 态 o: Q+ (10, ) 一 GL(16, fF) 下 的 不 可 约 象 ,o 可 由 旋 
量 表示 而 得 到 ( 见 § 2. 3). 

定理 7.1.3 设 F 是 域 ,nr 宇 2,U(n, F, Hi) 与 U(r, FF， 
已 :) 是 关于 下 的 同一 个 对 合 V :atr> a 的 西 群 , 其 Witt 指数 分 别 
为 v= 二 vHi) 和 4=v(H2). 设 N= N,N, 和 X<GL(nr, Ff)， 
其 中 NS 和 Un 忆 )，N<U(Cr， F, 玉 ;) 满 足下 列 条 件 之 一 ，; 

(a) charF #2, Ni = Sp(n, F, Hi), N,=O(r, F, H,), 但 
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n 达 +r 且 nn 三 6 的 情形 待 解决 ; 

(b) N; = SUC(V,, f1), Ni = SUC(V,, fi), BY > 27r; 

(ec) charF #2, Ni = QVi, fi), Ns = QV,, 1), 8 
(7 一 1) 之 47. 

则 下 列 结论 之 一 成 立 ( 其 中 (iv 一 (vii) 是 在 > 或 已 很 小 时 出 
现 的 特别 情形 ). 

(DD) XI. 

(ii) XDU'nr, HW H,). 

Qi) X CDSLnr, F). 

(iv)N 和 XX 都 在 Vnr， FF) 上 可 约 或 非 本 原 ( 仅 对 很 小 的 r 
或 斑 可 能 ). 

C) Ns UC, F, H,) GUOY,, H 人 F*H, 


成 立 , 而 X >U' (nr, Hi ® Ho,). 

(vi)r 一 2 或 4 Ni 三 OCGr,F, Hi) (Hs) 一 0) 在 MatF 中 
生成 FT 的 一 个 > 次 扩 体 万 ， 2 D) 上 的 某 个 典型 群 
( 西 群 或 线性 群 ). 

《vii) 条 件 (c) 成 立 , 且 7 = 4, v8H,) = 2, 从 而 Ni 一 QCGd4 ,到 ， 


0 1 
H:) = Sp(2, F, Ho) © Sp 2, F, Ho) 对 互 , = 攻 1 | 成 立 ， 


XPSp(2n, Hi WH,) OSp(2, F) 或 XDSL(2n, F) @SL(2， 
F). ， 
由 上 述 定理 容易 推出 关于 C, 类 子 群 极 大 性 的 如 下 结论 
推论 7.1.4 设 SL(nr, Ff) 三 G 达 GL(nr, F), 且 行列 式 集 
合 {detglg E Tf\G}= {detglg € G}. 则 SL(n, F) ® SLG, 
在 G 中 的 正规 化 子 M 等 于 ,NG 并且 是 G 的 极 大 子 群 , 仅 在 
下 列 情形 下 例外 ， 

(Dr=2,F=F,; (i)n=r=2 HcharF 一 2. 

证 明 极 大 性 由 定理 ?7.1. 1b 推出 .在 例外 情形 (i) 下 M = 
GS TLG9d9 休 全 SC 在 便 外 情形 (下 汉王 卫 仙人 
Sp(4, F)ZG.1 
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推论 7.1.5 Spbp(, 下 ， 广 ) QQ Sp (lr,，F，f,) 的 正规 化 子 是 
Qnr, 下 ,QQ@) 的 极 大 子 群 , 仅 在 下 列 情形 下 例外 : 

(Dr=2 有 8 有 F=F,;(i)charF =2,n= 4,r=2 或 4. 

证 明 由 定理 7.1.2 可 推出 .【 

推论 7.1.6 (1) 设 charF 寺 2, 且 排 除 待 解 决 的 情形 三 7 
且 n 三 6,; 则 M = Sp(n, F, Hi) Ol(r, F, H;) 是 G = Sp(nr， 
FF，H'1 3 日 ;) 的 极 大 子 群 , 仅 在 下 列 情形 下 例外 ;CD)r = 2 ;Gi) 
rr 二 3 且 F = FF,. 

(2) SU(n, F, 万) @SUC，P， 瓦 )( 二 vy(H,) 满足 条 件 
只 > 2r) 的 正规 化 子 人 MM 是 G = SU(nr, F, 局; ® H,) 的 极 大 子 
群 , 仅 当 r = 2 且 下 = FF 时 例外 . 

(3) 设 charF 关 2, 则 

Qn, F, Hi) OA F, HH,)L = »v(H) 满足 条 件 vCy 一 1) 
> 47) 的 正规 化 子 M 是 G = Qar, FF,， Hi 的 日 ,) 的 极 大 子 群 , 仅 
在 下 列 情形 下 例外 : 

(Dr=2;0G)r=3 且 F =F,. 

证 明 极 大 性 由 定理 7. 1. 3 推出 .例外 情形 下 有 如 下 的 中 间 
群 关 满足 M 夺 XX 太 G. 

(1) 、(3) 的 例外 情形 7 = 2 : 当 v(H,) = 1 时 , N, 三 0(2, 下 ， 
H2) 在 V(2, F) 中 仅 有 的 两 条 迷 向 线 Fv; (i = 1，2) 的 集合 上 引 
起 置换 ,MM 在 集合 {U; = V(n, 天) @ Fvi|i = 1, 2} 上 引起 置换 ， 
X= Stab{UVi, VU,}. 当 v(H;) = 0 时 ,N, 达 0(2, F, 昌 ) 在 MatsF 
中 生成 FI 中 的 二 次 扩 域 尺 ,可取 为 KK 上 空间 结构 V(xn, KK) 在 
G 中 的 稳定 子 群 (Cs 类 子 群 ). 

(1)、(3) 的 例外 情形 N; 达 OC3, F,, 万:) :Ni 在 V(3, F,) 的 
一 组 两 两 正 交 且 满 足 条 件 w;Hw' = 1(Yi = 1, 2, 3) 的 非 迷 向 线 
集合 {Fw li = 1, 2, 3} 上 引起 置换 ,M 引起 {W; 二 V(xn, F;) @ 
Fwili 二 1,，2,3} 的 置换 ,X = Stab {Wi, W,, W,}). 

(2) 的 例外 情形 N, = SU (2, 2:) = SL(2, 2); 记 
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0 
w= : 中 s MatsF, K, = PI? @® Po 
则 天 | 是 R= MatsF 的 子 环 , XX == SU (2n, F, HH,) 门 


Mat: 天 ， g | 


87.2 SL(n, Kr) 的 SL(r, Ei) 中 的 元 素 
在 GL(nrd, FF) 中 的 共 罗 


在 $5.4 和 8§5.5 中 对 SL(n, DD) 的 元 素 在 GL(Cn, R) 中 的 共 
斩 曾 经 作 了 一 定 的 讨论 ,所 得 到 的 结果 依赖 于 NeCD)7 和 Ce(D) 的 
结构 . 在 将 这 些 结果 用 于 处 理 C, 问题 时 ,需要 作 较 多 的 补充 . 

第 5 章 中 的 SL (xn, DD) 在 这 里 等 于 SL(n, Kr) 的 1, 在 本 节 中 
将 它 记 为 从. 并 且 记 NN = SL(n, Kr) SL(r, EL). 

引 理 7.2.1 设 n 之 3, goEGL(nrd, FD)\NTL. 设 T= 4 四 
TEA 4 是 SLC， Kr) 的 平 延 ， T= goTogo 如 果 FE 
则 下 询 结论 G3) 或 (i) 之 一 成 立 : 

(0 站 T= 二 4@OIE Ni, A 是 SL(n, Ka) 的 平 延 . 

0D) T= TQ B, 其 中 BEGL(r, Ei) 满 足 rank (B 一 1) = 
r/n 有 (BB—I)= 0. 

如 果 KK 是 域 从 而 等 于 ,上 且 n = 二 + 宇 3, 则 Ti ETINP=Tr 仅 
在 下 面 的 情形 下 才 有 可 能 : 

(i)n=r=3,K=F HcharF =2,T,= (Br 
B)-!', 对 某 个 BESL(3, F). 

证 明 当 T,ET 时 由 引 理 5.4.2 知 (i) 或 (让 ) 成 立 . 

以 下 只 须 对 天 是 域 且 x==r 之 3 的 情形 进行 证 明 ; TE Tr 仅 
在 情形 (i) 下 才 有 可 能 . 记 T, = (4 办 B)r, 其 中 A、BEGL(n， 
F). 则 Ti?= (4@B)rA®B))r=ABOBAET. 但 7T?= 
goTbgo ,其 中 7T2 二 43 的 TIT. 当 charF 关 2 时 ,A 仍 是 SL(n, FF) 
中 的 平 延 ,由 已 证 过 的 结论 知 (i) 或 ii) 至 少 有 一 个 对 T? 成 立 , 即 
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AB 与 BA 中 至 少 有 一 个 是 "了 中 的 纯 量 阵 . 如 果 4B = 二 al, a GE 
F*, 则 B= 二 ah-!, BA 二 al. 反 过 来 , B4 = al=>4B = al. 可 见 
AB' 二 BA’' = al 对 某 个 a € F* 成 立 .于 是 T? = a?7. 但 (7? 一 
17)? 二 0, 这 迫使 a? = 二 1,T? 二 了 从 而 T= 二 了 7 但 这 在 charF 关 2 时 
是 不 可 能 的 .于 是 只 剩 下 charF = 2 的 情形 .此 时 T=I,T?= 4B 
@ 84 = 71, 仍 导 致 4B8 = BA == al 对 某 个 a€F'* 成 立 , 且 a? = 1 
从 而 a = 二 1,4 = B-1,T,== (8-1@B)r 一 的 B)r(1 的 B)-'! 是 
zt 的 共 斩 . 由 ”(n 一 1)/2 = rankr(r 一 7) 一 rankr(T 一 7) = 3 知 
这 仅 当 x 一 3 时 才 有 可 能 .上 . 

引 理 7.2.2 设 天 是 域 从 而 等 于 RPR,z” = ~ 如 果 g ET, 且 
有 整数 2 二 & 三 nn 使 g 定 驻 V 的 子 空间 W = {(a，…，a，0， 
0) E MatixwxF), 则 g ET, 且 g 定 驻 W. 

证 明 若 g KT, 则 g = (hi)sxs E TNT = Tr, grET 从 而 
8T 二 AB 二 (gjB),xs， 对 某 一 对 A、BEGL(n, F), 4 一 
《ai)axn， 8 定 驻 Wi, 即 g 的 前 行 中 前 个 分 量 以 外 的 分 量 都 是 
0, 特 别 所 有 的 块 41(j 三 2) 的 前 行 都 是 零 .对 每 个 1 三 1 三， 
auB8 的 第 j 列 (2 三 j 三 nn) 就 是 4 的 第 1 列 ,其 前 个 元 素 为 0. 
au8 的 前 行 中 第 一 个 元 素 外 都 是 0, 上 且 《 之 2, 故 auB 是 奇异 方 
阵 . 由 B 可 道 , 知 au = 二 0,auB 二 0. 由 1 三 /过 n 的 任意 性 知 gr 奇 
异 , 产 生 矛 盾 . 这 就 证 明了 g EIT, g 具有 形式 8= 4 四 有 8 
(awB),xn 对 每 个 2 三 j 三 n, 由 a1B = 4; 前 & 行 全 为 零 知 a1B 
奇异 ,从 而 av = 0,4v 一 0 对 所 有 的 j 二 2 成 立 . 即 g 定 驻 Ww,. 上 

引 理 7.2.3 设 n 三 3, nn 三 r, KK 是 体 ,Ff 与 EE 是 KK 的 子 体 ， 
且 F 是 EE 在 K 的 中 心 化 子 . 当 n 二 7 时 还 要 求 尺 = EE, 从 而 下 是 
KK 的 中 心 . 设 g,EGL(nrd, FN\NT,Y 二 (Ni, go) ( 当 n>7) 或 Y 
二 《NN,， go)( 当 n= 二 7), 其 中 : 


N= SL(n, Kr) OITN = SL(n, Kr) CO SL(n, E,). 
对 每 个 a€ Kx, 记 
Ta) 一 Ta) OTE NN, TI(a) 一 8oToCa)5T1 EY. 
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设 存在 we 天 ;: 使 T,(a) ET , 当 P =TFUTCJ) 时 ( 即 交 一 > 且 
天 一 五 有 天 - 反 自 同 构 时 ) 还 要 求 至 少 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立 : 

G) 有 weE 天 :使 To ET 

Gi) 有 两 个 不 同 的 wa E Ki 使 Ti(a) € TT. 
则 存在 & = C48)wxn E€ YN\D,Ay = 0,Y2 之 j 达 xn. 

证 明 按 引 理 的 假设 ,存在 a。€ Ki 使 TT(ao) ET 如 果 
了 二, 当然 Tj(ao) €E TT. 可 以 断言 :在 PP 二 TUT(J) 关 的 
情形 下 ,也 总 可 选择 we E Ki 使 Ti(@) ET. 在 Tl 关 T 的 情形 下 ， 
工 是 了 的 指数 为 2 的 正规 子 群 , 按 引 理 假设 有 两 个 不 同 的 w € 
Kj 二 1,2) 使 T,(@) ET 如果 Ti(a) ET 对 i 二 1 或 2 成 立 ， 
则 已 达到 目的 . 车 不 然 ,TiCa) ET(CtD 对 i = 1.2 成 立 , Ti Cao) = 
TCDTCooOr ET 对 a 二 a 一 a, € Ki 成 立 . 

因此 ,以 下 总 可 假设 已 选取 了 a, E Ki 使 T,(ao) ET. 且 可 取 
zo 一 diag(7o yearlyao)CO7E An， 用 gozoEY\D 代替 go, 从 而 
用 zi'T ro = To) @I=T, aria) E NVa ER 天) 代 
替 To(o) ,也 就 是 用 ai ie 代替 a, 化 为 a。 = 1 的 情形 (注意 ,这 里 的 
1 是 KrCMatsF 的 么 元 7 中 , 即 4 阶 单位 阵 ), 于 是 T) 一 T1(1) = 
goTn(1% gorET. 由 引 理 7. 2.1 可 知 TiE fr 一 SLC 天) 四 
J 或 Ti€ /N= 了 SL(r, Ej) 成立. 

如 果 可 选 a€ Ki 使 Ti(a) € 办, 则 由 引 理 5.4.1 知 所 需 的 
gi 存在 ,特别 , 当 Ti = T,(1) € NW 时 gi 存在 . 

现下 的 情况 是 T, = 了 @ BE .NY,,B € SL(r, Ei) 满足 条 件 
(B 一 了 DD? = 二 0 及 rankr(B 一 了 ) == x/n. 但 我 们 假定 了 二 >， 故 
r/n 是 整数 仅 当 n= 二 7. 故 ”> 的 情形 已 被 解决 . 只 剩 下 n ==+ 的 
情形 . 此 时 按 引 理 假设 还 有 天 = E,F = Z(K), 在 此 情形 下 
rankrB — 71) = d ,rankx,《B 一 7) == 1,B 是 SL(n, 尺 i) 的 平 延 . 
存在 已 E SL(n, Ki) 将 已 共 印 到 PP-BP 一 TO)， 从 而 z 一 
TOPE AN 将 TT 共 轿 到 I@Tw(1). 用 zigoEY\T, 代替 go 可 
设 7 = 了 7 了 @ Th"), 
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(rgo)7o(1)Crgo) -1 = Tr 二 TT®) 他 了 一 To(1). 


rgo € GLCad, F) 与 T6001) = Ti(7) QT 一 To2) 交换 ， 
从 而 与 C=T6(1) 一 了 = EW QQ Too2 交换 . (CEMatsisF 的 左下 角 
的 nd 阶 子 方 阵 是 单位 阵 , 而 其 余部 分 都 是 0). 我 们 不 能 说 rg。E 
Y, 也 不 能 用 rg 代替 go. 但 由 rg 的 形式 仍然 能 够 得 到 关于 了 的 
知识 . 将 Tgo 写成 分 块 形式 rgo = (Bij)nxns 所 有 的 块 B;; € 
MatwF.， 比较 等 式 (rgo) C = C (rgo) 两 端的 块 ,可 知 Bi; = B 一 O 
对 所 有 的 7 二 2 和 i 三 x 一 1 成 立 ,并 且 Bi = B。 于 是 对 所 有 的 
aE€ Kr 有 

T,(a) = (rg)To (a) (rgo) ! 


= (rgo)T (1™ (a) (rgo) 


一 Ti(9 (a)) € Y， 
其 中 90) = Bu(1® @ BT 


Y= (N, (rgo)N(rgo) 1) < rrr, 


N= Nr 一 SLCO Ki) © SL, Kr). 


先 设 存 在 a € Ki 使 p (a) I Ki, 由 引 理 5.2.1 知 了 二 
《Tn(9 (a)) ,NN) E SLC， S) 对 MatwF 的 某 个 子 环 S 忆 1 的 Ki 成 
立 , 且 S 被 SL(n, Kr) 正 规 化 . 由 引 理 5.3.6 知 S = MatwzF. 再 由 
引 理 5. 3. 1 得 Y 宇 SLCoazd, 下 ), 从 而 Y 了 宇 芝 tz 之 SL(nid，, F). 
这 样 的 Y 当然 包含 所 说 的 gj. 

以 下 设 9 (a) = BTQoBi 一 TITQY €E 1® Ki 对 所 有 
的 a € Kx 成立, 其 中 yla) € Ki 由 x 上 唯一 决定 .V%:arr yy (a) 是 体 
Kr 到 Ki 的 单 同 态 , 且 定 驻 PT C Kx 中 所 有 的 元 素 .于 是 由 也 
是 Kr 到 Ki 作为 Ff- 向量 空间 的 单 同 态 .但 Kx 与 Ki 在 下 上 的 维 
数 相等 ,都 等 于 d. 因此 y 也 是 满 射 ,因而 是 体 Ka 到 Ki 的 同 构 . 
对 每 个 9 € KK, 有 唯一 的 5 E KK 使 gC(0r) = 机. 映射 :0r->B 是 K 

} 
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的 下 - 反 自 同 构 .于 是 Jr 正规 化 N,(CJr)ge 正规 化 Y 且 不 含 于 芒 . 
由 rgo = (Bi),xn 的 块 Bi 一 O(V7 二 2) 知 一 Jrgo 一 (GT 0 加 
7)Bi)sxs 氏 卫 的 所 有 的 (1, 让- 块 (j 之 2) 也 都 为 零 ,55 1 也 是 如 
此 . 于 是 由 引 理 5. 2. 1 知 Y 的 子 群 


Yo 一 -fg55 NN po) = (NN ED Ng0) 


含有 8 = Ti(C) 使 C ¢ 1™ 0 Ker, Si El, 恰 如 所 求 . 从 而 完成 
了 引 理 的 证 明 . a 

为 了 定 出 NN = SL(n, Kr) 的 SL(r, Ei) 在 GL(nrd, FF) 中 的 
扩 群 XX 区 TT, 我 们 干 方 百 计 地 在 关中 寻找 一 个 gl 一 (4;),x, 区 
了 使 所 有 的 块 41; = 0,Yj 之 2, 也 就 是 寻找 gE XNP, 定 驻 由 
V 二 MatixwaF 的 前 rd 个 自然 基 向 量 张 成 的 子 空间 . 为 了 以 后 证 
明 的 需要 ,对 每 个 非 负 整数 上 过 ard, 记 W = {(al, *…, aw) € 
Vla; =0, YA) 为 了 一 Matixwd 忆 的 前 & 个 自然 基 向 量 张 成 的 
子 空间 ,并 考虑 Wa 在 X 中 的 稳定 子 群 Xwi, 注意 ， Wo 一 0， 
Xwo = X. 当然 一 开始 并 不 知道 gi1 EE Xwra\L 是 否 存 在 . 但 总 可 
以 选 g € Xwi\T 使 最 大 .如 果 k 二 rd, 我 们 能 推出 矛盾 ,从 而 证 
有 明 只 能 &= rd. 

前 面 的 引 理 讨论 了 Ni = SL (mn, D) (其 中 DD 二 1 的 Ka) 中 的 
平 延 To 在 go。€ GL(nrd,F)\T 下 的 共 轿 7, 得 出 结论 :如 果 工 i 
掉 进 , 则 4 = rd. 为 了 证 明 的 需要 ,我 们 还 需 考 虑 N 中 某 些 别 
的 形式 的 元 素 在 g。& Pi 下 的 共 轿 ,并 证 明 如 果 有 这 种 共 思 挤 进 
Ti , 则 及 值 不 会 太 小 . 

引 理 7.2.4 设 n=r 之 3,K=E= 是 域 ,T= 二 TU Tc 
设 go€GL, FN, N= SLn, F)@SLG, F),Y = (N, 
go), 对 每 个 下 三 角 短 零 窍 阵 S € Mat.F, 记 T,(S)== (1 十 S)®@ 
TE A =SL(n, F)OI, T(S) = goT,(S)gs! EY. M 果 存在 下 
的 子 域 Po, [F : Fo] < co, 以 及 由 下 三 角 老 零 矩阵 组 成 的 Fu- 空 
间 MM, 使 T(S) € TT 对 所 有 的 SE€ M 成 立 , 则 : 除 一 个 例外 情形 
外 ,存在 € Y\T, 定 驻 Matixwz 下 的 前 个 自然 基 向 量 张 成 的 子 
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空间 Wx, 使 玉 宇 z/2， 特别 & 盖 2. 当 char 天 2 或 1Fo| >>4 时 还 
存在 gi E YN 定 驻 W，. 例外 情形 是 : Ff, = F,, 1M| = 2, 且 对 唯 
一 的 0 关 SE MR 有 n= 二 2rankS 十 1. 

证 明 先 设 存在 下 三 角 宪 零 矩 阵 3 关 0 及 1 尖 ) 人 E 机， 使 
T(S),T(25) 都 含 于 工 , 则 由 引 理 5.4.6 知 TGS) =4 四 了 或 
T(S) = 1@4, 其 中 4E SLa,F) 是 么 蹇 矩阵 . 当 TCS) = 4 四 
了 时 ,由 引 理 5.4.5 知 存在 z、 zi € SL(n, F) 的 1 使 g, 一 >gozi 一 
(B;),xa E YN 的 块 Bj, = 0, 再 由 引 理 5. 4. 2 知 存在 g1 = 
(Gi)sxn EYNP 使 Ci=0V7 二 2, 即 8 定 驻 W, = Fe 的 W. 当 
T(S)=1®A= 7rA@ Dr! NH, TS) = (grlr)(4 四 
7)(girlr) !. 由 引 理 5. 4. 5 知 存在 zx、zxi1€ SL(n, F) 的 I 使 
zgo rzl 一 《Bi)sxn 多 卫 的 块 Bi, = 0. 再 由 引 理 5.4.2 知 Y= 
《N, (zgo TZIN (zgs1Ttz1)~1!) 包含 gi 人 了 定 驻 Fe 的 W. 但 
Yi = (N, gyi!'Ngo) 入 7, 于 是 gi € YF @w\. 

再 设 下 是 特征 2 的 有 限 域 ,并 且 存 在 下 三 角 短 零 阵 S 关 0 使 
T(S) ET. 取 最 大 的 整数 :二 0 使 5= S* 关 0. 则 5 二 0 且 
T(S) 一 TC(S)* ET. 用 SS 代替 S ,不妨 设 3: = 0,T(S) 一 7 记 
T(S) = A®@B, A、 BE GL(n, F), 则 由 A? B?=T(S)’ 一 
7(S ) =7 知 年 一 a7, B? 二 a! 对 某 个 a€EF* 成 立 .由 Ff 是 有 限 
域 ( 因 而 是 完全 域 ) 知 存在 5 € 下 * 使 扩 二 a, 由 A 二 al = 6b1 得 
(6714)? 一 和 用 人 4.0B 分 别 代替 4、B, 可 设 4 = B? = 了, 因而 
di\ ds 二 n/2 对 di 二 Tank(A4 一 1), d; = rank(B 一 了 7) 成 立 ,于 是 
存在 P、Pl、P;ESL(n, 太 ) 使 So = P-1SP E€ Mat,F 除 第 (n,n 一 
1) 元 素 为 1 外 ,最 后 两 列 其 他 的 元 素 全 为 0, S1 = Pi(A 一 站 Pr 
的 第 一 行为 零 ， S52 二 P,(B 一 17)P;! 的 前 一 4, 行为 零 . 取 z=P 
C9 1, zi 一 P © P,, B82 二 Zig0z 一 (有 xn 则 


ga((T+ 5S) De = (+S5)® + Ss,), 
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将 最 后 这 个 等 式 两 端的 矩阵 分 块 , 使 每 块 属于 Mat.F ,比较 两 端的 
第 (1, ”一 1) 块 得 Bj, = S$.B1,,_1, 可 知 有 Bi 的 前 一 d; 行 为 零 .于 
是 对 所 有 的 SG 都 有 T,(s) = giTn (ST™) gz! € Yywi, 其 中 k= 
n 一 d; 之 n/2, 特别 之 2. 如 果 有 sEF'* 使 T,(s) KT 则 六 一 
T,(s) 即 为 所 求 . 否则 ,所 有 的 T(s)E€ ID, 且 T(s) 定 驻 Wi,sk 之 2 
由 引 理 7. 2. 3 知 存在 8 E YN 定 驻 Fe 四 砚 = W,. 

以 下 只 须 找 出 前 面 所 述 的 S 关 0 和 4 关 1 使 T(S)、 TGS)€ 
工 . 或 在 char 二 2 且 |F| < co 时 ,使 CS) ET 工 . 

如 果 charF 是 奇 素数 如 , 则 对 任意 0 关 SE M, 由 T(S) 乏 客 
知 T(S)* 二 了 对 菜 个 :二 1 成 立 . 如果 T(S) € Fr, 由 是 奇数 知 
T(S)”E Tr, TGS) 天 了, 出 现 矛 盾 .这 说 明 TGS) ET. 由 0 六 
S EM 的 任意 性 可 知 T(AS) ET 对 4== 一 1 关 1 也 成 立 . 

设 charF = 0, 则 ,是 无 限 域 . 任 取 0 关 S。€ M: 如 果 有 两 个 
不 同 的 hb、 ERFI 使 (NS ETG=0,1), 取 S = 5S,, 一 
A! 关 1, 则 4S。 二 公 ,T(S)、T(45) ET, 恰 如 所 需 .如 果 Si = 
0,; 取 Si 二 256 关 0,; 则 TCS0) ET =>T(S1) =TGSz ET 一 > 
T(2S1) 二 To(51)? ET. 即 T(S,)、T(451) ET 对 Fi 的 元 素 4= 
2 关 1 成 立 . 剩 下 的 情形 是 : 53 关 0, 且 至 多 只 有 一 个 kx E Fe 使 
T(hS) ET, 而 TC(56) € Tr 对 所 有 的 A4€ Fi\{N}) 成 立 .由 
I |= 0, 可 选 入 和 EF? 使 入 关 士 对 i 二 1， 2,7 二 0, 1， 
2 (j 关 个 . 对 i 二 1、2 有 (十 SO) (一 56) = 工 一 88Si， 从 而 
由 T( 士 So) E FrG 二 1, 2) 得 


TOASOT(— %S0) = T(— X52) ET， 


我 们 有 3 和 关 0, 县 由 力 天 士 友 和牛 答 天 时 仍 化 为 已 解决 的 情况 . 

现在 只 剩 下 charF = 2 的 情形 . 

如 果 存 在 0 闭 SE MM 使 S? 关 0, 则 对 所 有 的 4E F: ,由 
T(W5) E TD 得 T05) ET. 特别 取 4=1 得 TCS:)ET. 当 
所 了 关 Fi 时 还 可 取 1 关 EFi, 从 而 汰 关 1, 由 工 (S’)、 
了 (MS?) E 本 导出 gi 存在 . 当 F=F, 时 ,由 [F :二 吕 知 F 
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是 特征 2 的 有 限 域 , 按 前 面 所 证 ,可 由 了 (S:) E 开导 出 gi 存在 . 

设 S =0,VSE M. 任 取 0 关 SE M, 对 每 个 1E ,将 
T(4S) ET 在 商 群 /TT 之 {1, r} 中 的 象 记 作 9 (2), 则 gp 是 下 ,的 
加 群 到 二 阶 群 和 1,r} 中 的 同 态 , 同 态 核 Kerp = {A € FIT(XS) € 
T). 当政 关 Fi 从 而 || 二 4 时 |Kery| 过 2, 即 存在 0 关 4E€ Fn 
使 TQS) € TT. 此 时 不 妨 用 这 个 5 代替 S 使 TCS) ET,lE 
Kerg. 如 果 |F| > 4, 即 || 之 8, 则 |Kery | 之 4, 存在 4E€ 
Kerp\(0, 1}. 由 T(S)、T(45) E 工 知 引 理 所 要 求 的 g 存在. 当 
Fo 一 4 时 |RI<co,TGS) ET 导致 引 理 所 述 的 5 存在 . 在 剩 下 
的 情形 里 F。 = F,, 从 而 |F| < co, 只 要 找到 一 个 下 三 角 短 零 阵 
S 关 0 使 TC(S) E 工 即 可 :如 果 1M| > 2, 存在 两 个 不 同 的 非 零 
Si、5S2€E M. 如 果 TCS;) ET 对 i = 1 或 2 成 立 ,已 如 所 愿 . 否则 ， 
7T(S) ETr 从 而 TCS) 二 TC(SD)T(S,) ET 对 S$S=S1 十 SS, 二 S15 
成 立 . 且 TC(S1) 关 T(S,) ==T(S2)-! 一 > T(S) 关 1 一 > S$ 关 0. 唯 
一 剩 下 的 情形 是 1MI=2,M = {0, $1). 在 此 情形 下 , 记 T(S)= 
(4 四 B)r A BEGL(n, F), 则 TC(S1)? = AB® BA=1 =—> 
AB=BA=al 对 某 个 a€ Ff', 且 AB8@B4=a:I 一 >4a 一 1. 于 是 
A=B-!,T(S)=(B"1@B)r= (I@B)r(I@B)-! ,nranks, = 
rank(z — 71)=n(n—1)/2,n = 2rankS, 十 1， 属于 引 理 所 说 的 唯 
一 的 例外 情况 . | 

引 理 7.2.5 设 K=E,F=2Z(K),n=r 之 3, d= dimsKk， 
”= SLQ(n, Kr) @SL(r, Ki). 设 T, 二 Ah, Bo EN 是 平 延 的 
张 量 积 ( 意 思 是 :4。、B。 分 别 是 SL (n，Kr)、SL (rx，Ki) 的 平 延 )， 
T= goT ogo! 是 Tv 在 某 个 go E GL(nd,F) 二 的 共 斩 , 则 7 一 了 
窒 零 且 在 下 上 的 秩 等 于 2 (x 一 1) d. 如 果 T ET, 则 Te NN 并 
且 也 是 平 延 的 张 量 积 ,从 而 与 7 在 N 中 也 共 斩 . 

证 明 N 可 将 了 = Ao © Bo 共 轿 到 


7 a sa (7 ) (ca) ya (7 ). 
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易 见 了 ,一 I 短 零 (事实 上 (TY, 一 17)? = 0), 上 且 rankr(T。 一 站 = 
2 一 1)4d. 而 T, 与 了 ,在 GL(nd, F) 中 共 罗 , 故 Ti, 一 了 害 零 , 且 
FF- 秩 也 为 2 (n 一 1) d. 

设 TiET, 即 T= (4 Bo = (qjBo),xs, 其 中 4 = 
(@i)axa E GL(n, Kr) ,B= (Bi)xs E GLCOn, Ki),o € GalKk/F. 
首先 要 指出 :7 不 可 能 具有 形式 4@TE 从 或 1@8BE Ni. 若 
不 然 ,例如 设 T = A@T, 则 2 (x 一 1)d = rank:(Tl 一 了 = 
nrankr(A—71) ,rankx (A —1)=ranks(A—71)/nd=2 一 2/n 不 
是 整数 ( 因 n 二 3), 产生 矛盾 . 同 理 ,T, 也 不 可 能 具有 形式 76@9B. 

每 个 z= 二 PP, EN 将 T= 二 (4 8 B)o 共 罗 到 了 T, = 
(4: QQ B:)c, 其 中 4: = P4CPD-1， B, = PA(P,)™’, °P, = 
oP1o-!1 € SLn, Kr), “P, = oPs0 LESLCO Ki). T, 与 了 仍 在 
GL (md, F) 中 共 思 . 如 果 能 证 明 T:E N 是 平 延 的 张 量 积 , 则 工 , 
也 是 . 这 就 使 我 们 可 用 任意 的 P4(CP,)-:、P:4(CP:) :分 别 代替 
A、B, 而 不 影响 证 明 的 正确 性 . 

我 们 断言 ,可 用 适当 的 PACP)™1(P € SL(n， Kr)) 代替 

二 (4;j)wxn， 使 4 不 是 对 角 阵 . 如 果 4 本 身 就 不 是 对 角 阵 , 则 无 
须 代 替 . 设 4 = diag (ai,…, oa,,) 是 对 角 阵 . 如 果 对 角 元 不 全 相 
等 , a 关 a 对 某 个 i 关 1 成 立 . 取 P= 7T(1®), 则 4, = 
P4(P) :的 第 (1, 让 -分 量 为 i 一 ai 并 0,4; 不 是 对 角 阵 ,用 它 代 
蔡 4 即 可 . 设 4 的 所 有 的 对 角 元 a 全 部 相等 , 记 为 a,4 = “7. 如 
果 ao 中 心 化 Ki ,从 而 含 于 Ki 的 中 心 化 子 Ki, 则 T= (o 四 
B)o = (a0)(o 1Bo), 其 中 ao € Ki ,oo !'BoE€E GL(n, Ki), 从 
而 T=1@B1E Ni 对 B= (ao)(o- 1Bo) 成 立 .但 前 面 已 证 明 
这 不 可 能 . 因此 ao 不 能 中 心 化 Ki ,存在 9 € Ka 与 ac 不 交换 . 取 
P= 7T,(s) € SL(n, Kr), 则 A, 二 PACP) 的 第 (1，2)- 分 量 为 
bu 一 aabo ! 二 (0(ao) 一 (ac)0)c ! 关 0, hi 不 是 对 角 阵 ,用 它 来 代 
蔡 A 即 可 . 

以 下 可 设 4 二 (wy)xs 不 是 对 角 阵 . 用 .4 在 适当 的 置换 阵 
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PESL, FTIO)<SLO，Kn) 下 的 共 罗 P4P- = P4(CP) 
代替 4 可 化 为 aa 天 0 的 情形 . 再 取 
P= diag(lan, 1, Qs, To 5) ESLO， 天 R) 
可 将 az 化 为 1. 又 取 
已 一 了 一 oF 一 aisbz 一 … 一 onEs, 
可 将 aj(j 关 2) 都 化 为 零 . 再 取 
已 = 了 一 awEs 一 … 一 QE 

可 将 ms(i 二 3) 都 化 为 零 . 

同样 ,可 用 适当 的 PBCP) '(P € SL(n, Ki)) 代替 B= 
CB Daas 化 为 Bb 一 1 县 所 有 By Bi 四 0Cj 关 2,i1 之 3) 的 情形 . 

现在 sm 
一 了 Bo O 


T_T- aiBo apBo 一 7 aiBo 
O 5 : 
a1Bo 0 “ anBo—I 


如 果 4 中 有 as、aws 以 外 的 非 对 角 元 wj 关 0G 关 jj {i, 让 关 {1， 
2)), 则 由 7, 一 了 的 上 述 表 达 式 可 以 看 出 ranks (Ti 一 71) 二 
rankr(Bo) 十 rankr(ajBc) = 2nd > 2(n— 1)d, 这 与 ranks (Tl 一 
7) = 2(n 一 1)d 相 矛 盾 . 这 人 迫使 mi = 0 对 所 有 的 i 关 j, {i, 刘 关 
{(1，2)} 成 立 . 由 Ti 可 道 , 知 @ 关 0, V3 三 i 三 n, 有 aw 关 0. 

对 每 个 3 三 之 n, 由 B= (Bi),x, 的 非 对 角 元 Bi, 一 1 天 0 知 
auBo 一 了 二 (awpBiyo)wxr 一 了 的 (1，2)- 块 awo 的 FF- 秩 为 4, 从 而 
rankr(asBo 一 1) 之 d. 于 是 


2(n — 1)d = ranks(T, — 1) 


= Bo 
= rankr 
: atBc ayBo 一 了 
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十 Dranks (asBo 一 J)nd 十 (nn 一 2)d 


t=3 


= 2(n — 1)d., 


一 了 Bo 
ranks = nd,， 
anBo azBc 一 了 


且 rankz(auBo 一 1) 一 d, VY3 三 i 之 n. 对 每 个 3 三 1 三 n, 有 


一 了 auG O 
ap up 一 T apsc 
ww Ba _ I Bz 0 Bzs 
O 5 
QuBnio 人 7 QBrano 一 了 


的 秩 为 & ,而 它 的 第 (1，2)- 块 uc 的 秩 已 经 达到 & , 故 其 中 除 左 上 
角 处 在 (， 力 -位 置 (1Si，7j 迄 2) 的 四 块 以 外 ,所 有 的 块 都 是 零 . 特 
别 所 有 的 Bi = 0,G 夭 六 人力 天 (1，2))， 且 absc 一 7 一 0 对 所 
有 的 3 三 i 之 n 成立. 对 给 定 的 ;之 3, 一 op 与 1 二 3 的 选取 
无 关 , 故 所 有 的 a(t 之 3) 取 同 一 个 值 a. 同 理 ,所 有 的 Bi(i 过 3) 取 
同一 个 值 8. 于 是 o = pe- (注意 a € Ki 与 BE Ki 交换 )， 

= (4 四 B)c 一 4o@B8 可 用 4c '、BB ' 分 别 代替 A、B 
化 为 了 二 4 名 B 的 情形 ,o = 1， 并 且 w 王 1 和 A， = 1 对 3 三 
i 达 n 成立. 现在 A、B 都 具有 准 对 角形 式 diag(C，7T，…，7) ,其 
中 C € MatzaF. 由 准 对 角 阵 工 ， 一 了 一 diag(…， B—I,.) 蜘 零 
知 B 一 了 I 短 零 .又 ranks(B 一 1) = 4d, 故 B 是 SL(n, Ki) 中 的 平 
延 . 将 这 一 结论 用 于 


Tr= BOAE Nr SLn, Ki) @ SSL, Kr) 


知 4 是 SL(n, Kar) 的 平 延 ,如 所 欲 证 . 1 
引 理 7.2.6 设 K=E= F 是 域 ,n、 Fp es 
FND. 对 自然 数 冯 二 于 及 SE Matw_ wx 天 ， 记 
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了 (m) OO 
To (S) = I 


S 
T1(S) = goTolS)go!. 


如 果 存 在 Matw_mxmF 的 一 个 加 法 子 群 M, 使 T,(S) ET 对 所 有 
的 SE M 成 立 , 则 下 列 结 论 之 一 成 立 : 

(i) 所 有 的 Ti(S)(S € MM) 同 时 舍 于 N11 = SL(n, F) @I. 

Gi) 所 有 的 T1(S)(S € M) 同 时 含 于 -Jr = I1@ SL(r, FF). 

(iii) charF 一 2,|MI=2,7T09) 一 4Q@BEN( 对 0 天 SEE 
M), 其 中 A 关 1,B 关 I. 且 当 下 是 完全 域 ,或 当 T,(S) 的 第 一 行 等 
于 (1, 0, …,，0) 时 ,可 选 4: = 7T，B: 二 1, 此 时 设 矩 阵 A 一 I、B 一 
了 的 秩 分 别 为 、zs, 则 

rrankS = rank (TC(S) — 1) = tr tan — 21t,. 


sr E N= SSL, FH], 


(iv) charF = 2,|M| =2,T1(S) E Tr (对 0 关 S E€ M), 这 
仅 当 nn = 二 r+ = 2rankS 十 1 时 才 可 能 发 生 , 且 此 时 T1(S) = (1 
B)rt(1 C9 B)-! 成立, 对 某 个 B € GL(n, F). 

证 明 首先 , 当 charF 头 2 时 ,对 加 法 子 群 M 必 有 |MI| > 2， 
故 上 述 M = 2 的 情形 (i) 和 (iv) 只 可 能 对 charF = 2 发 生 .事实 
上 ,对 charF 关 2 的 情形 ,只 要 有 一 个 S$。 关 0 使 T;(S,) ET, 则 对 
So 生成 的 加 法 子 群 M 中 的 所 有 和 矩阵 S = kS。(& 是 任意 整数 ) 都 有 
T1(S) 二 Ti(So)* € Ti 所 以 当 charF 头 2 时 ,只 需要 求 有 一 个 
So 关 0 使 T,(5S。6) ED， 则 引 理 条 件 中 的 M 存在 且 |M| > 2. 

由 TS) 的 相应 性 质 易 推 知 T,(S) 的 下 列 性 质 : (T1(S) 一 
77 = 0, rank(T(S) 一 7 站) = rrankS, 目 对 S、S: EM 有 


TOD TIO) = Tt 
我 们 还 需 指出 ,如 果 有 0 闫 Si 、.S,EM 使 T,(S) = A@IE 
,TCS,) 一 7OB € -Ia， 则 TSI + S,) 二 4 的 引 既 不 含 于 


-人 也 不 含 于 Yi. 因此 ,要 证 明 引 理 的 结论 (i) 或 ii) 成立 ,只 须 证 
明 每 个 T,(S)(SE M) 含 于 人 或 /71,. 
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先 设 所 有 的 Ti(S) ET=GL(, F) GLG, F). 

如 果 存 在 1 关 AE F* ,使 得 对 每 个 S€EM 有 XASEM, 则 可 根 
据 引 理 5.4.6, 由 TICS)、T1(45) 推 出 Ti(S) € i 或 Ti(S) 和 
-Ya 进而 所 有 的 Ti(S) 同 时 含 于 -A 或 同时 含 于 - 思 ,结论 (Gi) 或 
(ii 成 立 . 特别 当 charF 寺 2 时 , 取 4= 2 即 满足 要 求 . 故 charF 关 
2 时 , 引 理 结论 (i) 或 i) 总 是 成 立 , 当 charF = 2 时 ,如 果 M 是 下 
的 某 个 子 域 所 了 关上 的 向 量 空间 , 则 取 1 关 4€ 五 * 即 可 . 

剩 下 的 情况 是 : char 二 2, 且 M 不 是 任何 子 域 巨 尖 已 ,上 的 
向 量 空间 . 当然 M 可 以 认为 是 Ff, 上 的 向 量 空间 . 

对 任 一 0 关 S E€ MM, 记 Ti(S) = 4 @B. 如 果 4 是 对 角 阵 
diag ai, *… , a.), 则 TCS) = diag Ca1B, ,anB). 不 妨 用 aiB 代 
圭 B, 用 a 'A 代替 4, 化 为 a, = 1 的 情形 . 由 T,(S)? = diag(B?， 
…，a2B?) 一 了 知 所 有 的 ww ==1,T,(S) =T 办 8B ,其 中 有 一 7 如 
果 B 是 对 角 阵 , 则 由 B*@ A?==t!1(A? 的 Br 二 了 同样 可 得 7 E 
SL(n, F) ®I. 

设 有 SEM 使 T,(S,) = 4 @B 中 的 4 与 B 都 不 是 对 角 阵 . 
由 T1(5)?==4@B:=7 知 A?=aT 和 B? =a-1] 对 某 个 aE€EF* 
成 立 .如 果 |M{ = 2, 则 S 是 M 中 唯一 的 非 零 矩 阵 . 当 TGS) 的 第 
一 行为 (1，0,，…，0) 时 显然 可 以 取 a=1,4: =T,B: 一 7. 当下 是 
完全 域 时 ,存在 XEF'* 使 闵 =a. 用 4-14、4B 分别 代替 A、B, 仍 可 
使 42 = 1,B? = I. 记 t = ranks， ti = rank(4 — 1), 1, = 
rank(B 一 了 ), 则 有 PE€ GL(n, F), P; € GL(r, FF) 分 别 将 A、 
B 共 罗 f 到 
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于 是 tr = rank(《T,(S) 一 1) = rank(h, © Bom 1) = trin— 
24itz. 引 理 结论 (iii) 成 立 . 

在 charF 天 2 但 MI 2 的 情形 ,我们 证 明 : 如 果 所 有 的 
TiCS)(S € M) 含 于 下, 则 引 理 的 结论 6) 或 (让 ) 仍 成 立 . 若 不 然 , 则 
有 SiEM 使 T,(S;) = 4; B, 中 的 A1、Bi 都 不 是 对 角 阵 . 由 于 
IM| 2， 还 有 0 关 5, EM 使 S: 天 9 从 而 Ss = Si 十 S; 关 0. 
对 t= 二 1,，2, 3 分别 记 


T(S,) = A ® B,, A, = (alt)i)sxn. 


则 
TCS,) es TCS,)T1(S,) 一 了 十 T1(S1) 十 T(S,), 
T(S) 十 T.(S,) 十 T,(S;,) -3 I. 

比较 等 式 两 端 对 应 的 块 , 得 


3 3 
DasB = 0Vi#)), Dalt)iB, = 1 (Vi). 
t=1 


如 果 Bi、B, 在 上 线性 相关 , B, = 4B, 对 某 个 XE F* 成 立 ， 
不 妨 写 T1(S,) = 4, B 代替 4A209B,, 化 为 B, 二 B, 的 情形 . 先 
设 4, 不 是 对 角 阵 , 则 有 i 关 j 使 


a(3), 天 0， B, = a(3)7! (al) 十 a(2))B, € FB,, 


可 设 B: = Bi. 再 由 (aC1)w 十 a(2)1 十 a(3)1)Bi 十 了 = 二 0 可知 
Bi € F*7, 这 与 原 假设 B, 不 是 对 角 阵 相 矛 盾 . 再 设 4, 是 对 角 阵 ， 
从 而 可 设 4: = 1，B3 = 了 7. 此 时 ,对 所 有 的 i 关 了 有 a(1);B = 
a(2);jB1, 从 而 a(1); = a(2);;, A 与 4; 的 非 对 角 部 分 相等 . 而 对 
每 个 1 i 和 <n ,Bs==(a(1);+a(2);)Bi+1,T= B= (a(1);+ 
4(2)i)?B? 十 了 ,这 又 迫使 a(1); = a(2);. 于 是 4 = 4 ，T,(S;) 
三 TT.(5z),T(5,) = 了, 这 与 原 假定 9$: 天 0 相 矛 盾 . 如 果 Bi 与 B， 
(或 B; 与 B,) 线 性 相关 ,同样 也 产生 了 矛盾 . 

现在 设 BG = 1, 2，3) 在 Ff 上 两 两 线性 无 关 . 如 果 对 于 i 尖 
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j，a(t)jlt 二 1, 2，3) 这 三 个 元 素 中 有 一 个 为 0, 而 另外 两 个 不 全 
为 0, 从 而 全 不 为 0, 则 等 式 >)，a(i)5B, = 0 说 明 Bl、B,、B; 中 
有 两 个 在 F 上 线性 相关 ,产生 牙 盾 . 故 对 给 定 的 i 关 j, A!、A:、A; 
的 第 Gi, 门 -元 同时 为 0 或 者 同时 不 为 0. 由 4, 为 非 对 角 阵 知 A;、 
4: 都 不 是 对 角 阵 .对 让 1(4, @ Br = B, 的 4, 作 同样 的 讨论 , 知 
B,、B;、B, 在 同一 个 非 对 角 位 置 的 元 素 同时 为 0 或 同时 不 为 0， 
B1、B,、B; 都 不 是 对 角 阵 . 任意 取 定 关 / 使 4alt)w 去 0,Vt ==1,2， 
3. 不 妨 记 al2)a14, 的 alt)wB, 代 替 4, 的 B,, 使 a()w = 1(=1， 
2,，3), 于 是 B, = B 十 B,, 并 且 对 任意 的 i 关 j， 由 a(3);Bi 十 
a(3); Bs = a(3);B; ==a(1);jBi 十 a(2)jBi 及 B;、B; 在 Ff 上 线性 
无 关 知 a(3); 二 a(1); 二 a(2);. 即 4、4:、4; 这 三 个 矩阵 的 非 对 
角 部 分 完全 相同 . 对 B69A, 作 同 样 的 讨论 可 知 B1,、B、B, 的 非 对 
角 部 分 也 完全 相同 . 但 由 B; a B, 十 B; 及 Bi、 B: 的 非 对 角 部 分 相 
同 推出 B; 的 非 对 角 元 应 当 全 为 0, B; 应 是 对 角 阵 (由 B1、B,、B， 
的 非 对 角 部 分 相同 还 推出 B,、B,、B, 都 是 对 角 阵 ) ,产生 矛盾 . 

这 证 明了 : 当 |M| > 2 时 且 所 有 的 T1(S) E TC(YS € M) 时 ， 
每 个 T,(S》ET(S € M) 只 能 含 于 介 二 SL(n, F) 的 1 或 1, = 
TOSL(r, F). 从 而 所 有 的 TS) (S € M) 同时 含 于 -人 或 同时 
含 于 7 , 引 理 结论 (i) 或 i) 成 立 . 

以 下 设 存在 Si1 € M 使 T,(S,) ED. 此 时 n= 二 +, T= 
PUTr, TS = (A®@B)rETr.TS) =T(25,) = AB® 
BA ET. 当 charF 关 2 时 , T1(2S1)? 二 T,(2(2S,)) 也 含 于 下 ,这 
导致 4B@@BA 仿 于 SL(n, FF) 的 I 或 1 的 SL(n, FF), 从 而 4B = 
BA = 了 7. 但 由 于 2S, 关 0,T1(2S,) 关 71, 产生 牙 盾 . 故 T)(S) € Tor 
仅 当 charF 二 2 时 才 有 可 能 .此 时 T,(S,)* 一 7 即 (4@B)r(A® 
Brt=AB@BA=1,AB、.BAEF'*IT, 从 而 A4B=BA=al(aE 
Ff'). 且 4B@BA=ail1=1, 故 a=1,4 = Bi' 于 是 T,(S)) 一 
(1Q@B)r(IT@B)-! 与 r 共 思 ,n。 rankS| 二 rank(T,(S,) 一 1)= 
rank(r 一 了 ) 二 n(n 一 1)/2, n 二 2rankS, 十 1. 如 果 |M| = 2， 
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则 引 理 结论 (iv) 已 成 立 . 
以 下 设 charF ==2 且 1MI > 2, 我 们 证 明 不 可 能 有 S, EM 使 
TI(S ETr. 若 不 然 , 按 上 面 所 证 ,有 Bo € SL(n, F) 使 


TS = (I BO)r(T WO Bo)-. 


不 妨 用 《16 Bo -go 代替 go, 从 而 用 (TB) TS) TB,) 代 
替 T1,(S),YSE M, 化 为 T,(S,) = 的 情形 .在 M 中 另 取 非 零 的 
Sz 关 Si, 则 Si 十 Ss; 关 0. 如 果 T1(S,) E Fr 则 TGS 十 5,) = 
TI(SDT1(S:) E 工 故 总 可 选 0 关 S,€ M 使 Ti(S,) ET. 记 
T1(5,) 二 4@ B, 则 由 To。(S,) 与 T7645,) 可 交换 知 T1CS1) = 二 + 与 
T1(52) 二 4B 可 交换 . 即 A4@B= 1(4@B)r==B@A4. 从 
而 B 二 ch 对 某 个 c € F* 成 立 . 上 且 由 (T6(S,) 一 站 (TGS 一 
=0 知 (7T1(S2) 一 DT CS —D=0,B (4®A4)—1) x 
(rt 一 了 J) = 0. 我 们 有 T,(S,)? 一 cz(42Q42) = 了 7, 故 42 一 c-17. 
取 刁 的 一 个 扩 域 Ki 使 存在 ME Kr 满足 履 =c. 记 41=24E€ 
SL(n, K,), 则 T1(S) 一 4 四 4,4 = 工 记 后 =rank(C4 一 了 1). 
则 存在 P。€ GL (n, K,) 将 4 共 斩 到 


7 OO 
A=PAPiI!'=10 I 0|. 
TY O 了 


用 Po。 Po 对 等 式 (4 四 4 一 D(z 一 1) = 0 两 端 作 共 锯 得 
(4,@A Der D=0,Wp (ABA Dr= ADA LI. 
于 是 对 任意 的 vE Matixse 有 u(4Q@4, 一 Dr=uC4Q4 一 7 站. 
将 " 写成 矩阵 [v]JE Mat,F 的 形式 , 则 


(Ao Lv JA 一 [o]) = 4 [4 — Lol. 


即 4。[vj4。 一 [v] 是 对 称 方 阵 . 但 显然 可 选 a 阶 方 阵 [vj 使 
4 [zj4。 一 [vj 不 对 称 . 例如 , 当 之 2 时 取 [o] = 已 ,， 则 
Ao [v14 一 [v] = E+1. 不 是 对 称 方 阵 . 当 t = 1 时 取 [v] = 
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Es; 则 A [vj4o 一 [v= 不 是 对 称 阵 . 这 就 证 明了 当 |M|>>2 
时 ,所 有 的 T,(S)ET. 引 理 结论 (1) 或 (i) 成 立 . 从 而 引 理 得 证 .1 


§ 7.3 SL(n, 天 R)COSL (Cr， 五 7) 的 扩 和 群 


本 节 证 明定 理 7.1. 1a 和 7.1.1b, 即 定 出 
N = SL(n, Kr) ® SL(r, Ei) 


在 GL(nrd, FF) 中 的 扩 群 . 按 定理 假设 ,我 们 只 解决 以 下 情形 : 

(1) (定理 7.1.1a)n>r2, 是 任意 体 ,FE 是 民 的 子 
体 , dimrK 一 d 二 o,F 是 E 在 KK 中 的 中 心 化 子 ( 注 意 ,在 这 里 并 
不 需要 要 求 E 反 过 来 是 F 的 中 心 化 子 ), 且 Ff 与 E 在 KK 中 生成 的 
子 体 等 于 KK. 

(2) (定理 7.1.1b)KK==E,F 是 KK 的 中 心 ,n,r 之 2, 且 排 除 
n 二 7 二 2 的 情形 . 当 n 二 r 时 ,可 用 

TINr = SL(r, Ki) © SL(n, Kr) 

代替 化 为 > 的 情形 . 因此 不 妨 设 4 三 r. 又 因 n 汪 >r 的 情形 
已 在 (a) 中 人 处理, 故 这 里 只 处 理 n = 7 宇 2 的 情形 , 且 当 为 非 交 
换 体 时 , 设 n=r 二 3. 

设 XX 是 NN 在 GL(nrd, 天 ) 中 的 任 一 扩 群 ,如 果 N <IX 三 TT,， 
则 定理 已 成 立 . 故 设 和 区 PP. 只 要 能 从 X 中 找到 

8 1 一 Aj),xn & 工 ; 使 4)， = 0 对 所 有 的 2 三 7 三 nn 成 立 ， 
则 由 下 面 的 引 理 可 立即 得 出 定理 的 结论 . 

引 理 7.3.1 设 K.E、F 如 上 所 述 ,n 二 3， 

N= SL(n, Kr) ® SL(r, E) < XGLrd,rF). 

如 果 存 在 g1 = (A;)xn EX\D, 使 A 一 0 对 所 有 的 2 三 j 三 nn 成 
立 , 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(i) XDSLrd, F); 
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(r= 2,E= FkK = F,XDSLm, Ki), 其 中 K, = 
{a1 十 bwlas 56 E€ FF} 是 MatsF 的 子 环 , 式 中 心 一 | 有 

证 明 由 引 理 5.2.1 知 了 二 SL(n, S),S 是 R= MatwF 的 
子 环 并 且 真 包含 1” C9 Ka. 上 且 由 羡 在 -Nii 二 1 的 SL(r, Ki) 的 共 
示 下 不 变 , 知 S 被 SL (rx，Ki) 正 规 化 . 由 引 理 5.3.6 知 S = 
MatwsF, 或 当 r 二 2 且 玉 = F, 时 S = 天 .在 前 一 种 情形 下 X > 
SL(nrd, 下) ,结论 (i) 成 立 . 在 后 一 种 情形 下 对 过 SL(n, K,). 如 
果 XP>SLCO， KK,), 则 结论 (ii) 成 立 . 否则 ,X 不 含 于 SLC 天,) 在 
GL(n, R) 中 的 正规 化 子 Ps. 如果 已 "不 含 三 阶 元 06 夭 1 使 5 = 1， 
从 而 饼 十 2 十 1 一 0, 则 Ki 是 FI 的 扩 体 , 且 dimsK, = 2, 由 第 6 
章 定 理 6. 1. 1, 即 得 卫 二 SL (2n, F). 现 设 存在 1 关 9E€F* 使 
9 二 1, Ki 中 含有 非 零 奇异 方 阵 了 十 bw ,不 是 体 . 如 果 可 选 这 样 
的 9 含 于 下 的 中 心 ,也 就 是 说 ,F 的 中 心 含 有 一 个 子 域 F,[0] 衬 
FF , 则 对 任意 i 关 7 {Ti(al 十 abw) 1a € F} 二 SL (n,K,) 组 成 
SL(2n, F) 的 一 个 根子 群 ,X 的 类 型 可 由 第 3 章 定理 3. 2. 1 得 出 . 
事实 上 ,此 时 环 Ki 在 GL(2, F) 下 共 思 e 到 KK, = {diag (a,b) a， 
6 6E F)},KK, 在 MatixsF 上 的 作用 可 约 , SL(n, K;) = SL(V1/F) 
X SLCV2/F) 对 V 的 一 个 直 和 分 解 V = 二 Vi 外 Vs, 成立 ,其 中 dimV， 
二 dimV, = n. X 的 子 群 SL(n, K1) (I"m6SL(2, 下 )) 可 将 V1、V， 
互 换 . SL(n; K,) 的 正规 化 子 TT = Stab{V1,V,}, 当 六 让 M 时 , 义 
中 有 SL(2n, F) 中 不 定 驻 Vi 或 V, 的 根子 群 . 由 第 3 章 中 定理 
3.7.2a 即 可 知 关 之 SL(2n, F). 

在 X 之 SL(n, K,) 的 其 余 情 况 下 ,我 们 需要 在 六 式 TT, 中 找 
出 g2 二 (Bi),xn 多 攻 使 Bij 二 0, Yj 之 2. 只 要 这 样 的 g; 存在 ,就 
可 以 利用 引 理 5.2.1 得 匀 宇 SL(n, S) 对 某 个 S 当天 , 成立, 仍 有 
XX 已 SL(2n, F), 结论 (i) 成 立 .为 证 明 这 个 8 的 存在 性 ,我 们 先 
从 关中 任 取 go = (Bi),xs 多 Ts. 用 适当 的 goz € X\T,(z, € 
SL(n, KK,)) 代替 go, 可 使 B1,(j 盖 2) 的 第 一 行 全 为 零 , 再 用 适当 
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的 diag(1, zs) (zz2E€ SL (一 1, 开 )) 右 乘 go, 可 使 BC 二 3) 的 第 
二 行 也 全 为 零 . 特 别 B,. = 0O. 于 是 Ti(a) = goTn(a)go' 一 
(Ci)axr EX 中 Cy = 0 对 所 有 的 j 二 2 成 立 , 且 Cu 二 7. 如 果 能 
选 a 使 Ti(a) KTi, 则 gs = 二 Ti(a) 符合 要 求 . 否则 ,所 有 的 
Ti(a) € SL(n, K,), 可 用 适当 的 zx E SL(n, K,) 将 T,(7) 共 罗 f 到 
7 (7) 或 TT, 1,2 (BY)T,B,) (Bs Bp € 天 1 县 在 F 上 的 秩 都 为 1 ). 
在 前 一 种 情形 ,由 Ta(1) = (zg,)Twm(1) (zgo)-! 知 gs 一 zg 符合 
要 求 .后 一 种 情况 的 讨论 复杂 一 些 , 在 此 从 略 . 1 

以 下 只 须 在 XND 中 找 出 所 需 的 gi. 我 们 分 4 二 + 和 n= 二 7 两 
种 情形 来 证 明 gi 的 存在 性 . 总 可 选 8 € Xwi\T'i 使 非 负 整数 二 
rd 最 大 ,其 中 Xwe 是 


W' = {(ai, “dwd) EE MatixwaF |a; 3 0,YJ 二 R) 


在 和 中 的 稳定 子 群 ,特别 WW。 = 0,Xw。 = X. 现在 的 目的 是 证 明 
二 rd. 设 &<<rd, 我 们 设法 找 出 g E Xwa\ 了 使 m 二 &, 得 出 与 
& 的 最 大 性 相 了 矛盾. 

引 理 7. 3. 2 设 n 之 7 之 2,K 尺 .EE、F 如 定理 7. 1. la 所 述 ， 
N=SL(n, Kr OI <N,N LYLGLard, 下) 日 了 去 下 . 
则 存在 81 = (Ai)nxn € YD 使 A 一 0 对 2 所 了 nn 成 立 . 

证 明 取 So 一 CAij) xn € Ywi\T, 使 到 最 大 . 需要 证 明 的 是 
& 一 7rd. 设 &<<rd. 设法 推出 矛盾 . 

先 设 4& = 0. 设 go 的 第 一 行为 u € MatixwsF, 对 应 一 个 矩阵 
[uj] € Mat,x, KK. 由 n>r 知 [uj 的 各 列 B; € Mat,xK(1 和 jj 之 n) 
在 及 上 线性 相关 ,存在 不 全 为 0 的 WE 天 使 2 ,8 = 0. 存在 
PEGLG， 天) 使 它 的 最 后 一 列 的 元 素 依 次 为 履 , …，). 于 是 [z] 
P 的 最 后 一 列 等 于 零 . 取 


z=I@PrE€E N= SLn, Kr) WT, 


其 中 Px 由 在 P 中 将 所 有 的 元 素 pi; €E 大 换 成 相应 的 (pi)r €E Kk 
而 得 到 . 则 [xz] = [ujP. xz 就 是 gozE YN 的 第 一 行 , 它 的 最 后 
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rd 个 分 量 ( 对 应 于 Luzj] 的 最 后 一 列 ) 全 都 为 零 . 也 就 是 说 , gox 一 
(Bij),xn 的 块 Bu 的 第 一 行为 零 . 于 是 


= (8oz)(T CT D) OD goz) 1 €E Yw. 


二 0 的 最 大 性 迫使 T, € 局 . 但 由 引 理 7. 2. 3 知 这 导致 = rd. 
产生 矛盾 . 这 说 明 & = 0 不 可 能 成 立 . 

以 下 设 1 过 & 世 rr 一 1, go 的 前 有 行 舍 于 Wi, 前 & 个 分 量 以 外 
的 分 量 都 等 于 零 . 记 go 的 第 十 1 行为 w, 和 矩阵 [xz] € Mat,x, 开 的 
右 下 角 的 (> 一 1) X (xn 一 1) 子 和 矩阵 为 C, 则 由 nn 一 1>>r 一 1 知 
存在 Po。€E SL(n 一 1,KK), 使 CP 的 最 后 一 列 等 于 零 . 取 P = 
diag(1, Po) E SL(n, KK), 则 [ujP 的 最 后 一 列 中 除 第 一 行 的 元 素 
以 外 的 元 素 全 为 零 . 设 [uJP 的 最 后 一 列 的 第 一 行 的 元 素 为 a. 如 
果 a 二 0, 则 [ujJP 的 最 后 一 列 为 零 .如 果 a 冯 0, 用 Pdiag(I6_，， 
aa 1!) € SL(n, 天) 代替 已 可 使 <=1. 取 z= Pr 的 IE NV, 则 
zz 就 是 gozEYwi\T[i 的 第 & 十 1 行 , 它 的 最 后 >d 个 分 量 组 成 的 行 
向 量 为 (a, 0, …，0) ,其 中 aeE {0,1)CR. 这 也 就 是 goz = (Bi),x， 
的 块 Bi, 的 第 k 十 1 行 . Bu 的 前 不 行 全 为 零 , 第 & 十 1 行 除 第 一 个 
分 量 以 外 全 为 0, 于 是 T Ss (goz) Th (I® © 1) Cgoz) -1 所 Ywk+il- 
的 最 大 性 迫使 T, € TT. 由 引 理 7. 2. 3 知 这 导致 = rd. 仍 有 了 矛 
盾 . 

这 说 明 只 可 能 k= rd,gi = go。€ Yws\[ 乃 为 所 求 . 

定理 7. 1. la 的 证 明 

当 六 三 了, 时 定理 的 结论 (i) 成 立 . 否则 ,由 引 理 7. 3.2 和 7. 3. 
1 知 定理 7. 1. la 的 结论 ii) 或 Ciii) 成 立 . 8 

以 下 讨论 n= 二 r+ 且 = 的 情形 : 即 证 明定 再 7. 1. 1b. 当 
KK=E= 下 是 域 且 x 二 r=2 时 


N= SL(2, F) SLC2, F) = Q(4, F, Q),»(Q) = 2, 


N 的 扩 群 已 在 第 4 章 中 定 出 . 故 设 ” = -二 3. 
仍 取 go 一 (hi),xs E Xwi\ 了 使 8 最 大 . 只 要 能 证 明 k = nd， 
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由 引 理 7. 3. 1 立即 得 到 所 需 结论 . 

如 果 已 经 知道 二 4 十 1, 很 容易 证 明 三 nd. 

引 理 7.3.3 设 n=r 之 3,K==E,N=SL(n, Kx)@SL(n， 
Ki) <XZGLnd, F), HXZT,g E KXw\T HE 最 大 . 如 果 
kk 之 4 十 1, 则 k= nd. 

证 明 设 是 go 的 第 (4 十 1) 行 ,C 是 [wj] 的 右 下 角 的 ( 一 
2) X (一 1) 子 和 矩阵 .由 mn 一 1 之 nn 一 2 知 存在 PESL (nn 一 1， 
KK), 使 CP。 的 最 后 一 列 为 零 . 取 P= diag(1, Po) € SL(n, 天 )， 
则 [uJP 的 最 后 一 列 的 元 素 依次 为 mw，a，0，…，0. 如 果 a 关 0， 
则 还 可 用 Pdiag(16_s, a2,， a31) € SL(n, KK) 代替 忆 ,化 为 a; = 1 
的 情形 .于 是 总 可 设 a = 0 或 1. 取 z= PrITE€ <N, 则 wuz 
的 最 后 nd 个 分 量 组 成 的 行 向 量 为 (&1,a,0,…,0)€ MatixwaF ,其 
中 EMatixsaF, a 二 0 或 1, 而 wz 的 最 后 nd 一 d 一 1 个 分 量 全 是 
0. uz 就 是 gozEXwaND 的 第 & 十 1 行 .由 zz 的 最 后 nd 一 4 一 1 个 
分 量 全 为 0 及 nd 一 d 一 1 之 nd 一 有 知 


T1(s) = (goz) Tn (7 ) © I)(goz) 1! € Kwitl 


对 所 有 的 sEF 成 立 .& 的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 Ti(s) € LT 当 
政 关 Fi 时 ,由 引 理 7.2.3 知 这 导致 上 = nd. 当 尺 = F, 时 ,由 
TI(1) € Xwiti 及 k 十 1 二 d 十 1 十 1 = 3 可 用 引 理 7.2.2 得 到 
T,(1) ET, 仍 可 由 引 理 7. 2. 3 得 到 k= nd. 上 

以 下 只 需 处理 《 三 4 的 情形 :我 们 的 方法 是 :选取 恰当 的 
T。E 和 N 使 它 将 go EXwkNI， 的 前 & 丰 1 行 定 驻 不 动 ,于 是 goT。 的 
前 & 十 1 行 与 go 相同 ， 了 = goTogo! Ce XX 的 前 & 二 行 与 
gogo' 一 了 相同 ,Ti EXwe 当 TI 人 T 时 ,已 经 得 到 了 与 的 最 
大 性 相 矛 盾 . 问题 在 于 T, € DT 的 情形 . 当 了 。 一 4 了 7 且 4。 是 平 
延 时 ,由 引 理 7. 2. 3 可 导出 《= nd. 但 当 丰 很 小 时 不 容易 找到 这 
样 的 7。 = 二 A,@ 了 IT 定 驻 ge 的 前 & 十 1 行 .我 们 取 T 为 平 延 的 张 量 
积 A Bo 来 达到 目 的 . 但 这 就 需要 讨论 T= go(Ao (C9) Bo)go! 所 
PT 是 否 导 致 上 一 xd. 或 者 , 先 得 出 结论 k 二 d 十 1, 再 由 引 理 7. 3. 3 
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得 到 & 一 nd. 下 面 的 引 理 就 提供 了 这 样 的 结论 . 

引 理 7.3.4 设 n=r 之 3,N 二 XGL(n?d,F) 且 XTD， 
& 是 使 得 集合 Xwi\T 非 空 的 最 大 的 整数 . 任意 取 定 1 三, j, io， 
及 三 n, 使 i 关 ji,is 天 js, 并 取 定 6 € K'. 对 每 个 a€ 天 , 记 


Tla) = Ti i (ar) Ti (— (a)1) E 和 N. 


如 果 有 goEXND 使 Ti(a) = goTo(la)gs!1 ET 对 所 有 的 cE 天 成 
立 , 当 nn =r 二 4 且 K = F, 时 ,还 要 求 T1(1)ET. 则 

GD) 除 n = 二 7 = 3 且 K = ,的 情形 外 ,之 (一 1)4d 一 1; 

(ii) 除 n = 二 r= 3 且 人 是 域 的 情形 外 ,== nd. 

引 理 7. 3. 4 的 证 明 较 长 ,我 们 先 用 它 来 完成 定理 7. 1. lb 的 证 
明 , 最 后 再 补 上 这 个 引 理 的 证 明 . 

定理 7. 1. 1b 的 证 明 

n 之 7r 的 情形 已 在 定理 7.1. 1a 中 解决 了 ,只 须 考虑 nn 一 一 3 
的 情形 . 记 住 ,此 时 E = K, F = 2Z(K). 

取 g。€ Xwi\[ 使 天 最 大 , 当 & 过 & 十 1 时 ,由 引 理 7.3.3 和 
7. 3.1 立即 得 出 所 需 结 论 . 以 下 设 上 三 d , 设法 推出 矛盾 . 

我 们 约定 将 go 的 第 i 行 记 为 w, 而 [uj 是 wi 所 对 应 的 玉 上 > 
阶 方 阵 . 

情况 1 & 王 0. 但 不 包括 KK = F, 且 n==r == 3 的 情形 . 

如 果 [uij 不 可 道 , 它 的 各 列 在 天上 线性 相关 ,存在 PE 
SL(n, KK) 使 [xi]P 的 最 后 一 列 等 于 零 . [wj]P = [uz] 对 z= 
PregQ@TESLO，Kn)GOT 成 立 .zz 就 是 goz € XNP, 的 第 一 行 , 它 
的 最 后 nd 个 分 量 全 为 0. 故 

g(Ca) = (goz) (Tua) BIgoz)! GE Kw, 
对 所 有 的 a€ Ki 成 立 .& = 0 的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 g(a) ET， 
当天 天 ;时 ,Ki 中 至 少 含有 两 个 不 同 的 元 素 ,根据 引 理 7. 2. 3， 
可 由 g(a) E Ti(Va € Ki) 导出 &=zd. 当 KK = F, 时 ,由 引 理 
7.2.1(ii) 知 , 除 所 排除 情形 mn = r= 3 外, g(1) ET 导 政 
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g(1) ET 工 , 仍 可 用 引 理 7. 2. 3 得 出 所 需 的 结论 & = x. 

现在 设 go 的 第 一 行 所 对 应 的 矩阵 [uj] E Mat 天 可 逆 . 存在 
P,E SL(n, 民 ) 使 [uj]P。 = diag (6,，1,，…，1), 对 某 个 GE 天 ， 
不 妨 一 开始 就 用 goCCPun@ 四 PERXNr 代替 go, 从 而 用 [xu]P。 代 
替 [wj, 化 为 [41] = diag (6，1, …，1) 的 情形 . 对 任意 a€ 天 ", 取 
Tola) = TT, ilar) @ Ta a) € N, 则 [To(Ca)] = 
Ta Oo oT 0) 一 [Lo 故 zToCa) 一 zx PT goTo Ca) 
的 第 一 行 与 go 相同 , Ti(a) = goTola)gs1 € X 的 第 一 行 与 
gogi! 二 了 相同 ,等 于 (1,，0,…, 0); 从 而 所 有 的 Ti(a) E Xw. 
二 0 的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 T,(a) € Ti. 除 例外 情形 天 = 已: 且 
T,(1) E Tr 外 ,可 由 引 理 7.3.4 得 出 结论 & 宇 nn 一 1d 一 1 之 1， 
与 二 0 的 最 大 性 相 矛 盾 . 设 KK = Fs. 由 引 理 7.2.5 知 T(1) € 
Fr 的 情形 仅 当 nn == = 4 时 可 能 出 现 .此 时 [ui] = 了 在 任意 相似 
变换 [o]r> P[o]P- 下 不 变 (P € SL(4, fF)). 从 而 刀 在 P® 
P EN 的 作用 下 不 变 . 特别 地 可 取 P=T,(1)(j 二 2, 3), 则 go 
的 第 一 行 刀 在 z= 二 Tj(1) @Tn(1) € N 的 作用 下 不 变 , T) = 
gozigi' € Xwi. 上 二 0 的 最 大 性 迫使 T;€E TI. 注意 z;(j = 二 2, 3) 是 
平 延 的 张 量 积 . 如 果 有 j= 2 或 3 使 7;EF, 则 可 由 引 理 7. 3.4 得 
出 结论 & 盖 2， 从 而 有 = 二 否则 , Ts、\Ts € Tr,T = T,T, = 
goz2g0! ET, 其 中 23 一 szZ3 一 〈7 十 E,, 十 五 :4) (C9) (T+ Es 二 
Es) EN 仍 是 平 延 的 张 量 积 . 仍 可 用 引 理 7. 3. 4 得 到 二. 

情况 2 1 三 三 d. 但 不 包括 尺 二 Fs 且 nn 二 r= 3 的 情形 . 

由 go 定 驻 Wi 知 go 的 前 8 行 w (1 三 i 三 k 达 qd) 中 除 前 面 
个 分 量 以 外 ,其 余 的 分 量 都 是 0, 从 而 [uj] (1 三 i 三 %) 除 第 (1 ,1)- 
元 以 外 的 元 素 都 是 0. 记 [xsi1] 的 右 下 角 的 一 1 阶 子 方 阵 为 C. 
如 果 CC 不可逆, 则 存在 PuESLC 一 1, KK) ,使 CP。 的 最 后 一 列 为 
零 . 取 P= diag(1， P)E SLn, K), 则 [wsriJP 的 最 后 一 列 第 2 
至 第 行 的 元 素 都 是 零 . 设 [ust1jP 的 最 后 一 列 第 一 行 的 元 素 为 
a € 尺 . 如 果 a 关 0, 则 可 以 用 Pdiag(T6_»,aya-1) € SLC ， 天) 
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代替 书 , 化 为 < 一 工 的 情形 .这 祥 , [ur1JP 的 最 后 一 列 除 第 一 行 的 
元 素 为 0 或 1 外 其 余 元 素 都 是 0. 而 [uJP = [ww] 对 1 三 i 达成 
工 . 取 ==PeOTEN, 则 [oz]= [vJP, YEY. 特别 由 

[uriz] = [urjP 知 uctriz 的 最 后 nd 一 1 个 元 素 全 为 零 . uiz 就 
是 goz 一 (Bi)rxn €E Kwe\D 的 第 i 行 ,特别 , w+iz 的 最 后 nd 个 分 
量 组 成 B1, 的 第 十 1 行 ,其 中 除 第 一 个 元 素 为 0 或 1 外 其 余 的 分 
量 都 是 0. 于 是 可 知 


8(s) € (goz) (TlsT) CD (go2) ! E Xi 


对 所 有 的 s € F" 成 立 .的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 g(s) ET. 当 
玉 关 Fi 从 而 Ff 关 Fi 时 ,F* 中 至 少 有 两 个 不 同 的 元 素 , 由 引 理 
7.2.3 得 k= 二 nd. 当 尺 二 Fi 时 ,因为 8(1) € Xwiri 及 k 十 1 之 2， 
可 用 引 理 7.2.2 由 g(1) ET 导出 g(1) ETT, 仍 可 用 引 理 7.2.3 
得 出 所 需 的 结论 =n. 

以 下 设 go 的 第 十 1 行 所 对 应 的 矩阵 [urr1j 的 右 下 和 角 的 一 
1 阶 子 方 阵 C 可 首 .存在 PuE SL(n 一 1, 天 ) 使 CP,=diag(T。，， 
9) 对 某 个 6E KK*. 设 


fei] 二 人 | 9 


BC 
其 中 wa E Matixo-vK, BE Mato_vxiK, 
1 = 1 0||1 0 
nl Jel db 2-le 1 ol, 


即 有 [Vj 上 的 相抵 变换 [z] r> Ps[vjPi(P， PP, € SL(n, K)) 将 
[w+ 可 变 为 对 角 阵 diag( x , I,_s,6), 且 定 驻 所 有 的 [u] = 
diag( x ，0, …，0),(1 三 i 之 有 ). 这 个 相抵 变换 对 应 于 元 素 z。 = 
《CPD (PDLEN 使 [vzoj=Pi[vjPi,Yv EV. 不 妨 用 gozoE 
入 AT 代替 go， 从 而 用 [xwzxo] 代 蔡 所 有 的 [z], 化 为 [ur = 
diag(* ,Tw.6) 的 情形 ,而 w(1 过 i 三) 不 变 .对 每 个 aE K*， 
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取 

To(a) = Tiar) OT (60)1) EN, 
则 Zo(Q) 在 [VJ 上 引起 相抵 变换 

[Lv] H>[o7 Ca)] = T,, a 1(—= 6a) [vj7.,, A-1(0). 


这 个 相抵 变换 显然 定 驻 所 有 的 [uj] = diag(* ，0，…，0)(] 三 
i 之 上 有), 并且 还 定 驻 [w+1] 一 diag(…, 1, 6). 于 是 To(a) 定 驻 go 
的 前 十 1 行 , Ti(a) = goTola)gs!1 € 针 定 驻 Win. 的 最 大 性 
迫使 所 有 的 Ti(eeEm. 当 天 天 已 时 ,由 引 理 7.3.4 得 & (一 
1)dg 一 1. 除 n=r = 3, 并 且 KK 是 域 的 情形 外 , (n 一 1)d 一 1 过 
d 十 1, 从 而 可 由 引 理 7. 3.2 得 k==nd. 当 KK= 二 FF, 和 且 n= 二 r+ 之 4 时 ， 
由 于 T1(1) € 了 定 驻 Wi 而 十 1 之 2, 由 引 理 7.2.2 得 7T1(1) 
ET, 仍 可 用 引 理 7. 3.4 得 出 结论 & 之 2, 从 而 有 一 7 

还 剩 下 天 = 是 域 ,并 且 n = = 3 的 情形 .此 时 k= 1. 记 
go = (Ai)axss80' = (Aij)axs, 所 有 的 块 4 Ai€E MatsF. 对 每 个 
下 三 角 寡 零 矩阵 S = (sp)axs € MatsF (其 中 5 二 0,Vi 三 门 , 记 


T.(S)= (++S)OIEN,, 


T(S) = goTolS)go! et (B;)sxs € 和 


注意 , Bs = Zhu 是 一 些 方 阵 以 5; 为 系数 的 线性 组 
合 . 由 于 go 定 驻 Wi, 41(2 三 i 过 3) 的 第 一 行为 零 ,从 而 Bi 的 第 
一 行为 零 . 我 们 希望 选取 非 零 的 5S, 使 Bi 的 第 二 行 的 最 后 两 个 分 
量 为 0. 记 41;4; 的 第 二 行 的 最 后 两 个 分 量 组 成 的 行 向 量 为 B;, 则 
使 i 5 一 0 的 三 元 数组 (sz1，ss1，ss2) 的 集合 是 一 个 齐 次 
线性 方程 组 的 解 集 , 它 是 下 上 的 向 量 空间 . 这 个 方程 组 由 两 个 方 
程 组 成 ,而 未 知 数 的 个 数 是 3 > 2, 故 解 空 间 M 关 0. M 中 的 每 一 
”组 解 s;; 对 应 于 一 个 5S, 使 T(S) = (B;)s3xs E Xw; 的 块 Bi 的 第 2 
行 的 最 后 两 个 元 素 为 0. 于 是 
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& 一 1 的 最 大 性 迫使 g(S) ET. 且 由 g (5S) 定 驻 W; 知 g(S) ET. 
若 可 选 S € M 使 TC(S) KT, 则 由 引 理 7.2.3 得 = 3. 设 
T(S) ET 对 所 有 S EM 成立. 则 当政 关 Ff, 时 可 由 引 理 7.2.4 得 
& 过 3/2, 从 而 二 2, 与 &= 1 的 最 大 性 相 了 矛盾， 

情况 3 ”遗留 情形 : K = F,, n= 二 r= 3. 

这 是 一 个 特殊 的 孤立 的 情形 ,需要 较为 繁琐 而 特别 的 处 理 , 在 
此 从 略 . 请 参看 文献 [46]. 上 

在 定理 7.1. lb 的 证 明 过 程 中 , 引 理 7. 3. 4 起 着 重要 的 作用 ， 
现在 我 们 回 过 头 来 补 出 它 的 证 明 . 

引 理 7. 3. 4 的 证 明 

存在 与 a 无 关 的 置换 阵 Pi、P, € SL(nx, FI") 将 Tj (ax)、 
Te (a)1) 分 别 共 轿 到 7 (CaR)、 7。 (一 (6a)1). 取 > -= P Oo 
PE 和 N. 用 Sozo E€ XND 代替 go， 从 而 用 zo ToCa)zo 代替 Tla), 
可 以 化 为 =t=n 有 Bj=j:= 1 的 情形 , 即 设 ToCa) 一 
Ta:(Canp) OTn( 一 (60)1). 再 取 P, = diag((61)7',67,1,_») E€ 
SL(n, Ki),z! 一 了 多 Ps:， 用 Sozl EE XAND 代替 go， 从 而 用 
zi :Tola)zi 代 幸 To (l(a), 可 以 进一步 化 为 Tola) = Ti (ar) © 
Tm( 一 qr) ( 即 5 = 1) 的 情形 . 

注意 , T,(a)T\(8) = Ti(a 十 B) 对 任意 a.BEK 成 立 . 因此， 
映射 KK 一 T/T,ar> 了 T,(a) (modT) 是 KK 的 加 法 群 到 商 群 /个 中 
的 同 态 . 而 /TI 过 2, 故 当天 天 Ps 时 ,总 存在 xcE 使 
Ti(a) EL. 当 K= FE, 时 ,如 果 人 = T1(1) € 了 END 一 工 r， 则 

二 (4 的 B)r 对 某 一 对 4、BE SL(n, 2) 成 立 , 由 T6(1)?==T 知 

T=Ti= AB®@®BA,AB= BA=1,B= 4-,T,= (A®Dr(A 
@ 门 -与 共 思 , 故 nn 一 1)/2 = rank(r 一 J) 一 rank(7) 一 
”了 DD = 2(n 一 1), 这 仅 当 n= 4 时 才 有 可 能 .而 K=F, 且 n=r= 
: 4 恰 是 被 排除 的 例外 情形 . 除去 这 个 例外 情形 之 后 ,存在 至 少 一 个 
QEF* 使 Ti(a) ET. 由 引 理 7.2.5 知 Ti(a) = 40@Bi, A.B 
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分 别 是 SL(n， Kr)、SL(n, Ki) 中 的 平 延 . 存在 zEN 将 Ti(a) = 
A1 的 Bi 共 思 到 zTiCa)z7 一 TD) GOT 一 7T2) 一 To(1). 还 
存在 z 和 六 将 Te) = Twn(ar) 的 Tn( 一 ai) 共 卉 到 xz5!'To(a)zo 
一 To) OT 10) = TD). 于 是 名 Tl(1) B87! = To(1). 
不 妨 用 zgozo €E X\T, 代替 go 化 为 8Bo7o(1) BT 1 一 T,(1) 的 情形 . 
记 go 二 (A,),x。， 比较 等 式 


go(Toll) — 7) = (To(1) ~ Dego 


两 端的 块 可 知 g 的 块 41;C2 三 ;三 n) 的 右上 和 角 的 (x 一 1)d 阶 子 
方 阵 都 为 零 . 换 句 话说 ,4v(7 二 2) 的 前 (一 1)d 行 中 前 4 列 以 外 
的 元 素 全 都 是 0. 

记 A 的 前 (x 一 D)d 行 组 成 的 子 和 矩阵 为 (8 O(c-52), 其 中 有 
是 41. 的 左上 角 的 (x 一 Da x d 矩阵. ~ 

当 K 是 域 时 , 4 = 1, KK = F. 这 时 候 B8 是 上 的 一 1 维 列 
向 量 . 如 果 8 = 0, 则 A 的 前 4 一 1 行 都 为 零 . 设 B 天 0, 则 存在 
PE SLC 一 1, F) 使 PB = (0，…， 0, 1)'. 取 P = diag(P， 
1) €E SL(n, 本 ), 则 = 二 (1 P)go。E€ XNTD 的 第 (1, nn) 块 为 
PA,, 它 的 前 % 一 2 行 全 为 零 . 总 之 ,可 以 找到 go 二 (Bi),xn E 
XAND 使 它 的 块 Bi 的 前 4 一 2 行 全 为 零 , 于 是 g(s) = BT (s) 
D Bo! € Kw, VE 

如 果 可 选 yE FP!* 使 g(s) & Ti, 则 由 g(s) € Xw ,已 得 出 
过 nn 一 2 二 (n 一 1)d 一 1, 恰 如 引 理 结论 (i) 所 要 求 .月 当 n 之 4 
时 kk 过 nn 一 2 之 2 二 4d 十 1, 由 引 理 7.3.3 知 存在 g € Xw,\L,， 
* 二 二 nd, 恰 如 引 理 结论 (ii) 所 要 求 的 . 

设 所 有 的 g(s》E 了 Ti， 则 当头 下 ,时 可 由 引 理 7.2. 3 得 出 
k=n. 当下 二 FF, 时 , 除 n 一 7 一 3 的 情形 外 ,可 知 g(1) ET, 仍 
可 由 引 理 7.2.3 得 出 所 需 的 结论 . 

以 下 设 d 之 2, 即 天 是 非 交 换 体 . 此 时 我 们 希望 证 明 (x 一 
Da x 2 和 矩阵 B8 除 第 一 列 外 其 余 元 素 都 是 0, 也 就 是 说 :g。 的 块 
4 的 前 (x 一 1) 4 行 除去 第 一 列 以 外 的 所 有 的 元 素 都 是 零 . 假如 
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这 个 结论 已 经 成 立 , 记 8 的 第 一 列 为 BE Mat_waxiF. 注意 ,Ki 
中 的 和 矩阵 (F 上 的 4 阶 方 阵 ) 的 第 一 列 取 遍 Matsx1F， 从 而 
Mat。。_ywxiKi 中 的 矩阵 (FF 上 的 (x 一 1)d Xx d 矩阵) 的 第 一 列 取 遍 
Mat,_waxiF. SL 一 1,Ki) 的 左 乘 作 用 在 Mat.,_1,xiKi 的 非 零 
元 的 集合 上 可 迁 ,从 而 在 Mat。,_vwaxiF 的 非 零 元 的 集合 上 可 迁 . 因 
此 , 当 BE Matw_ baxi 下 不 为 零 时 ,存在 PE SLC 一 1， Ki) 使 
P B= (0, …,0, 1)' 除 最 后 一 个 元 素 为 1 外 前 面 所 有 元 素 都 是 
0. 取 P= diag(B, 1I®) € SL(n, Ki),z=1@P, 则 声 = 
zgo 二 《B;,)sxn EXND 的 块 Bj, 二 PA 的 前 (n 一 1)4 一 1 行 都 
是 零 . 当 B= 0 时 ,go 的 块 41, 的 前 (x 一 1) d 行 都 是 零 , 当 然 前 (> 
一 1)4 一 1 行 也 都 是 零 . 总 之 ,存在 Bg。 二 (Br)sxsEXNT 使 Bi 的 
前 (n 一 1)4 一 1 行 全 是 零 , 从 而 g() = (Ts1) Q@ TD Bo! E 
Xw ,对 所 有 的 s EF" 成立. KK 是非 交 换 体 , 从 而 是 无 限 集合 ， 
由 dimz 天 二 4 天 co 知己 是 无 限 集合 , 玉 " 也 是 无 限 集合 . 如果 存在 
s€EF' 使 g(3) FD, 则 kk 二 (xn 一 1)d 一 1=d 十 ((n 一 2)d 一 
1) 过 4d 十 1, 由 引 理 7.3.3 得 &= nd. 如 果 所 有 的 g(s) ED, 由 
引 理 7. 2. 3 仍 得 = nd. 

以 下 只 须 再 设法 证 明 4,. 的 前 (x 一 1)d 行 除 第 一 列 以 外 的 元 
素 全 是 0, 即 证 明 8 除 第 一 列 以 外 的 元 素 全 是 0. 记 


(一 Dd 
RE 
关 7 类 x 
其 中 68.B, € Mato,_ywaxsF， 7 = Mataxo-vbak,， 比较 等 式 
soCToCl) 一 7) = To) 一 Dg 两 端的 (1,1)- 块 ,可 知 户 一 P= 
0,P = B. 对 每 个 a€ KR ,存在 s EF* 使 T,(sa) = goTo(sa)go' € 
T， 由 引 理 7. 2. 5 知 7 (sa) 具 有 形式 A WB < (iB) nx», 4 一 
《qi)axr 与 B 分 别 是 SL(Cn, Kr)、SL(n, KL) 的 平 延 . TiCsa) 一 T= 
golTolsa) 一 Dgo 的 前 nd 行 组 成 的 子 矩 阵 为 
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.0 . 0 
c=- go 


xX Ys 关 
人 (aunB yr Ls aiB,， | QinB)， 


其 中 B, = (Bar 一 Bar)s, 7, = sYaxr. 

C 的 前 (n 一 1)d 行 组 成 的 子 和 矩阵 等 于 (B。, 0, …, 0)go'， 
它 的 F- 秩 等 于 ranks(B.) 三 d. 故 ranksC 达 2d. 特别 所 有 的 
ojB(2 之 j 三 n) 的 FF- 秩 三 2d，, 从 而 这 些 a1;B 都 不 是 满 秩 矩 阵 ， 
故 不 可 逆 . 但 B 可 逆 , 故 aj = 0 对 所 有 的 二 2 成立 . 又 因 4 是 平 
延 , 于 是 只 可 能 mi = 1. 这 样 ， 

rankrC = rankr(B— {1,0O,.,O)= rank(B— I)=4d. 


由 C 的 表达 式 知 d = ranksC 之 ranks(B,) 十 ranks(7,). 由 是 
B 一 TE€ Mat,Ki 左上 和 角 的 (rn 一 1)d Xx d 子 矩阵 知 BE 
Matw-bxi 天 7， 从 而 rankr(B.) <4d 是 z 的 整 倍数 ,只 能 等 于 0 或 
d. 

如 果 存 在 a € KK" 使 Bp。 关 0, 从 而 rankr(p.) = qd, 再 由 4 = 
ranksC 二 ranks(p.) + ranks(7.) 知 7Y = sYaz 二 0, 从 而 7=0. 也 
就 是 说 ,go 的 块 41, 的 最 后 (x 一 1)d 列 全 都 是 零 . 考虑 GL Cn’d， 
F) 上 的 变换 gp :g r> g', 它 将 每 个 矩阵 g 映 到 自身 在 上 的 转 置 
矩阵 g'. 易 见 p 是 GL (nd,F) 的 反 自 同 构 , 它 将 N = SLC， 
Kr) SL(n，Ki) 映 到 入 二 SL(n, KRk) GO SLC ， 玉 )， 其 中 
Kr 一 9 (Kx), Ki 一 9 (Ki), 它们 仍 都 是 MatsF 的 子 体 , 且 在 
MatsF 中 互 为 中 心 化 子 . 而 9 (m) 正 是 相对 于 六 的 Ti. 8 
(Bi)wxn € p(X)\9 (D1) 的 块 By = 4 和. 特别 是 B= A', 的 
(n 一 1)4 行 全 为 零 . 取 适 当 的 置换 阵 = 、z:z E yp (N) 可 使 g， 
zigozs E p(X pT) 的 (1 ,nn)- 块 的 前 (x 一 1)d 行 全 为 零 ,从 而 
所 有 的 g(s) = gz(Tn(s1) @ Dgr' € p(X)(s € F*) 定 驻 
WG-va. 如 果 有 ss 使 g(s) KK p(T), 对 pC(N) 用 引 理 7.3.3 可 知 存 


站 m1 
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在 gi E€ p(X)ww\9(T1), 再 由 引 理 7.3.1 知 9(X) 之 SL(n’d, 下 )， 
从 而 关 二 SL(Crd，, FF). 否则 ,所 有 的 gCs) € pCT1), 用 引 理 7. 2.3 
及 7.3.1 可 得 到 同样 的 结论 

在 剩 下 的 情形 里 ,p8. = s(Bar 一 Bar) = 0, 从 而 Bar = Bai 对 
所 有 的 a E K* 成 立 . 对 每 个 1 三 i 三 (x 一 1)4d, 记 BB 的 第 i 行为 


wi, 每 个 w; € MatixaF 等 于 某 个 0, € Kx 的 第 一 行 9;, 而 pu 一 
Bar 的 第 1 行 等 于 WiQR 一 WiQL 一 Ga — ob 一 0， 从 而 0;:a= ab,. 由 


a € K* 的 任意 性 知 0. 含 于 的 中 心 , 即 w; = 0,= (a;, 0,…, 0) 
除 第 一 个 分 量 外 其 余 的 分 量 全 都 为 0. 于 是 8 的 第 一 列 以 外 的 元 
素 全 都 为 0. 按 前 面 已 进行 过 的 讨论 ,这 导致 < 三 (2 一 1D)d 一 1. 这 
就 完成 了 引 理 7. 3.4 的 证 明 . 1 
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本 章 剩 下 的 论述 是 证 明定 理 7.1.2 和 7.1.3, 即 定 出 两 个 西 
群 V\、Ne 的 张 量 积 N = N, @ NN, 在 线性 群 GLCnr，F) 中 的 扩 
群 ,其 中 NN, 三 UG, F, HH ) 和 N， <Ucr, 民 , 悍 ,) 是 同一 个 域 F 
上 关于 同一 个 对 合 J:ar> a 的 两 个 本 群 (或 其 换 位 子 群 ) 这 包括 
了 如 下 几 种 情形 : 

(a) Ni = Spln, F, Hi), N, = Sptr FF, H,), 且 不 妨 假 定 
7 之 7。 

(b) charF #2, Ni = Sp(m, F, Hi), N;, = O00(, F, H,). 

(c) charF #2, Ni = Qn, F, Hi), N;, = Nlr, F, H,). 

(d) Ni = SU(n, F, Hi), N, = SU(r, F, H,). 

我 们 总 不 妨 假定 五 , 具有 第 1 章 8$ 1.4 中 所 述 的 标准 形 : 


OO. I O 
HH: 2 ol™ OO O 9 
0O 0 A 
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其 中 = vy(H),p = 十 1,A 二 diag(6,,41,...6,) € Mat, ,下 是 定 
号 对 角 阵 . 按 定义 ,Un, 下, Hi) 是 矩阵 群 (4 € Mat,F14HA’' = 
五 ,} , 但 它 也 可 看 成 行 向 量 空间 U 一 MatxF 上 关于 内 积 f(z， 
y》) = 一 ZE 的 西 变换 群 ,而 v 也 就 是 这 个 内 积 f1 的 Witt 指数 .在 
定理 7.1.2 和 7.1.3 中 ,总 假定 v 相 对 于 7 不 太 小 . 

类 似 地 ,矩阵 群 U(r, FF, 及 ,) 也 可 以 看 成 行 向 量 空间 W = 
Matix, 玉 关于 内 积 f(x, y) 二 zxHsy 的 西 变换 群 . 设 吾 ,' 二 eH,,e 
一 士 1. 及; 的 Witt 指数 "已 :) 也 就 是 了 :的 Witt 指数 ,与 Ni 不 
同 的 是 ,在 此 允许 vCH,) 取 任何 非 负 整数 值 而 不 加 任何 限制 . 对 
古 ; 的 形式 也 并 没有 像 对 ,那样 严格 的 要 求 . 仅 在 H: 是 交错 方 
阵 ( 即 Na = Sp(r, FF， 妨 )) 或 vB) = 0 时 ,我 们 要 求 瑟 ,必须 是 
标准 形 . 注意 , v(H,) = 0 时 的 标准 形 是 对 角 阵 . 而 在 其 他 情形 下 ， 
我 们 一 般 都 设 五 是 对 角 阵 ,而 不 管 是 否 v(H;) = 0, 但 有 时 也 为 
了 便于 表示 N, 中 的 乏 知 元 素 而 设 已 , 是 标准 形 . 

由 于 是 域 ,= 二 T= GL(n, F)@GL(r, F)，F = 下 ( 当 
n 关 让 或 二 TUTr( 当 nn 二 7), 这 里 r; MatwsF > MatwF， 
gr> g' 表示 扼 阵 的 转 置 . 将 [V] = Mat,xsF 与 [VJ = Mat,x, 下 都 
写成 行 向 量 空间 V = Matixwv 正 后 rzE GL(nr, F), 且 具 有 和 矩阵 
r 二 《A8*X"),.x， 其 中 每 个 块 4;; = Ej € Mat,x,F 除了 (7， 让 -元 为 
1 外 ,其 余 元 素 都 是 0. 我 们 有 rT-1CN1 NN2)r 二 N,N. 若 能 定 
出 NGN 在 GL(nr, F) 中 的 所 有 的 扩 群 承 , 则 NN; 的 扩 群 
就 是 所 有 的 rXr !, 也 就 都 知道 了 . 

-对 六 =NQ@N: 在 GLCnr, 下) 中 的 任意 扩 群 承 ; 记 和 N, 的 T= 
XN (SL, F)OD, ION,=XN UDOSLG, FY). NX 
N= N, ® N, 的 扩 群 . N; (i 一 1, 2) 是 N 的 扩 群 , 当 v(H;,) 二 1 
时 ,由 第 4 章 主要 定理 4.1.1 知 N, 正规 化 ;或 者 是 特殊 线性 群 . 
当 v(H,) = 0 时 ,如 果 NN; 不 正规 化 NN;, 并 且 含 有 足够 多 的 乏 短 元 
素 , 则 在 后 面 的 引 理 7. 4. 3 中 也 证 明了 和 N; 是 特殊 线性 群 . 这 样 , 问 
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题 就 变 为 求 N,CONs 在 GL (nr ,FF) 中 的 扩 群 X 浆 T,, 其 中 NN;(i=1， 
2) 可 以 是 酉 群 或 其 换 位 子 群 ,也 可 以 是 特殊 线性 群 . 如果 Ni、N， 
都 是 特殊 线性 群 ,X 已 在 $7.3 中 定 出 . 而 如 果 N, 或 N, 之 一 是 
特殊 线性 群 , 则 NiQ@N: 的 扩 群 也 比 NiQ@Ns 的 扩 群 更 容易 定 出 . 

对 入 < 二 之 GL(nr, 下 ), 当 六 之 T 了 时 定理 已 成 立 , 以 下 只 须 
考虑 立交 荆 的 情形 . 为 定 出 这 样 的 扩 群 和 ,我 们 千方百计 在 和 中 
找到 第 5 章 引 理 5. 5. 1 所 说 的 元 素 g 二 (4;),xn 多 DD, 满足 条 件 : 

当 Ni = Sp(n, ,有 HI) 或 SU(n, ,HI) 时 , h1; 一 0 对 所 有 
的 7 二 2 成 立 ; 

当 Ni 二 Qn, ,有 Hi )( 且 v 之 2) 时 ,或 者 41 = 4 一 0 对 所 
有 的 7 之 3 成 立 , 或 者 A; = Ai.,1 三 0 对 所 有 的 j 二 2 和 ;天 > 十 1 
成 立 . 

只 要 找到 这 样 的 gj, 利用 引 理 5. 5. 1,7. 3. 1 以 及 引 理 5. 7. 3 
等 就 能 得 到 所 需 的 结果 . 下 面 的 引 理 7. 4.2 和 7.4.4 分 别 对 v 之 3 
和 v 二 2 的 情况 总 结 了 由 g 的 存在 性 到 定理 7. 1.2 和 7.1.3 的 结 
论 的 推理 过 程 . 这 样 , 剩 下 的 工作 就 在 于 怎样 找 出 所 需 的 g. 在 证 
明 引 理 7.4.2 和 7.4. 4 之 前 ,需要 先 处 理 一 个 更 容易 的 特殊 情形 ， 
即 匀 二 SL(n, F) 的 N; 的 情形 . 

引 理 7.4.1 设 n 之 3,SL(n, FE)QOTIo 二 久之 GL(nr, FF)， 
XX 被 1” N; 正规 化 , 且 不 含 于 了. 如 果 存 在 g1 = (4;)),x， 和 
X\D 包含 至 少 一 个 块 4;; = 0, 则 下 列 结论 之 一 成 立 ， 

GD XDSL(nr, F). 

(ii) NN; 可 约 或 非 本 原 ( 仅 对 很 小 的 + 或 下 可 能 ),X 可 约 或 非 
本 原 . 

Gii) N, = Sp(2, 2) = SL(2, 2),X DSL(n, 4). 

(iv)r= 二 2 或 4, NN, 三 Ol(r, FF 及,)) (vy(H,) = 0) 在 Mat,F 中 
生成 FI" 的 一 个 + 次 扩 体 D,X 之 SL(n, DD). 

C) Na = 0(4, F, H,) = SL(2, F) ® SL(2, F)O(H,) = 
2) ,XSL(2n, F) ® SL(2, F). 
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证 明 由 引 理 5.4.2 得 久之 SL(n, S),S 是 Mat,F 的 子 环 ， 
且 真 包含 FI". 且 由 XX 被 1 的 NN; 正规 化 , 知 S 被 Ns 正规 化 .于 是 
由 引 理 5. 3. 4 知 , 除 若干 例外 情形 外 , S = Mat.F, 从 而 由 引 理 
5.3.1 知 对 之 SL(nr, 玉 ). 在 引 理 5. 3. 4 所 说 的 例外 情形 下 ,本 引 
理 的 结论 (ii 一 (v) 之 一 成 立 , § 

引 理 7.4.2 设 N= NN,<XGLar, F),v> 3, 
三 区 上. 如 果 存 在 B81 二 (CA) xn € X\b, 满足 条 件 ; 

” 当 NN 二 Spln, F, HH) 或 SU(n, FF, HH) 时 , A == 0 对 所 有 

的 7 过 2 成 立 ; | 

当 和 Ni 二 Qn, 下, HH1) (charF 关 2) 时 ,或 者 A 二 4, 二 0 对 
所 有 的 j 之 3 成 立 ,或 者 Al; = Ai, ,+i 二 0 对 所 有 的 j 二 2 和 i 关 v 
十 1 成立 . 则 义 属 于 定理 7.1.2 或 7.1.3 所 说 的 类 再 之 一 . 

证 明 记 和 N@1=X 门 (SL(n, FF)@D). 如 果 Ni 不 含 于 N， 
的 正规 化 子 GU (n, FH,), 则 由 定理 4.1.1 知 NN = SL(n, F). 
X >>SL(n, F) @ Ni, 于 是 X 属 于 引 理 7.4.1 所 说 的 类 型 之 一 ， 
当然 也 是 定理 7.1. 2 或 7.1. 3 所 说 的 类 型 之 一 . 

以 下 设 和 Ni 三 GU(n, F, H,). 由 引 理 5.5.1 知 和 包含 某 个 
T= Ta(B)T,i, v2(~ 0), 其 中 B.C& FI ,; 且 BCEFI" 
或 8 = C. 我 们 利用 引 理 5. 7. 3 来 确定 X 的 子 群 了 = N, 了 7,). 
引 理 5. 7. 3 所 说 的 子 群 


Zo = (SLO, F) OI, Tu (PBP-')IP € NN,) 


不 含 于 GLQG,F) OGL(r, ff), 且 被 1? 的 N; 正规 化 . 当 v 二 3 
时 , 除 若干 例外 情形 外 ,可 由 引 理 7. 4. 1 得 出 结论 Z。 = SL(w， 
FF). 例外 情形 仅 在 7 或 很 小 的 时 候 出 现 ,此 时 Z。 的 类 型 如 引 理 
7.4.1 (i) ~~ (v) 所 描述 ,而 属于 定理 7. 1. 2 所 说 类 型 (iv) 或 定 
理 7.1. 3 所 说 类 型 (iv) ~ (vii). 在 Zu = SLC, FF) 的 情形 下 ,由 
引 理 5.7. 3 可 知 瑟 二 U' (er ,及 1 的 日 :)，, 或 当 N,、N, 都 是 辛 
群 时 XX 二 QCnr, FF, Q). 这 样 的 和 已 在 定理 4.1.1 中 定 出 , 它 正 
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规 化 U' (ar F, Hi 的 日,) 或 Qnr, F,Q,; 荆 或 SLnr, 天) 

下 面 讨论 引 理 7. 4. 2 所 漏 掉 的 >= 2 的 情形 . 在 定理 7.1. 2 和 
7.1. 3 的 条 件 中 所 包括 的 v=2 的 情形 只 有 Ni = Sp(4, F, 万)， 
且 N: 二 Splr, ,及 ;))(r = 二 2, 4) 或 Olr, F, 昌 ,))(r 二 2, 3). 我 
们 也 就 只 对 这 样 的 情形 进行 讨论 . 为 了 定 出 N = Sp(4, FF， 
五 ) WN, 的 扩 群 ,我 们 先 建立 一 个 与 引 理 7. 4. 1 类 似 的 引 理 , 讨 
论 SL(2, F) @ Ni 的 扩 群 . 

在 此 我 们 仍然 记 R= Matk. 且 将 MatwF 看 作 Mat4R, 其 中 
的 矩阵 写成 分 块 形式 (4;)4xs, 使 所 有 的 块 4 € R. 

引 理 7.4.3 设 NN; = Sp(r; ,HH2)(r 二 2 或 4), 或 N, 一 
Olr, 下 ,， HH)《r 二 2 或 3,charF 关 2), 但 是 排除 N; = Or，F， 
五 ,) 可 约 或 非 本 原 的 情形 . 是 GE, F) QI” 的 扩 群 , 旦 被 
72 CN; 正规 化 . | 

(1) 如 果 X 包含 一 个 diag (4。, 1) € GL(2r, F), 其 中 
4oE GL(r, F)\FI". 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

0) XD SLC2r, F). 1 

(ii) N: = Sp(2, 2) = SL(2»2),X > SL(2, 4). 

Gii)r 二 2, 和 N; 达 OC(2, 下, 理 ;)(y(H,) = 0) 在 MatsF 中 生成 
FI 的 一 个 2 次 扩 域 D, X 过 SL(2, DD). 

(2) 设 外 包含 一 个 Ta(40) ,其 中 4AoE€E R= Mat,F\FI?m, 记 


则 下 列 结论 之 一 成 立 : 

(i) XX 已 SL(2r, F), 特别 XX 包含 所 有 的 diag (A, 1) 和 
diag (1, A), VA € SL(r, F). 

(i) N, = Or, F, H,), XC Sp(2r, F, Ho HH,) ,特别 ,xX 
包含 所 有 的 diag (A, H,(4')-1Hi'), YA € SL(r, F). 

Qi) Na = Sp(4, F, HH,), X 忆 QC(8, Ff, A 办 万 ;)), 或 当 
charF = 2 且 Na 一 Spb(r， F, Hi) 时 XD Sp(4r, F, Ho H,). 
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和 包含 所 有 的 diag (4, H,(4A’)-1Hi'), YA € SL(4, F). 

(iv) Ns 二 Sp(2, 2) = SL(2, 2) 正规 化 FI 在 MatzF 中 的 
二 次 扩 域 D = F,, X 之 SL(2, DD). 

(v)r 一 2，N 一 0(02, 忆 ,万 )(( 万 ,) 二 0) 在 MatsF 中 生成 
FI 的 一 个 2 次 扩 域 D, X 之 SL(2, DD). 

(Vi) charF = 二 2, N, 二 Sp(4, 已, 万)，X 正规 化 G = QC8， 
,A 9 万 :) 的 不 可 约 子 群 Q1, 包 含 


1® WN,= {diag(A, H(A')-'Hi')|A € Sp(4, F, H,)}. 


证 明 (1) 记 2Z。 为 所 有 的 PAoP-'1(P EN,) 生 成 的 群 . 则 对 
每 个 4E Z。 有 g = diagt4, 了 ) € 叉 , 从 而 


g Tu(I")g = Ta(A) € X. 


进而 Ta(B8) € X 对 2Z。 生成 的 加 群 S 中 任意 矩阵 B 成 立 .5S 是 环 
且 被 N; 正规 化 ,属于 引 理 5. 3. 4 所 列 的 类 型 之 一 . 同时 生还 包含 
所 有 的 Ti,(B)(BES). 于 是 X 宇 SL(2, S). 当 S= 二 R= Mat,F 
时 XX 二 SL(2r, FF). 否则 ,S 是 引 理 5. 3. 4 的 例外 情形 Gi) 或 (iv) 所 
述 的 五 的 2 次 扩 域 ,本 引 理 结论 (ii) 或 (十) 成 立 . 

(2) 记 S = (A € RITn(A) €E X}= {AE RIT,(A) € X). 
则 S 是 在 Ns 共 思 作 用 下 不 变 的 加 群 . 且 对 任意 的 ER 和 4E 
S, 取 gg = diag(4, 1) I" € GL(2, Ff) @ 12 一 X， 得 
8 "Tn(A)g 一 Ta(4) EX, AM4ES. 可见 S 是 所 子 空间 .5S 的 
类 型 已 在 引 理 5. 3.9 和 5. 3. 10 中 定 出 了 . 

情况 1 S= Mat,r. 

由 引 理 5.3.1 得 了 之 SL(2, S) = SL(2r, F). 

情况 2 S 鲍 Mat,F, HL charF #¥ 2, N, = Or 下， H,). 

按照 引 理 5. 3. 10 所 述 S 的 以 下 几 种 可 能 的 类 型 分 别 讨论 X 
的 类 型 . 

一 MT (7r, F)Hi!aFI 或 5 = sl(r, F). 当 r 二 2 时 内 考 
虑 "( 石 ) = 0 的 铺 况 . 当 ~ 一 2 时 ,由 To ES 及 Trrt2 =2 关 0 知 
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S 不 可 能 是 s1(2, F), 只 能 为 S$ = M (2, PP) 四 厅 ,S 是 F7 的 二 
次 扩 域 , X[> SL(2, S). 当 r 盖 3 时 ,由 引 理 5. 3.11 知 和 过 Co = 
Q(2r, 下 ,Ao OO 昌 ,). X 还 包含 Ta (CD 非 正 规 化 Co, 于 是 由 定理 
4.1.1 知 XX 二 SL(2r, 下 ), 但 这 导致 $ = Mat,F, 产生 矛盾. 

S 二 M+(r, F)Hz! .由 引 理 5.3.11 知 此 时 


Xb SpC2r, F, H, ® Ho,). 


S$ = 二 Mit(r, F)Hzi! 站 sl(r, FF). 这 仅 当 charz 整除 r 时 才 有 
可 能 . 为 证 明定 理 7. 1. 3, 只 要 用 到 7 = 3 = charF 的 情形 . 由 于 
0(3, F,, 昌 :) 的 作用 非 本 原 ,属于 例外 情形 ,我 们 假设 |F| 二 9. 
对 每 个 *E F" , 取 X 中 的 元 素 T, = Ta GE 一 sEx), T, 一 
Ta( 一 SEN 十 5 Ez), 则 gCs) = T,TT, € X, 


A(s) = g(1)-!g(s) = diag(s, s, 1, s,s !, 1) € X. 


由 于 |f| 之 9 ,可 选 s 关 土 1, 关 1. 取 T, = T(E 一 天 3) € 
XX, 则 ACs) TAGs) = Tos:Ez — Ess) EX, s:E,, — EES 
迹 为 一 1 关 0 ,产生 蔬 盾 .可见 这 种 情况 实际 上 不 会 出 现 . 

情况 3 S 关 Mat,F,r= 二 2 或 4, Ni = Sp(r, F, H,). 

按照 引 理 5. 3. 9 所 定 出 的 S 的 可 能 类 型 分 别 讨论 如 下 : 

先 设 = 2. 此 时 S 邓 FI 二 M6(2, F)Hi!. 当 charF 关 2 时 ， 
迫使 S = MatsF, 这 与 假设 相 矛 盾 . 当 charF = 2 时 , S 关 MatsF 
仅 当 S = M+(2, F)Hz', X > Sp(4, F, H, ® H,). 

以 下 设 r 一 4: 先 考 虑 5 己 Mo(r, F)Hz! 的 情形 . 由 引 理 
5.3.11 可 知 匀 二 QC2r, F，Ao 的 HH,). 由 定理 4. 1.1 可 知 
XX 马 SL(C2r, FF) ,或 X 户 QC2r, ,Ao 的 有 H,) ,或 当 charF = 王 2 时 
X 忆 Sp(2r, ,HH,@H,). 对 应 的 S 分 别 是 Mat,F、Mo(r, 严 ) 和 
Mt+(r, F). 

如 果 5S 二 M+ (r, F)Hz', 则 由 引 理 5.3.11 可 知 X 之 Sp(2r， 


F, H), 其 中 H = |, 


) le 由 定理 4.1.1 可 知 X 忆 Sp(2r， 
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FF, 妃 ) 或 民 SLC 已). 特别 当 charF 隆 2 且 N= Sp(r, 了 ， 
万 ;,) 时 , Ta(1) E N 不 正规 化 Sp (2r, FF, 妃 ) ,此 时 必然 是 和 [> 
SL(2r, F). 

剩 下 情形 是 char 天 = 2, N, 二 Splr, 下 , H,), 且 引 理 5. 3. 9 的 
结论 (iv) 或 (vy) 成立 . 如 果 其 中 ( 改 ) 成 立 , 即 下 F,, 并 且 S 守 FF,， 
则 关 = SL(2, 5S) == SL(2, 4). 设 引 理 5. 3. 9(iv) 成 立 , 即 > 一 4， 
S= {AHi'|A= (A)x E Molr, F) 有 TrAy =TrAy = 0). 此 
时 和 所 含 的 {Ta GE 十 sE3s)|ls EF} 是 G= QC2r, FF, Ao09H,) 
的 长 根子 群 7.,。. 还 可 知 了 包含 7T.,。 和 了 .,。.G 的 长 根 元 素 
t,o E X 将 T.,。, 共 罗 到 了 T。,。4 二 XX. 进而 T。,。 二 X. 按照 
§ 3. 4 中 的 记号 ,Vx(e) 包 含 四 维 全 奇异 子 空间 《el，ez，et，6&5)、 根 
据 命题 3.4. 2(3), 生字 C 的 唯一 可 能 是 和 > Q1. 注意 ,X 所 含 的 
T.,. 的 矩阵 形式 是 (I? Tu(s)|s € FF}) , 它 在 I NN, 下 的 全 
体 共 轿 生成 1?@N,<=X.1 

引 理 7.4.4 设 N=N@N<X<GL4r, F), N= 
Sp(4, F, Hi), N,= Sp(r, F, HH,), 或 charF 2 HN,= 0(, 
下 ,万 ;). 如 果 存 在 gi = (4;).x. € X\T1 使 A 二 0 对 j= 2, 3， 
4 成 立 . 则 X 属于 定理 7.1.2 或 7.1.3 所 说 的 类 型 之 一 . 

证 明 由 引 理 5.5.1 知 : 当 NNi 关 Sp(4, Fi, 已,) 时 ,和 包含 
T= Ta (Bo)734 (一 Co) ,其 中 Bo、 Co & FI ; 且 B。 十 Co € FI 或 
B。 二 CC。 成 立 .还 可 知道 Ta(4)E€E XX 对 A 二 B 十 C, 和 有 A= 
BoC。 都 成 立 . 当 和 Ni 二 Sp(4,F,,H) 时 , 义 包 含 T。 = Ta(Ao) 
XTa(4o)Tw(40), 其 中 42 = 4。& FI. 但 我 们 可 用 T。 在 Te 办 
Na: 下 的 共 堪 生成 的 子 群 中 的 元 素 了。 & Sp(4, F,, Hi) @1? 代 
蔡 T。, 也 就 是 用 4。 在 N; 下 的 共 轿 所 生成 的 加 群 S 中 的 非 纯 量 阵 
代替 46.S 的 类 型 已 在 引 理 5. 3. 9 和 5. 3. 10 中 定 出 , 易 见 其 中 包 
含 非 纯 量 阵 4。 关 43. 这 就 可 以 避免 所 述 的 例外 情况 . 

我 们 设法 利用 引 理 5. 7. 3 来 定 出 X 的 类 型 . 为 此 必须 先 计算 
群 Z = (SL(2,，P) @ N;, Toa(0B))， Zo 的 类 型 已 在 引 理 7. 4. 3 


380 第 7 章 张 量 积 结构 的 稳定 子 群 


中 得 出 . 

记 X={g 二 diag(4, B)EXI4, BE SL(2r, 下 )}, 且 定义 
Xi 到 SLC 五) 中 的 群 同 态 pp:、p， 将 每 个 g 一 diag(4,，B) EX， 
分 别 映 到 pi(g) = 4, pz(g) 一 瑟 . 则 2 = 一 PpCXD) = p(X,) 二 
6, 

(7.4.4.1) 车 Zi = SL(2r, FF), 则 可 用 引 理 5.7.3 得 到 结 
论 ， 

(7.4.4.2) 若 7r = 二 2, Zi 之 SL(2, D) 对 FI 在 MatsF 中 的 
某 个 二 次 扩 域 成 立 , 则 六 包含 一 个 C3 类 子 群 了 二 Sp(4, D) 或 
SU(4, DD), 可 用 定理 6.1.1 得 到 结论 . 

如 果 2 > SL(2, D), 则 由 定理 6.1.1 可 知 2) = SL(4, F)， 
可 直接 用 引 理 5. 7. 3. 否则 , 2Z, = SL(2, D), 用 DD 代 蔡 FI, 再 
用 引 理 5.7.3, 即 知 和 之 Sp(4，D) 或 SU(4, DD). 

(7.4.4.3) 如 果 存 在 了 = 了 Ta(4) EE 六 使 A。 多 FI, 则 
(7.4.4.1) 或 (7.4.4.2) 的 条 件 Zi 一 SLC2r,RE) 或 Zi 一 SLC2，DD) 
成 立 , 因 而 可 用 引 理 5.7. 3 或 定理 6.1.1 定 出 叉 的 类 型 . 

对 每 个 P= 二 (4;)zxz € GL(2, R), (其 中 R= MatP)， 记 


A OO A,: 0 
DB(P) = ER 和 € GL(4, R) 
|A»: 0 4, 0O A 


O I OO I"” 
则 Pr>EG(CP) 是 GL(2, R) 到 GL(4, RR) 中 的 单 同 态 . BCSL(2, F) 
I?) 二 X 与 T= 二 B(Tn(4,)) EX 及 其 在 1 NN, 下 的 所 有 的 


共 罗 生成 X 的 子 群 @(2Z。), 其 中 Z。 是 SL(2, F) @I" 与 Ta(4o) 


在 TQ@N, 下 的 所 有 的 共 罗 生 成 的 群 ,属于 引 理 7.4. 3(2) 所 述 的 类 
型 (i) ~ (vi) 之 一 . 


情况 1 Zu 属于 引 理 7.4. 3(2) 中 的 类 型 (iv) 或 (v) , 即 > 二 2， 
2 = SL(2, D) ,DD 是 FI 的 二 次 扩 域 . 
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此 时 的 子 群 了 = (Sp(C4, FT72)， T,(4)|A€ D)= Sp(4， 
D), 由 定理 6.1.1 可 知 和 这 Sp(4, DD) 或 X 谊 SL(8, F) .当然 
Zi 二 SL(2, DD) 或 SL(4, FF). 


情况 2 2。 = SL(2r, FF). 此 时 diag(4, 1) E BZ,) 二 
对 所 有 的 A € SL(r, FF) 成 立 .由 引 理 7.4.3(1) 可 知 


Zi 二 (SL(2, FI™), diag (A, 1I™")|A € SL(2r, F)), 


且 {diag(4, 71)|A € SL(r, F)} 在 X, 中 共 轿 的 全 体 生成 子 群 
{diag (CP, 7”)|P € SL(2r,， F)}, 其 中 所 含 的 Tals1I”) (Vs € 
F) 与 Sp(4, F，H1) 四 1 一 起 生成 SL(4, F) 的 I”, 它 将 
Tn(C) (C € R) 共 思 f 到 所 有 的 TT;;(C)(C € R, 1<i, jj 三 4,i 关 
让. 由 引 理 5.2.1 可 得 和 [> SL(4, R) = SL(4r, F). 


情况 3 2 是 引 理 7. 4. 3(2) 所 述 的 其 余 类 型 Gi), (iii) 或 
(vi) ,包含 g(4) = diag(4, 恕 ,:(4')-1H7!), A 可 取 遍 SL(r, F) 
或 Sp(r, FF, H,). 

此 时 和 包含 @@(g(4)) = diag(4, I, H,(A')-1H7!, 1), 
2Z1 二 p91(X1) 包含 diag (4, 71), 由 引 理 7.4. 3(1) 可 知 diag (4, 了 7) 
与 SL(2, F) @ I? 一 起 生成 SL(2r, F) = 2,. 

(7.4.4.4) 其 余 情 形 ; Zi 关 SL(2r, ). 当 r = 二 2 时 ,不 存在 
FI 的 二 次 扩 域 D, 使 Zi 二 SL(2，D). 对 任意 的 A € Mat,F， 
Ta(4) E 久 当 且 仅 当 A € FI. 在 此 情形 下 ,我 们 证 明 义 仍 属 于 
定理 7.1.2 或 7.1.3 所 述 的 类 型 之 一 . 

记 S 二 {BE R| 存 在 CER 使 TW,(B)Ts( 一 C)E€ XX}. 则 S 
是 被 N, 正规 化 的 下 -空间 且 真 包含 FI. Z, 的 子 群 


2 = (GL(2, FI), Tu(B)IB € 8S) N) SL(2r, F) 
在 引 理 7.4.3(2) 中 已 定 出 . 


Ta(B 十 C) EY 和 Ts(BC) EY 同时 成 立 ,从 而 应 有 B 寺 Ce 
Fl, BC E€ FlI. 设 B+C=61, BC=cl, 则 BGI — B)= el. 
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情况 1 charF 关 2 有 上 且 N= 二 Ol(r, F, 日 ,)),r= 二 2 或 3. 

由 引 理 7. 4. 3(2) 可 知 2 = SL(2r, F) 或 Sp(2r,，), 或 当 
r= 二 2 时 2Z,= SL(2, D). 在 第 一 种 情况 下 2, = SL (2r, F) =Z1， 
在 第 三 种 情况 下 Z, 二 SL(2, D), 都 属于 前 面 已 解决 的 情况 . 故 只 
须 考 虑 Z, = Z, = Sp(2r, F) 的 情形 , 即 S = M+ (ry, FyHz;'. 

按 引 理 5.7. 3, 对 每 个 PE Z, 有 g(CP) = diag(P,P") EX， 
其 中 o: Pr>A(P')"!A-! 是 2 的 自 同 构 , 且 当 +=3 时 A = H. 
对 每 个 BE 3 ,定义 互 =AB'A-: , 则 (Ta(B)) = T,,(— B)， 
T(B) 一 7T2(B)7T3 (一 已 ) E X. 由 上 面 的 讨论 ,应 当 有 b.cEF 
使 BB 十 B= 6I, B= cl. 特别 可 取 B= 已， 则 当 r = 3 时 ， 
B= HEiHz! = En, BB = 五 ,不 是 纯 量 阵 ,产生 矛盾 . 

当 7r = 二 2 时 ,由 cI = B88 不可逆 , 知 c 二 0 ,再 由 条 件 El1(61 一 
E14) = 二 0 得 6 二 1, Bi 二 Ez . 取 二 阶 交错 方 阵 


0 1 
H, = E's — E, = 区 | 


则 B= HoB’'H,! 对 B= El 成 立 . 同 理 可 验证 它 对 B= 


| | 成 立 ,并 且 显然 对 B = 7 成 立 . 这 足以 说 明 互 一 
FoB' Fe 对 所 有 B € S = M+ (2，F)H;! 成 立 . 了 X 所 含 的 
Ni GT2 及 所 有 的 TaCB)Ts( 一 互 (B € S) 生成 的 子 群 了 恰 是 
G 二 0(8, FF, Hi1@H,) 中 的 不 可 约 子 群 Q,, 它 被 N 正规 化 . 如 果 
不 正规 化 9, 则 由 引 理 6. 6. 1 知 了 二 G ,但 这 导致 Z, = SLC4， 
有 ,这 与 我 们 的 假设 相 违背 . 故 X[> Q，, 属 于 定理 7.1.3 所 述 的 
类 型 . 

情况 2 Ns = Sp(2, F, H,). 

按 引 理 7.4. 3(2), 2Z, 关 SL(4, 下 ) 的 唯一 可 能 是 charF = 2 
且 Z, 二 Sp(4, 五, 万: 四 瓦 ) ,此 时 和 的 子 群 


Y= (N, diag(P, P)|P € 2,) 
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恰 是 G = 9Q(8, ,Ai @ 昌 ;) 的 不 可 约 子 群 ,这 里 


O 了 (2) 


P’ = H,(P') iH;!, A = 上 0 


由 引 理 6. 6.1 知 XX 已 0 (否则 , X 宇 6G, 21 = SL(4, 了 )). 
情况 3 N, = Sp(4,， F, H,). 
我 们 记 


O I | 
Al = . O |s Moir, G = oe F, A: © H,). 


则 Hl=A 一 AA,N<G. 

按照 引 理 7. 4. 3(2),Z, 有 以 下 三 种 可 能 的 类 型 : 

(a) Z1 = 0(8, F, Ao WH,) ,其 中 Ao = El € MatsF. 5S = 
M4, FYH;!. 

(b) charF = 2, Z, = Sp(8, Ff,， Ho。 HH,), 其 中 HH。 = 


1 

(c) charF = 2，Z, = 1, < Ag8, F, Ms 四 Hs). §S = 
{AH7'|A = (4 € Molr, F) TrAy = TrA» = 0). 

如 果 (b) 成 立 ,可 由 引 理 5.7.3 得 Ta(B)T,(B) E 和 对 所 有 
的 BE€S 成立 ,其 中 B= 态 :,B'H7!. X 的 子 群 


0 1 
| 中 Mat,r. So= Mt! (4， 7 


YY 一 (N,T2a(B)Ta(E)IBES) SG 
一 Q(16, F, A ® H,). 


取 B= (Elis Ea)H;= Ent+Es€ES , 则 五 一 H:B'H;' = 8B, 
BB=B& FI, 产生 矛 盾 . 可见 在 我 们 的 假设 之 下 ,Zi 不 可 能 属于 
类 型 (b). 

设 (a) 成 立 . 取 B= (Es 一 ED)Hi!= En 二 Es, 有 CIER 
使 Ta(B)Ta(—C)EX ;上 且 Bi 十 Ci = bl RBC, 一 c 对 某 一 
对 6b.cE€E F 成立. 由 Bi 不 可 道 及 B,C, 一 cf 知 c 一 0. 再 由 
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Bi(bI—B)=0 和 b=1,C,= Ey Ey. 记 

Y= (N, TB Es)Ty(— Ey — Eu)) =X, 
则 由 $2.3 可 知 了 = Q 是 由 旋 量 表示 得 到 的 Q+ (10, F) 到 
GL(16, 下 ) 中 的 嵌入 象 . 注意 , Qo 藉 G 二 01(16, , Ai 的 HH;) ( 事 
- 实 上 ,G 包含 Ta(B1)Tw( 一 B1) 而 不 包含 Ta《(B1)Tws( 一 C1)). 用 
与 引 理 6. 6. 1 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 如 果 闵 不 正规 化 Qw, 则 二 
SL(16, FF), 超出 我 们 的 假设 范围 之 外 (证 明 过 程 比较 繁琐 ,这 里 
略 去 ). 因此 ,在 这 里 应 当 有 头马 Qo. 

现在 设 (c) 成 立 , 取 B, = (Ez 一 E12)Hi! = Ew 一 Ex. 则 

B? = 0. 设 

1 
其 中 6、c EF .由 B, 不 可逆 得 c= 二 0. 再 由 0= B,(bI1 一 8B,)=6B， 
得 5=0. 故 C: = 一 Bs。, Tn(Bi)Ty(B,) EX. 记 

Yo 一 (N, Ta(CE 一 开 3)T3 (一 开 十 天 2) 去 和 X， 


则 由 8$2. 3 知 , 当 charF = 2 时 YY 等 于 Q,, 是 在 前 述 旋 量 表示 c : 
20” (10, F) 一 GL(16, F) 下 的 一 个 可 约 子 群 0(9, F, QQ) 
CQ) 一 3) 的 不 可 约 媒 入 象 , 因 而 Q,< Qi ( 当 charF 关 2 时 也 可 
同样 定义 yo, 但 此 时 Y, 3 人 ), 注意 ， 0, <G= (016, F,， 
A 多 及 ,). 这 与 引 理 6. 6. 1 类 似 可 定 出 0 在 GL(16, 已) 中 的 扩 
群 ,为 XX 记 0 或 XX 已 Qw 或 了 二 G ,但 在 后 面 两 种 情形 下 S 分 别 
为 Mo(4, F)Hz'!、MatsF, Zi 不 属于 类 型 (c). 故 在 这 里 只 能 有 
XPCo,.1 

由 于 有 了 引 理 7. 4. 2 和 7. 4. 4, 为 定 出 满足 条 件 N 二 X 二 
CLCzr，F) 和文 藉 攻 的 XX, 只 须 在 XX 中 找 出 这 两 个 引 理 所 需 的 
&1. 对 每 个 非 负 整数 之 nr, 记 Wi = {a an) € 
MatixwF la; = 0, Vj >&). 记 ?=r( 当 N= Sp(n, 天， 万 ) 或 
SU(n, F, Hi)) 或 ?=27r ( 当 Ni 二 Qn,F,H1)), 由 XSD 可 
选取 go 二 CAij)nxn € Xw, NM 使 4 入 = 取 最 大 值 . 如 果 有 一 六 , 则 go 
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就 是 所 要 求 的 g1, 用 引 理 7. 4. 2 或 7.4.4 即 可 得 出 所 需 结论 . 设 
&< 7， 我 们 设法 找 出 Bz EX\TD 使 g; 定 驻 某 个 W， 使 上 < 上 过 7， 
从 而 得 出 与 & 的 最 大 性 的 相 矛 盾 . 我 们 的 主要 方法 之 一 是 :选取 非 
零 的 $ 一 一 pS E Mat, 下 使 了 (9S) 一 goTolS)go' = (B;),x, € XL 
的 块 it， j 三 2) 含有 足够 多 的 0, 足以 使 T2:(9，91) = 
TGS)7To(CS DT CS) EXw,， 对 适当 的 S: 天 0 成 立 .如 果 能 选 $、 
Si 使 T,(S, S1) & 了 则 已 得 出 矛盾 .但 当 T,(S, S1) ET 时 怎 
么 办 ? 这 是 预先 应 当 解 决 的 问题 . 下 面 的 引 理 7. 4. 6 保证 了 :条 件 
7T:(3S，SD ED 或 TS) ET 对 go 也 是 一 个 有 用 的 约束 ,满足 这 
个 约束 条 件 的 ge 经 过 适当 改造 可 以 直接 得 到 一 个 gsE XwNI' 使 
1 之 A, 引 理 7.4.6 的 证 明 中 涉及 到 Na 在 SL(r, 已) 中 的 扩 群 N 
(使 7TQ@ N: 二 X). 如 果 入 ,区 GU(Cr, 下 ,日 ，), 则 当 pj=v(H,) 之 
1 时 可 由 定理 4.1.1 得 出 入 ,= SL(r, F). 但 在 v(H,) = 0 时 定理 
4.1.1 失效 .为 此 ,我 们 先 补 充 下 面 关 于 Witt 指数 为 0 的 酉 群 与 
么 客 元 素 生成 的 群 的 引 理 7. 4. 5. 

引 理 7.4.5 设 群 N= 二 QCr, 下 , 矿 ) ( 当 charF 关 2) 或 N= 
SU(r, 下 , 互 ), 它 的 Witt 指数 vy( 右 ) = 0. 设 0 关 S$S。E€ Mat,F 满 
足 条 件 Si 二 0. 则 NN 与 所 有 的 了 十 sSols € F,) 生成 的 群 Y 等 于 
SL(r, F). | 

证 明 只 要 能 在 Y 中 找 出 SL(r, 丈 ) 的 一 个 根子 群 ,由 第 4 章 
引 理 4. 2. 6 即 可 知道 N 与 这 个 根子 群 一 起 生成 SLCr, F) = Y. 


集合 {0 关 SE MatFlS: 一 0, 且 7 十 SS EY,Vse€erF,} 


包含 5。, 不 是 空 集合 ,从 中 可 以 选 出 5, 使 rankS, = 上 最 小 . 

由 St 一 0 可 知 ImS, S KerSi, 由 v(H) = 二 0 可 知 W= 
Matix,F 的 任何 子 空间 在 内 积 f(x, y) = z 瓦 了 下 都 是 非 退 化 子 
空间 . 特别 是 ImS, 与 KerS, 也 都 非 退 化 . 取 ImSi 的 正 交 基 {vw,， 
…， wp) ,扩充 为 KerSi 的 正 交 基 {wi，…，, wi) ,再 扩充 为 W 的 正 
交 基 {wi，…, w,}. 这 里 1: 之 l,i 十 1 二 r+, 从 而 t 三 r/2. 不 妨 用 
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{rol， …，zur} 代 蔡 克 的 自然 基 改 写 和 矩阵 群 GL (x, F) (实际 上 是 
作 GLCr， FF) 的 内 自 同 构 ). 则 入 被 化 为 Q(r, 下, 互 ) 或 SU 下 ， 
H), H= diag(6,, …, 6,), 其 中 6;=f(w, w;), V1 三 i 之 r. 不 
妨 开 始 就 用 五 代替 互 , 即 假定 及 = diag (6,,…, 6,). 而 S1 被 化 为 


O 0O 
Np 式 S, 一 | 


C， » 其 中 Ci = (ci)ixe E GL(t, F). 


O 0O 
对 每 个 C E Mat,F 记 SCC) = EE 9 E Mat,F. 并 记 和 集合 


U= {CEMatFlI+sS(C) EY, Ys ER)}. 则 UV 是 F, 上 的 向 
量 空间 . 特别 是 5 = SCC,), 可 道 矩 阵 C1 EU, 且 由 上 = rankS, 一 
rankC 的 最 小 性 知 U 中 的 非 零 矩 阵 都 可 逆 ， 

当 J=1 时 , Fj = 二,U 是 fF- 空间 . 当 J 关 1 时 ,我 们 证 明 U 
也 是 F- 空 间 . 此 时 由 于 v( 矿 ) = 0, FF 是 无 限 域 ,存在 4€ FF\F 使 
4 一 1 且 好 公 下 .注意 ,> 二 2, 因此 可 以 取 


A 一 diag(UO， 1" ?A110) E N= SUCG, F, H), 
对 每 个 CEU 和 s€ F, 得 到 
A-:G 十 5S(C))A 一 7 十 59(2C) EY, 


从 而 EC E U. 于 是 C EU 一 > aC EU 对 所 有 的 a € Fj 加 
Fj 六 二 下 成 立 . 即 U 是 FF- 空 间 

因此 ,只 要 能 证 明 上 = 1, 则 I 十 aSi(a € F) 在 > 中 组 成 
SL(r, 五 ) 的 一 个 根子 群 ,导致 = SL(r, F). 

设 上 人 2, 我们 设法 推出 矛盾 :对 每 一 对 1 所 ;< 7 过, 在 
六 一 00r，F, 万)、SU(Cr， FF, 态 ) 这 两 种 情况 下 分 别 记 ;为 
0Q(2, 玉 ， Hi;) 或 SU(2, F, HH;), 其 中 H; = diag(6;, 6)) 是 玉 的 
子 矩 阵 . 则 每 个 1 关 PE Ni 对 应 一 个 z= diag(P, 1"2?)E€N. 
进而 对 任意 s € ,有 


(T+s5) xz (T+sS)z=1+sS(C,) EY, 
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C,=C, .diag(P—I1,0,..,0)EU,1rankC,<2. 


Cs 也 应 当 可 道 ,这 迫使 二 rankC; 一 2. 
以 下 设 t1 = 2, 从 而 rr 之 4. 如 果 r 二 5, 则 可 选 1 关 P € NN,,， 
z 二 diag(1, P, 1”»?) E N. 对 任意 的 5 E 下 , 换 位 子 


(TIT 十 5sS1) -iz-1(T 十 $sS1)z 二 1 十 5S(C,) EY,， 


其 中 SCCs) = S(C1) .diag(0, P 一 了 T, 0, …, 0) 的 秩 为 1, 从 而 
rankC, 一 1, 这 与 上 一 2 的 最 小 性 相 蔬 盾 . 
现在 设 上 = 2 且 >=4. 记 了 是 了 中 形 如 


B 


的 准 下 三 角 阵 组 成 的 子 群 ,并 对 上 述 g 记 pC(g) = 4. 则 9 :Yl 一 
SL(3, Ff) 是 群 同 态 . 标准 基 向 量 e。 = (1, 0, 0, 0) 在 N 中 的 稳定 
子 群 N. <Y, 9(N。 ) 是 关于 五 的 子 和 矩阵 日; 二 diag(6,, 6,, 6,) 
的 群 Nz 二 (3, 下, 态 4) 或 SU(3, ,五 ;w). 并 且 Y 包含 T= 
‘IT 二 ssSils € F}). 记 B 是 CC 的 第 二 列 , 则 

1 0O 

sp 站 se€ 中 


是 SL(3, FF) 的 根子 群 , 它 与 Na 一 起 生成 SL(3, F) = p(Y,). 由 
于 下 是 无 限 域 ,可 选 4€ F*\{ 土 1}, 从 而 


Xz1, A=diagX, A!, A1) € SLC3, F) = 9 (Y,), 
于 是 存在 g EY 使 pl(g) = A, 即 


1 0 0 0 
b A 0 0 
x 0 a4! 0 
x 0 0 A! 


1 0O 
8 一 | | EY(AE€ SL(3, F)) 


rankB = 1, 9 (7) -| 


对 每 个 € F, (I— sSi)g 1'(T— saA SY)g 一 了 十 SC， € Ye 其 中 
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C: EU 的 第 一 列 为 68, 第 二 列 为 (X 一 1)8 关 0. Ci 的 两 列 都 是 
8 关 0 的 倍 向 量 ,并 且 第 二 列 一 定 不 为 零 , 故 rankC; 二 1, 仍 与 i = 
2 的 最 小 性 相 蔬 盾 . 

这 就 在 所 有 的 情形 下 都 证 明了 上 = 1, 了 含有 SL(Cr, FF) 的 根 
子 群 ,从 而 等 于 SLCr, F).1 

在 以 下 的 证 明 中 ,对 每 个 方 阵 S € Mat,F, 记 
To O O 
S I O 
O O 7 


A(S) = € SL(n, F), 


T.(S)= AC(S) OI €E SSL, F)OI". 


则 当 S = 一 p53 € Mat,F 时 A(S) € U'(n, F, Hi), T,(S) € 
NI". 如 果 S = diag(A, O*?)E€ Mat,F, 其 中 A € MatuF， 
则 我 们 也 简 记 T。(A) 来 代 闪 T。 (S), 

引 理 7.4.6 设 XH1) 二 2, 上 且 当 N= Qn, Ff, HI) 时 nn 之 
5 ;或 v(H,) 二 2, 且 当 Ns 达 Olr, FF, 有 )) 时 r+ 之 5. 设 N= 
N,N, <XZGLar, F), XZT,, go €E X\T. 对 每 个 S = 
一 PS € Mat,F 记 T1(S) = goTo(S)gs'1. 如 果 存 在 非 零 的 S 使 
T1(S) €E TI, 且 当 charF =2 时 , T1(S) = goT。(S)gs! ET 对 某 
个 加 法 子 群 M 关 0 中 的 所 有 的 S 成 立 . 则 下 列 结论 之 一 成 立 ; 

(1) 存在 g1 € Xw NT， 其 中 避 = ( 当 和 = Sp(n, FF， Hi) 
或 SU(n, FF, Hi) 或 m= 27 ( 当 N = 二 Q(x, F, Hi)). 

(ii) charF =2 且 E=F,, |IM|=2,7T(S)=AOBET 对 
0 关 S E€ MMM 成立, 其 中 4 关 T, B 关 1. 当下 是 完全 域 或 T1(5) 的 
第 一 行为 (1，0, …, 0) 时 ,存在 g € X\T 定 驻 MatixF 的 前 [Cr 
十 1)/2j 个 自然 基 向 量 . 这 仅 当 hr 十 ton 一 241ts 二 rranks 时 可 
能 成 立 , 其 中 二 rank(A 一 了 1),t,=rank(B 一 了 ). 特别 当 rankS 
一 1 时 不 可 能 成 立 . 

(iii) 例外 情况 :E=F,, |M|==2, n=7, 唯 一 的 0 关 SEM 
在 GL(nr, F) 中 与 + 共 斩 ,从 而 二 + 二 2rankS 十 1. 
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证 明 由 引 理 7.2.6 知 ,下 列 情况 之 一 成 立 : 

情况 1 Ti(S) € SL(n, F) I 对 所 有 的 SE M 成 立 . 

情况 2 T1(S) E IT@ SL(r, FF) 对 所 有 的 SE M 成 立 . 

情况 3 charF = 二 2 且 |M|=2, 对 0 关 SEM 有 TI(S)= 
A@B, A 关 1T, B 关 1, 且 当 F 是 完全 域 或 T1(S) 的 第 一 行为 (1， 
0，…，0) 时 ,可 选 4 =T 和 有 := 了 

情况 4 Fj 二 F,, |IM|=2,n= 二 rr 二 2rankS 十 1 以 及 
T1(S) = (1 @ B)r(I @ B)-!' 对 唯一 的 0 关 S EM 成 立 , 其 中 
BE GL(r, F). 

情况 4 正 是 引 理 的 结论 (iii). 以 下 只 须 讨论 前 三 种 情况 : 

情况 1 的 证 明 : 由 引 理 5. 6. 1 知 *==m, 引 理 的 结论 (iD 成 立 . 

情况 2 的 证 明 : 任 取 非 零 的 Se M, 记 Ti(S。) ==1@ B。, 则 
Bu GE SL(r, FF) 满足 条 件 (Bo 一 1)? =0. 记 d = rankS。, 则 < = 
rank(B, 一 1) = rd/n. 对 任 一 s €E Fj), 有 Ti(sS6) = 二 1 B(s)E€ 
有 ,其 中 BCs) =I 十 s(B。 一 1) ESL(r, F). 设 N@I=XN 丫 
(SL(n, F)®@D, I®N,= XN USL, F). WN, > WN,, 
Bols)|s € Fj). 如 果 Bo U(r, FF, Hi), 由 (B。 一 了 ?二 0 可 知 
Bo GU(r, F, 昌 ,)) ( 见 引 理 4. 2. 3), 从 而 由 定理 4. 1.1( 当 
(已 :) > 0 ) 或 引 理 7.4.5( 当 v(H,) =0) 得 NN, = SL(r, F). 当 
Ns 三 UGC, F, Hi) 时 , 记 p==vH2), 当 N, 一 SL(r, FF) 时 , 记 p 


二 [r/2j 为 不 超过 /2 的 最 大 整数 . 对 每 个 1 三 :二 yy 和 SE€ 
Mat,f, 记 


I® O 


BS) 一 二 》 
diag(S,O) 1? 


则 当 入 ,= SL(r, FF) 时 ,有 已 E N: 将 B, 共 轰 到 PBuP-:= B(A) 
使 AlE GL(d,, F). 由 7 四 己 E 和 有 Bo 一 (人 T 因 P)goeE XNT， 
且 对 所 有 的 sE F 有 
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Ti(sS) = goTosS0) Bi! = 1 BGA) ETN,. 


可 用 go。 代替 go, 化 为 Bo = BC(Ai) 的 情形 . 当 N, 这 Ni 时 ,BE 
UCr, F, H,), Im(B。 一 7) 是 dd， 维 全 迷 向 子 空间 ， 取 Im(B。 一 了) 
的 一 组 基 {wi，…, wa} 扩充 为 W = Matier'R 的 一 组 标准 西 基 
{wi，……,w,} ,使 WW 上 的 酉 内 积 户 (z，y) = Xx 日:y 在 这 组 基 下 的 
和 矩阵 具有 标准 形 石 :. 不 妨 一 开始 就 用 这 组 标准 酉 基 代 蔡 Matix,F 
的 自然 基 , 改 写 GL(r, FF) 从 而 改写 N;, 使 五: 变 为 标准 形 互 , ,而 
Im(B。 一 了) 成 为 由 前 d; 个 自然 基 向 量 张 成 的 空间 ,B。 化 为 形式 
B(A) 使 Ai 和 GL(d,, FE). 总 之 ,可 设 B, Sx B(A,), A EE GL(d,, 
F). 

我 们 希望 把 To(So) 也 化 为 了 ,CA) 的 形式 ,使 AE GL(d, FF). 
为 此 , 先 用 适当 的 P € SLC，F) 将 S$。 相合 到 PS。 BP’ = 5 一 
diag(A, 0) 使 AEGL(d, FF). 取 z = diag(P'-!, P, DOTE 
Ni1T， 则 ziTo(So)z7! = T6506). 不 妨 一 开始 就 用 goz7! E€ 
XND 代替 go, 从 而 用 So = diag(A, O) 代替 S56, 化 为 S。 = diag(A， 
O) 的 情况 , 即 TGS。) 一 ToCA). 

注意 , "1(A @ B)rt = B 的 4 对 任意 A EGL(n, F),BEe 
GL(r, 下 ) 成 立 . 于 是 rigoTo(Sogrlr 一 BoOT. 记 g8 王 8&5ir. 则 
To(So)sg: = g:(Bo OT), 即 (TCA) —1)g; = g.(B(A) OI 一 了 ). 
将 gz 写成 分 块 形式 gz 一 (Bi)sxr 使 所 有 的 块 B;; € Mat,x,. 比较 
等 式 


0m 0 0] [B: * B。 
A@I? o ol.|: : 

O 0 oj lB, .1 B, 

Ba » B, om 0 0 
一 | .|AQI O o0 

B，… B。 O O 0 
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两 端 对 应 的 块 , 得 : B;; 二 0 对 所 有 的 1 三 i 三 4 和 且 d; 十 1 三 j 达 nn 
成 立 ,上 且 对 所 有 的 py 十 1 三 j 人 pn 十 di 和 且 i (十 1，…，v 十 d} 
成 立 . . 

对 任意 的 4AE Ni, BE N,,z= BAE N,N,, 有 

8 = gzg2! = (go T(r go) = go' (A Bg < X. 


由 于 gz = 二 Bi),xr 有 很 多 的 块 Bi 等 于 零 , 我 们 可 以 设法 选取 适当 
的 z 使 g = (C8P),x, € 和 有 足够 多 的 块 为 零 , 进 而 得 到 所 需 的 
g1 EXw NI 

当 Na 一 Sp(r,， 开 ,五 :) 或 SUCGr 下, 已)(( 百 。) = jp), 或 当 
N, = SL(r, F) 时 ,对 每 个 s Ej 取 P(s) 二 TiG) GE NN,. 当 
N, 过 Or FH,) 且 NN; 之 GOCr, 瓦 ) 时 ,如 果 4d, = 1, 则 
红 十 s(Bo 一 了 ls EP 了 ) 是 SL(r, 玉 ) 的 根子 群 ,不 可 能 含 于 GO(r， 
下 ， 鳌 ) ,产生 亨 盾 . 故 d, 之 2, 从 而 pj 之 di 之 2. 因而 此 时 对 每 个 
sE€EF=F, 有 PO) =T,n,2(s)T,iz,1( 一 s) € N,. 在 这 两 种 情形 
下 都 有 zs) = PGs)@I” E N,@1, 从 而 g(s) = goz(s)gi! € 
X. 由 gz = 二 (Bi;)sx; 的 块 B= 0(Ypy 十 1 三 j 之 pn 二 ds 自 ig 
全 十 1，…,yv 十 d}) 知 gCs) 具 有 形式 

Tom O 


Ce ; 
8 [giag(sC,0) To-on 


式 中 CE MatsF. 且 rankC 二 nd,, d, 二 rank(P(1) 一 7) 二 1 或 
2. g(1) 定 驻 WW 中 所 有 的 向 量 ,而 vv 之 2 之 m, g(1) 也 就 定 驻 W,. 
如 果 g0) 多 Ti, 则 8 一 &S(G)EXw Nm 恰 是 本 引 理 所 需 要 的 . 
设 gQ1) E 了 则 由 8gQ) == (CPP)owv 的 块 Cu =T 及 C = 0 
(Vj 之 2) 知 g(1) € SL(n, F) BI. 于 是 C= Si 的 I", 对 某 个 
Si € MatsF. 从 而 g(s) = To(sS1). 由 


To = gC) = go'rt(Pls) ® Dr go = gi W Ps)) go 
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得 
Ti(sS1) = goTolsS1)go! Ee 了 人 GO P(s) E€ I © N,. 

这 允许 我 们 在 一 开始 就 取 5S, 代替 5S。, 从 而 P(1) 代 替 Bo, 化 为 
d; = rank(P(1) 一 7) = 二 1 或 2 的 情形 .由 4 = dr 一 2 或 22/r 
为 整数 值 可 知 只 能 4 之 r 或 7r = 2x. 

r 二 24 仅 当 d==1 且 4d; 一 2 时 可 能 发 生 .此 时 N, 三 OC(r, 下 ， 
Hi) 且 NN, 过 GOC(r, ,Hi). 当然 charF 关 2, 下头 Fs. 对 每 个 
sf€F*, 取 


z(s) = TosOTr, stra(— 5) 他 To 和 N, QI™, 


则 5 (s) = gz Zols)gz! € X. 另 一 方面 ， 82 一 (BBS ) ,x 的 块 
Bu 一 0CV7J 二 中 1=3)，B = (B Bn) € GL(r, F). 故 
g (1) = (Ci; )axx 的 块 C1s = 二，… 二 CC, 二 0. 目 C11= BT (1™)BI! 
E SLC 大) 与 Ta(1”) 在 SL(r, FF) 中 共 思 , 故 (C1 一 7)? = 0， 
且 rank(Cu 一 7) = 二 n. 显然 Cu 人 FT g(1) KSL(n, F) 的 1. 如 
果 8i 一 ECG) 人 多 工 对 某 个 6E F* 成 立 , 则 g1 € Xw NE 恰 为 本 
引 理 所 需 . 设 &(s)ETET 对 所 有 的 sE 玉 "成立 .既然 节 (1) 区 
SLln, F) @B1, 由 引 理 7. 2.6 可 知 g (1) ETQ SL(r, fF), 于 是 
g(1)=I"C, rank(g (1)—1)=n*rank(Cy,— I)=n.n. 
另 一 方面 ， 
rank(g (1) — 1) = rank(z (1) — 1) = 2n. 


故 22 = nn，n, 二 2, 二 4. 但 这 既 不 满足 条 件 v 二 1, 对 NN, 三 
COG，F， 万 :) 也 不 满足 r 过 5, 总 之 ,不 符合 引 理 对 n、r 的 要 求 . 
以 下 设 n 二 r. 对 每 个 PE€ Ni 有 


g(P) = gi(I™ © P)g;! = go'(P ODDg, EX. 


注意 ,gz 与 1@P 都 定 驻 W, 故 g(P) 二 (CP),w, 也 定 驻 Ws 即 
Ci 二 0 对 所 有 的 i 三 d 且 ;二 4d 十 1 成 立 . 
先 设 可 选取 Pp € Ni 使 区 二 g(P,) ¢ L. 对 每 个 C 一 
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一 pC' E€ Mat,F, 有 Ts(C) = BT CC) ET 一 (MEX， 目 对 
所 有 的 1 三 i 三 4 有 MM 二 0( 当 j 考 i) 或 Mi; 二 1” 即 T,(C) 定 
驻 Ww 中 所 有 的 向 量 ,由 dr 之 mr 知 T,(C) 定 驻 W。. 如 果 可 选 CC 
使 了 (CD ED, 则 gi = T,(C) € Xw NI 为 所 求 . 再 设 所 有 的 
TT.(C) ET,, 则 由 了 ,CC) 的 块 Mi = 二 TT 可 知 T,(C) € SLC FF) 
7. 化 为 已 解决 的 情况 1. 

以 下 设 g(P) = gos!'(P 的 go ET 对 所 有 的 PEN, 成立. 
特别 可 对 任 一 SE€ M= {5S € Mat.F15' 一 一 5) 和 PE Ni， 取 
A(S) E Ni 在 PE Ni 下 的 共 思 P= PiA(S)P7T!' € Ni. 按 我 们 
的 记号 , To(S) = A(5)@T, 记 包 = go1(P1@1"n) EX\D, 则 


T(S, PI) = g(P) = goT0(S) go' EL,. 


如 果 可 选 S 二 Si 关 0 及 Pi 使 了 (S:， P.,) € SL(n, F) OI, 用 g。 
代替 so 用 Si 代替 So 就 化 为 了 已 解决 的 情况 1, 在 剩 下 的 情况 ， 
所 有 的 T(S, P1) 都 含 于 了 而 不 含 于 SL(n, F) OO 了 . 当 F, 天 FE, 
时 ,由 引 理 7. 2. 6 知 所 有 这 些 T(S,P,) 都 含 于 1 的 SL(r, F). 当 
下 7 一 下: 时 , 按 定理 的 假设 vy 过 2， 显然 用 在 F, 上 的 维 数 盖 2 之 
[LF : Fj], 由 引 理 7.2.6 仍 可 知 所 有 的 TC(S, Py) 含 于 I SLCr， 
F). Ni 可 由 所 有 的 P14(S)P7! 生成 ,从 而 
g(P)= go (PODego = 1" PP) ETI SL, F) 
对 所 有 的 已 E Ni 成立 ,其 中 PCP)ESLC ,FF) 由 己 E Ni 唯一 决 
定 . g: 一 go!7 将 每 个 1? 四 己 E I" 四 Ni 共 斩 到 
gl Pg 一 人 PCP)ET SLC 三)， 

从 而 将 1 Ni 映 入 IT" SL(r, F). Ni 生成 的 加 法 群 等 于 
Mat.F, 故 g; 的 共 示 作用 也 将 MM, 二 I?@Mat.F 嵌入 M, 二 1" 
Mat,F. M; 与 M, 都 是 Ff 上 的 子 空间 , 维 数 分 别 等 于 nn?.r*. 由 我 们 


的 假设 二 r 有 dimM, > dimM,. M, 在 M. 中 的 幅 入 象 是 一 个 与 
M， 同 维 数 的 子 空间 . 这 又 反 过 来 说 明 dimM, 三 dimM,. 故 
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dimM, 一 dimM,. 从 而 n= 二 +, 并且 M 的 杠 入 象 等 于 M,, gi 的 共 
力作 用 诱导 出 齐 次 可 约 环 M, = M, = 1” 的 Mat,F 的 自 同 构 . 由 
第 2 章 中 引 理 2. 6.2 知 g; 具有 形式 


gi2 = AOBEGL(n, F)OGLn, F). 


但 8 一 Sor, 故 go 一 r4 1 的 B71) ET, 这 与 引 理 假设 相 牙 盾 . 
这 就 完成 了 情况 2 的 证 明 . 

情况 3 的 证 明 : T1(S)==goTo(S)gs'!= 二 4@B, 其 中 4、B 都 
不 是 单位 阵 . 只 须 考虑 A? 一 了 且 B? = 了 的 情形 . 记 

d = rankS, d, = rank(A — 1), d, = rank(B — 17). 


则 4 = Qir 十 dzn 一 2did;. 与 情况 2 中 同样 可 设 S = diag(A, O)， 
A E€ GL(d, F). 有 适当 的 z= P,@P,€(N,T(S)) 三 X 中 
(SL(n, F) OSL(r, FF) 将 4 名 B 共 思 到 z(4®B)z-'= A,%B 
使 A = A(A1), Bl = B(A,s), 其 中 A, € GL(di, F), A, € 
GL(d,, F). 不 妨 用 zgo € XND 代替 go， 从 而 用 z(A OW B)z-! 代 
替 A4@B, 化 为 4 = A(A1), B= BC(A,) 的 情形 . 记 go = (4;),x 
比较 等 式 


go(To(S)—1)= (4®B— 1)g, 


两 端的 前 ~ 行 可 知 (4 ,+ 4， vra) (A GCT) nd 
1 研 i 人 py 或 py 十 ds 十 1<i<r, 从 而 (4 v1 A ,+a) 的 这 些 
行 也 都 为 零 . 取 


gz = golT,r1,1(1) I")gs! 一 (Bi;) xn GE X. 


则 g; 定 驻 MatixwF 的 自然 基 向 量 e:(V1 三 i 过 [r/2] 或 [r/2] 十 
di 十 1 三 i 达 7). 如 果 g， I, 则 引 理 结 洁 论 (让 成 立 . 否则 ， gE 
让. 此 时 不 妨 在 一 开始 就 用 To(1) = 了 T,,,101) 的 1? 代替 ,CS)， 
化 为 @ = 1 的 情形 .由 于 nn 之 4 汪 >3 且 nn 二 r, 可 用 引 理 7. 2.1 得 
82 二 TT1(1) 含 于 SL(n, Ff) IT 或 16@ SL(r, FF), 化 为 已 解决 的 
情况 1 或 情况 2. 1 
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$7.5 Spy FDIGN 的 扩 群 


本 节 中 专门 讨论 N = Sp(xn, ,Hi) 的 情形 ,要 定 出 N = 
Sp(n, 下 , 万)@N 在 GLCnr, 下 ) 中 的 扩 群 .此 时 n= 2 是 偶数 ， 
上 且 宇 4. N, = Sp(r, F, Ha)(r = 2p 三 nn) 或 Ni = Or， 开 ， 
H,) (charF 2). 

设 六 天 和 过 GLCor, F) 且 蔗 区 了 D. 对 非 负 整数 三 nr, 记 


WW. 一 {(ai， °° nr ) 和 MatixnF |a; 一 0， Yi > 上 }，, 


并 记 Xw, 为 Wi 在 XX 中 的 稳定 子 群 ,只 要 能 设法 找 出 8&1 一 
CA;)sxr EX\D1 使 4 二 0 对 所 有 的 7 二 2 成 立 , 即 gE€ Xw\l, 
就 能 由 引 理 7. 4.2 或 7. 4.4 立即 得 出 所 需 结论 . 虽然 预先 不 知道 
这 样 的 g1 是 否 存 在 ,但 对 XX 区 TT 总 可 选 定 go = (4;),xn E 
Xw,\L 使 三 7r 最 大 .只 要 能 证 明 * ==r, 就 可 由 引 理 7. 4. 2 或 
7. 4. 4 得 出 定理 7.1. 2 所 述 的 结论 . 

设 & 二 +. 我 们 设法 推出 矛盾 . 

一 、 站 二 rr 的 情形 

定理 7. 1. 2 定理 7.1.3 的 证 明 (Ni = Sp(x, F, Hi) 且 
n 六 7 的 情形 )，. 

此 时 T= 二 T=GL(n, FF) GOGLCr F). 记 一 

N= Spln, F, HI)@IV TXZGLnr, F). 


先 设 一 0 : 对 每 个 1 三 j 达 nn, 记 w 为 4 的 第 一 行 .w， 
…, ws 是 下 上 个 7 维 行 向 量 ,由 守 r 知 它们 线性 相关 . 即 存在 


不 全 为 0 的 刀 , …, 加 EF 使 Dw =0. 存在 辛 方 阵 已 E Sp(n， 


F，H,) 使 它 的 第 v 十 1 列 的 元 素 依次 为 丸 ，…, 1 ,于 是 
&2 = golP GO TD) 一 (CB;;) nxn 所 X\T 的 块 Bi,uri 的 第 一 行 等 于 


2 Vw 一 0, 从 而 
7 
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Ti(s) 二 g2 CT,+1,1(5) 0 I)gz! € Xw,， Vs E F. 


由 二 0 的 最 大 性 知 应 有 Ti(s) ET. 由 引 理 7. 2. 1 并 考虑 到 n> 
r, 得 Ti(s) € SL(n, F) IT. 再 由 推论 5.6.2(1) 知 了 一 (g;， 
NN) 包含 gl E Xw\L， 上 二 r+, 这 与 = 二 0 的 最 大 性 相 矛 盾 . 
现在 设 1 二 这 n 一 1. g。 定 驻 Wi, 即 ge 的 前 & 行 含 于 We 
特别 所 有 的 41(j 二 2) 的 前 行 都 是 零 . 记 4 的 第 上 十 1 行为 
wj. 则 当 7 三 n 一 2 (从 而 4 一 1 之 r ) 时 ,nn 一 1 个 7r 维 行 向 量 w,， 
…，w 在 上 线性 无 关 , 存 在 不 全 为 0 的 , …, 入 EF 使 


Dw 二 0. 存在 辛 方 阵 已 E Sp(n, FH;) 使 它 的 第 v 十 1 列 的 


元 素 依 次 为 0， 和，…, 加 .于 是 gi 二 go(POT = (Bi)rxr €E XT 
的 块 Bi, vt 的 前 & 十 1 行 全 为 零 ， T= gz (Tn,1(1) 的 1) 
si EXw .4 的 最 大 性 迫使 了， E 工 , 仍 导致 牙 盾 = 7. 

最 后 剩 下 ~> 二 nn 一 1, 且 1 三 《三 n 一 1 的 情形 ,此 时 NN, 一 
Olr, 下 ,也 ,), charF 关 2, 特别 正和 三 .对 每 个 对 称 方 阵 $ = 


了 
(sxy €E Mat,F, 考虑 TT,(S) = ls 7 了 jers -人 在 go 下 的 共 


区 T1(S) = goT olS)go! 一 (B;j) ,x € Xw,. 记 g0o! 二 (CAs) ean. 则 
Ti1(5) 的 块 


y 
Bt = DD w+ Aj,v+1 一 >») siCi 
1, J=1 


1<i<j<， 
是 某 些 矩阵 CvE Mat,F 以 sj 为 系数 的 线性 组 合 . 由 TT,(5) 定 驻 
Wi 可 知 ,无 论 怎 样 选择 S，B,, ,ri 的 前 & 行 都 是 零 . 如 果 能 选取 
3 和 关 0 使 3, 的 第 4 十 1 行 的 最 后 ~ 一 4 个 分 量 全 是 0, 则 了 : = 
ES2(7 1， 1(1) © 1)gz! € Xw,,, 对 82 一 T,(S) 成 立 . 对 每 一 组 1 三 
i 之 j 达 vy, 记 wij 为 Ci 的 第 十 1 行 的 最 后 7 一 1 个 分 量 组 成 的 行 
向 量 . 则 由 


十 1)/2 一 人 一 1) 一 5 一 1)/2 一 (2 一 2》 
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1 3 1 7 
= 序 |， 2 < 8 二 0 
知 vG 十 1)/2 个 7 一 1 维 行 向 量 w; 在 FF 上 线性 相关 ,可 选 不 全 为 0 
的 s;;, 即 选 S 一 9%o 尖 0， 使 2 sw 一 0， 即 T0560) 的 (1,，v 十 1)- 


块 B， 的 第 十 1 行 的 最 后 + 一 1 个 分 量 全 为 0, 从 而 最 后 
r 一 上 个 分 量 全 为 0. 对 所 有 AGE 下 ,TCX4S6,) 的 (1,v 十 1) - 块 也 
有 同样 的 性 质 . 于 是 


了 T>(S) < TS)(7 (1L) CO 7DT CS):! € Xw 


«+1 


对 所 有 S = 5S,(XE F') 成立 .的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 T,(S) € 
TT. 如果 有 一 个 S = 45。, 使 T1(S〉& 下, 则 仍 可 得 有 = 二 r. 设 
T1(45。) E 工 对 所 有 的 AGE 已 成 立 .由 于 互 夭 局, 由 引 理 7.2.6 知 
T1(45o)(4 E FF) 或 者 全 含 于 SLC ，F) @ 7, 或 者 全 含 于 了 @ 
SLCr， 天 ). 如 果 了 (3 = 了 办 BE7TITQSLr,，F)， 则 由 
rank(B 一 J) 二 (r/n)rankS。 是 整数 及 ) 与 > 一 2 一 1 互 素 ,可 知 
7 整除 rankS,. 但 1 <rankS,<v<m， rankS。 不 可 能 被 ”整除 , 产 
生 牙 盾 . 故 7T,(S。) € SL(n, F)@T, 可 由 推论 5.6.2(3) 得 & 二 7， 
仍 有 了 矛盾 ， 

二 、 于 一 的 情形 , 且 当 z 一 > 一 4 或 6 时 Ni = Sp(r, FF， 
H,) 

先 证 明 下 面 的 引 理 , 它 彻底 解决 了 x 一 7 过 8 的 情形 ,也 为 解 
决 n = 二 + = 4 或 6 的 情形 走 了 重要 的 一 步 . 

由 于 ”= >， 在 这 里 了 = 下 U Tr. 

引 理 7.5.1 设 ”= 2 二 8，N: 一 Sp(a, PP, 刀 ,) 或 OO 忆 ， 
瑟 ;) ,NN 二 Spln, FF, 卫 ,) ON 满足 定理 7.1.2 所 说 条 件 . 设 N 一 
XX 三 GL ,FF), 且 XX 区 帮 . 设 已 选 g = (Ai)rx» 所 Xw,\L, 使 
上 三 双 最 大 , 则 : 

(1) 当 n 之 8 时 ,k= 二 x. 

(2) 当 n = 二 6 时 ,如 果 有 二 1, 则 衣 =n. 
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(3) 当 = 一 4 时 ,如 果 & 之 2, 则 & 一 郊 
证 明 取 g。 = (4;)sxr € XwNn 使 & 最 大 .并 记 go' 一 
(Aij) xn 当然 go' € Xw,\D. 
对 每 个 对 称 方 阵 S == (sx € Mat,F, 考虑 
1 0O 
7o(S) = : I 
在 go 的 共 轿 TC(S) = goTo(S)go' = 二 (Bij),xa E Xw,， 其 中 的 块 
已 + = 2 csiCs 是 一 组 与 $ 的 选取 无 关 的 矩阵 CE 
MatE 以 5 为 系数 的 线性 组 合 . 无 论 怎样 选取 S, T,(S ) 都 定 驻 
Wi，, DB,+i 的 前 & 行 都 为 零 . 车 能 选取 S 关 0 使 B1,,+i 的 第 十 1 
行 的 最 后 7 一 个 分 量 全 是 0, 则 


了: = g2(T,ur,1C1) C9 TD)gs! € 入 w 


对 &2 一 TCS) 成 立 . 对 每 一 组 1 三 i J 近 2 记 wij 为 C;; 的 第 
& 十 工行 的 最 后 ~ 一 1 个 分 量 组 成 的 行 向 量 . 则 我 们 要 选 S 关 0 使 
>)swwi; 二 0. 满足 这 个 条 件 的 元 素 组 (sj11 达 i 三 j 达 少 是 一 个 
i<ji 


齐 次 线性 方程 组 的 解 . 这 个 方程 组 的 未 知 数 的 个 数 是 xy 十 1)/2， 
方程 的 个 数 是 2 一, 解 空间 M 的 维 数 之 > 十 1)/2 一 (2 一 加 
一 VC 一 3)/2 十 久 . 将 每 一 组 解 (sj11 <i<j< /7) 生 M 与 相应 
的 对 称 方 阵 S = (si;),x, 对 应 起 来 ,可 以 认为 M 是 由 若干 S 组 成 的 
F- 空 间 , dimM 之 v@ 一 3)/2 十 不. 

当 y 二 4 ( 即 n 二 8), 或 当 v= 二 3 且 二 1, 或 当 v= 二 2 且 k 二 
2 时 ,都 有 dimAM 之 1, M 关 0. 此 时 对 每 个 SE M 和 sEF 有 
Ts(s, S) 一 TS) DT1(S)-! EE Xw .的 最 大 性 
迫使 所 有 这 些 T,(s, 5S) € 了. 

当下 冯 F, 时 ,如 果 可 选 5。 使 T1056。) & 械 ,用 引 理 7.4.6 可 
由 所 有 的 T,(s, So) € Tls EFA) 推出 & 一 r。 否则 ,所 有 的 
Ti(S) €E TI(S € M), 但 go& 局 , 仍 可 用 引 理 7.4.6 推 出 上 一 >. 


je € N 
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设 ==F,, 从 而 和 Ni == Ni 二 Spl, F，，H1). 先 设 可 选 So E 
M 使 B=T,(So) 区 帮 , 但 T, 一 Bz,(T,41,1(1) 的 1)871EDD. 注 
意 n = 二 r+ 关 3, 故 引 理 7.2.1 中 的 例外 情形 (iii) 不 出 现 , T, ET. 由 
引 理 7.2.1 知 T,€ SL(n, FF) 或 T,€ 1 的 SL(n, F). 于 是 引 理 
7.4.6 的 结论 (成立, 三 再 设 T1(S) € 了 对 所 有 的 SEM 
成 立 . 由 地 王 ”一 2v 是 偶数 知 引 理 7. 4. 6 的 例外 情形 (证 ?不 出 现 ， 
所 有 的 T,(S) €E TT, 引 理 7. 4. 6 的 结论 (i) 或 (ii) 成 立 , & 全 
[>/2] =v 之 2. 如 果 & 二 3, 则 dimM 盖 2, 引 理 7.4.6 的 结论 
(ii) 不 成 立 , 只 可 能 是 结论 (i) 成 立 ,& 一 +. 结论 (ii? 成 立 仅 当 = 
”一 2, ?一 ”一 4. 但 此 时 定理 要 求 g。€ 久生 Ol(16, Fi, Q). 这 
迫使 ge 一 (A;)sx4 的 块 4 的 后 两 列 为 零 , T) = 8o(T3 1) @ 站 
go  € Xw,. 上 = 2 的 最 大 性 迫使 T, ED. 仍 可 由 引 理 7. 2.1 及 
7.4.6 得 到 = 二 + 一 4, 仍 有 矛盾 . | 

当 n 二 r+ 之 8 时 ,在 任何 情况 下 都 可 由 引 理 7. 5.1 得 出 上 一”， 
由 引 理 7. 4. 2 立即 得 到 所 需 结论 . 

对 ”一 ~ 一 4 或 6 的 情形 , 剩 下 需要 做 的 工作 是 :排除 &= 0 的 
可 能 性 ;以 及 在 =” 一 ”= 4 时 排除 & = 1 的 可 能 性 . 

为 了 排除 & == 0 的 情形 ,我们 先 证 明 一 个 关于 方 阵 的 辛 相 抵 
的 引 理 . 虽然 本 书 只 需 用 到 ”= 4 或 6 的 情形 ,但 关于 辛 相抵 的 结 
果 本 身 也 有 独立 的 价值 ,因此 在 下 面 的 引 理 7. 5. 2 中 我 们 处 理 了 
一 般 的 维 数 ”= 2 的 辛 群 . 

引 理 7. 5.2 设 2= 2v, 下 是 域 ,并 且 可 逆 交 错 和 矩阵 人 € 
GL(n, 玉 ) 具有 标准 形式 ，Ni = Sp(n, FF, 五 ). 则 对 任意 的 A € 
GL(n, 请 ), 存在 辛 方 阵 Pi、P; EN 将 4 相抵 到 


1™ O J x 
Par,= | 让 关中 一 | | 


C O 

0 1 0O 0 
J=| 5 7 ?leoLa, mm 不 可 
| 


Qo Ql 0-l 
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且 当 D 一 了 时 可 以 使 C = 0. 

证 明 引 理 中 说 J 不 可 约 ,是 指 它 在 Mat1x,F 上 的 作用 不 可 
约 , 即 Matix,F 是 不 可 约 的 FLJ 模 . 这 等 价 于 说 J 的 特征 多 项 式 
p(X)=x'C— QT aix Qo 在 FLzj 中 不 可 约 9 FLJ] 衬 
FLx1/(p(x)) 是 FI 的 7 次 扩 域 . 

按 几 何 观点 ,Ni 是 作用 于 VV 二 Matix 上 关于 内 积 
f(x, y) 二 XHy 的 辛 群 . 在 此 先 选取 PP, € Ni 使 P14 的 前 v 行 
张 成 V 的 极 大 全 迷 向 子 空间 , 则 由 Witt 扩张 定理 知 存在 P: € Ni 
使 己 4P; 具有 形状 | 。 |, 再 用 GLGv，F) 对 DD 作 相 似 即 可 . 

设 {eli 近 ;过 四 是 了 的 自然 基 . 记 4 的 第 ; 行为 w. 考虑 4 
的 Gram 方 阵 C = 二 AHA' = (gi;)sxn, 其 中 8g; 二 fla;, ai).G 是 可 
逆 交 错 方 阵 . 记 C 的 第 i 行为 B.. 如 果 能 选 PE Ni 将 G 相合 到 
Gi 二 PIGP1 使 Gi 左上 方 的 v 阶 子 方 阵 为 零 ,就 说 明 P14 的 前 v 
行 张 成 V 的 v 维 全 迷 向 子 空间 .G 的 第 一 行 B= (0, gis，…，, g1,) 
的 第 一 分 量 为 0, 说 明 它 与 e+i 正 交 . 由 Witt 扩张 定理 知 ,存在 辛 
方 阵 z E Ni 在 定 驻 es 的 同时 将 pr> Biz E (es,， ev+z) (实际 
上 , 当 Bl & (eti) 时 可 使 Biz 二 est2). 注意 z 的 转 置 x 也 是 和 N, 中 
的 辛 方 阵 . 并 且 = 在 定 驻 w+: 的 同时 也 就 定 驻 e 直 1, z 的 第 一 列 为 
(1,， 0, …,，0)', 从 而 x’ 的 第 一 行为 (1,，0,…,0),z'Gz 的 第 一 行 
就 是 Gz 的 第 一 行 Biz, 含 于 《e+1，ev+2》， 它 的 前 ”个 分 量 和 最 后 
“一 2 个 分 量 都 为 0. 由 于 zx'Gz 仍 是 交错 方 阵 , 它 的 第 一 列 的 前 v 
个 分 量 和 最 后 v 一 2 个 分 量 也 都 为 0. 一般 地 , 设 已 选取 PE Ni 使 
Gi 二 PG1P' 的 前 4d 行 合 于 (esii，…, erat1), 并 且 已 选 P 使 4 过 
”一 1 取 最 大 值 . 由 G, 是 交错 方 阵 ,可 知 它 的 前 4 列 的 前 v 个 分 量 
全 为 0. 特别 G, 的 第 d 十 1 行 wzti 的 前 a 个 分 量 全 为 0. 作为 交错 
方 阵 ,Gi 的 第 (d 十 1, d 十 1) 分量 当然 为 0. 这 样 ， uzt1 的 前 d 十 
1 个 分 量 全 都 为 0. 当 4d =v 一 1 时 ,这 已 经 意味 着 Gi 的 左上 方 的 
阶 子 方 阵 是 零 方 阵 , 恰 如 所 需 . 如 果 4d 二 v 一 1, 这 意味 着 x+ 与 全 
迷 向 子 空间 (er，…， etat1) 正 交 , 存 在 着 = E Ni 在 定 驻 所 有 的 
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ev 二 1 jv+d+1) 的 同时 将 za+tr> wsnzi GE 〈ej 必 十 过 
j erars). ZGzi 一 (zi P)G (zi PY 的 前 d 十 1 行 含 于 《ej;|v 十 
1 三 j 入 etatz), 且 x4P E€ Ni, 与 d 的 最 大 性 相 蔬 盾 . 
这 就 证 明了 ,存在 PE Ni 使 PiGP! 的 左上 方 的 v 阶 子 方 阵 
为 零 方 阵 . 也 就 是 说 , P14 的 前 vy 行 张 成 v 维 全 迷 向 子 空间 . 由 
Witt 扩张 定理 ,存在 P; € Ni 将 P14 的 前 v 行 分 别 送 到 前 v 个 自 


7 0O 
然 基 向 量 el， ey 。 即 PaP, 具有 形状 | D|' 基 中 De 
GL(v, D). 用 任意 的 diag (P' "1, P) € Ni(P € GLQ, F)) 对 
P1AP; 作 相 似 变 换 , 仍 保持 前 述 形状 ,同时 将 D 换 成 PDP-'. 适 


J x 
当选 取 ,可 将 D 化 为 引 理 所 要 求 的 形状 DD 二 | a } 


了 O 
现在 设 A = | 了 ,我们 下 明 可 尾 4 六 相抵 到 ding 四 
为 此 ,我们 设法 选 对 称 方 阵 $ = (Si;) xv E Mt* (vy, F) 使 C 十 
JS 也 是 对 称 方 阵 . 若 这 样 的 $ 存在 , 则 取 辛 方 阵 
| | 了 | 
P= 和 P, = 9 
Ss 了 一 (C 十 JS) 了 
就 可 使 P,4P, = diag (I，, J 了). 
设 对 称 方 阵 S (Sij) yx, 而 C 一 (co ) xy 先 取 S 的 第 一 行 和 
第 一 列 的 所 有 的 元 素 53 一 3 一 0 Yl 三 i 三 y, 则 


CH clz 十 522 cb 十 Sm 
C21 Cz 十 S32 co 十 Sa 
C+JS= 
Cl G2 二 TS oo Cb 二 5% 
Cl Cw 十 2 cn 十 多 


其 中 y = 了 as V2 三 jw 先 对 2 三 j 三 v 进 取 s 一 
Sj2 一 Ci 一 C19 则 C 十 .JS 的 第 一 行 与 第 一 列 互 为 转 置 . 一 般 地 ， 对 
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2 三 d 三 v 一 1, 设 已 选 定 5 的 前 d 行 和 前 4 列 使 S 的 前 4 行 与 前 
d 列 互 为 转 置 , 并 且 C 十 JS 的 前 d 一 1 行 与 前 d 一 1 列 互 为 转 置 . 
则 C 十 25 的 第 d 列 的 元 素 已 经 确定 ,但 第 4 行 的 第 4d 十 1 至 第 v 
列 的 元 素 含 有 未 经 选 定 的 参数 sz 对 d 十 1 三 7 三 vy 一 1 选 Sat1j 
一 5a41 一 cz 十 5 一 ch 对 一 7 选 ssrm 三 soil 一 cz 十 多 一 
Cd 则 S 的 第 a 十 1 行 与 第 d 十 1 列 已 选 定 并 且 互 为 转 置 ,而 C 十 
JS 的 第 d 行 与 第 d 列 也 已 互 为 转 置 . 按 此 递归 过 程 即 可 选 定 $ 
所 有 的 元 素 , 使 C 十 VS 的 前 v 一 1 行 与 前 v 一 1 列 互 为 转 置 ,C 十 
JS 也 就 是 对 称 方 阵 了 . ‖ 

现在 回 过 来 重新 处 理 n= 二 r 二 4 或 6 时 N= Spln, F, Hi)@ 
Splr, 下 , 及;) 的 扩 群 和 的 类 型 问题 . 由 于 有 了 引 理 7. 5. 1, 只 须 
再 证 明之 1, 以 及 在 ”一 4 时 证 明之 2, 就 可 完成 当 NN = Sp(n， 
fF, HH) 四 Sp(r, FF， HH,) 时 对 于 定理 7. 1. 2 的 证 明了 . 

引 理 7.5.3 设 ” 一 2 一 4 或 6,Ni=Ne 一 Sp(z, F,H,)， 
NN = Ni @ N; 如 定理 7.1.2 所 述 . 设 N< 二 XX 和 GL(n:, F), 上 且 
XX 了. 取 go = (A;),x € Xw,\ 了 使 k 三 nn 最大, 则 k 之 1. 

证 明 为 叙述 方便 ,对 任意 一 对 1 三 i, j 三 n, 用 6 表示 V = 
MatixxF 的 第 (i 一 1)xn 十 7 个 基 向 量 ; 并 且 记 xw = eigo, 它 也 就 
是 g。 的 第 (一 Dn 十 j 行 . 设 enll 三 i 三 n) 张 成 F- 空 间 U， 
ey(l 三 j 三 n) 张 成 所 空间 W, 则 V=U@rW, 并且 N= Sp(U， 
fu) SpCW, fw), fv、fw 分 别 是 UW 上 由 交错 方 阵 五 | 定义 
的 辛 内 积 . 

每 个 行 向 量 xE V 也 可 写成 矩阵 [wj] = (6i),xs € Mat, 严 的 
形式 ,其 中 a 是 的 第 (i 一 1)n 十 7 分 量 .对 任意 4、BE GLCn， 
了 ), 则 有 [xz(4 @ B)] = 4'[wjB. 对 V 的 任意 子 集 5 ,我们 记 
[Sj = {[ujlu € S$}. 

假定 == 0. 我 们 设法 导出 矛盾 . 

(7. 5.3.1) 由 上 & 一 0 导致 的 若干 性 质 : 

如 果 go 的 某 一 块 Aij 不 可 道 ,用 适当 的 (Pi © DgolP, © 
1T)(P,、 P.€N, 是 置换 阵 ) 代 替 g。 可 使 Ar 不 可 逆 . 有 P EN, 
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使 P41, ,1 的 第 一 行为 零 , 用 (1 Q@ P)g。 代替 go 可 使 4 的 第 
一 行为 零 . 于 是 T(s) = goT,1i, 1(s1)go! € Xw, 对 所 有 的 sEF 成 
立 .& = 二 0 的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 T(s) € ,由 引 理 7.4.6 可 知 
这 导致 上 一 ?2. 

故 所 有 的 4 可 道 ,并 且 由 于 可 用 任意 (P @ 7Dg。 或 go(P 四 
DCP Ni) 代替 go, 从 而 可 以 用 任意 线性 组 合 24%Ai 或 者 


27%NAs(h，…， 入 E 下 不 全 为 0) 代替 Ai;, 所 有 这 样 的 线性 组 合 


也 应 当 可 首 . 

go 的 每 一 行 xz 对 应 的 方 阵 [zi 也 应 当 可 道 . 若 不 然 , 存 在 
P € NN 使 [ujP = [wi(P 的 了)] 的 第 一 行为 零 . 用 golP@D 代 
蔡 go, 就 化 为 4 的 第 j 行为 零 的 情形 ,导致 4 不 可 逆 . 由 于 可 用 
任意 的 (P17)go (Pi E€ NN1) 或 者 (1 的 P,)go(Ps EN,) 代替 go， 
从 而 用 任意 的 线性 组 合 2 Le 了 或 2 [wj …, 加 EF 不 


全 为 0) 代 替 [uj， 所 有 这 样 的 线性 组 合 也 应 应 当 可 逆 . 记 克 ; = 
(wyjll jn), Di = (nll i<n), 则 [WJ 和 [UJ 中 的 非 零 
方 阵 都 可 道 . 

(7.5. 3.2) g(z) 一 gozgi' € Xw (z GE No ) 不 含 于 的 条 
件 : 

记 NN 是 un 在 NN 中 的 稳定 子 群 , 则 对 每 个 z € N,， g(z)= 
goxgo! 的 第 一 行 等 于 gogr ! 的 第 一 行 (1，0，…， 0), 即 g; € Xw,. 
如 果 能 选 z 使 gs & T,, 则 已 得 到 所 需要 的 结论 二 1. 

下 面 来 看 g(z) = (Bij;)nx» gl 的 条 件 , 如 果 g(z) ET,= 
GL(n, F) GL(n, 让 ), 设 g(z) = 4@B = (aiB),x,, 则 每 个 块 
Bi; 二 aiB 可 逆 ( 当 or 关 0 ) 或 等 于 零 ( 当 ai; = 0). 因此 ,如 果 某 个 
块 B; 非 零 而 又 为 奇异 , 则 g(z) 4 TT。. 特别 所 有 的 Bi;(j 之 2) 的 第 
一 行 都 已 是 零 ,是 奇异 方 阵 . 如 果 能 选 z 使 B1,(j 二 2) 不 全 为 零 ， 
则 g(z) & TL. 

下 面 讨论 怎样 使 Bi,(j 二 2) 不 全 为 零 . 对 任意 1 三 i, j 达 nn， 
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记过 为 gi 的 第 :一 1)x 十 7 列 , 则 wjvty 恰 是 矩阵 gogs1 一 工 的 
第 (i 一 Dn 十 j 行 .第 C' 一 1)n 十 了 7 列 的 元 素 , 仅 当 i 一 六 且 7 一 
7 时 等 于 1, 而 在 其 余 情况 下 全 为 0. 每 个 行 向 量 x EV = 
MatixwzF 可 了 唯一 地 写成 = 2 a 的 形式 ,其 中 的 系数 a; 恰 
是 wgo' 的 第 (i 一 Dn 十 j 分 量 .wgs' 的 最 后 (n 一 1)n 个 分 量 全 
为 0 的 条 件 是 所 有 的 系数 aij(i 二 2) 全 为 0, 即 ux € Wi. 而 Bi 
(j 之 2) 全 为 零 也 就 是 所 有 的 xuzgi ' 的 最 后 (n 一 1)n 个 分 量 全 
为 0, 其 条 件 是 zuz € 克 Vi. 也 就 是 z 定 驻 Wai. 如 果 有 某 个 x E 
Wi 使 fxzj] 一 [xj 非 零 然而 不 可 道 , 则 xz 一 x & Wi, 从 而 
uz 多 Wi1, 这 将 导致 g(x) & TL. 

要 使 g(z) KT 了 ,还 应 使 g(z) & Dor, 即 gC(z)r = (Cij),xn 
儿 了 D. 注意 ,z 也 定 驻 el, 从 而 g(z) 定 驻 ei1, 所 有 的 Ci;(j 之 2) 的 
第 一 行 也 都 是 零 . 只 要 能 选取 = 使 Cv 关 0 对 某 个 jy 二 2 成立, 则 
8(z) 多 Lor. 但 Cu 的 各 列 依 次 是 各 By 的 第 j 列 .要 使 C1j(j 之 2) 
不 全 为 零 ,只 要 使 某 个 Bi 的 最 后 一 1 列 不 全 为 零 即 可 . 为 此 ,只 
须 使 Wiz 不 含 于 Ui. 如 果 能 选 Ziv ZE 人 9 使 得 对 某 个 u € Wi, 
Alz;) = [uz;] 一 [uj(i = 1, 2) 都 非 零 且 不 可 北 , 并 且 A(z1) 一 
A(z2) 一 Luz1ij] 一 [uzsj] 也 非 零 且 不 可 遂 , 则 wzi、 uzz 都 不 含 于 
Wi, 并 且 它 们 的 差 不 含 于 Ui, 因而 不 可 能 同时 含 于 U. 其 中 必 有 
一 个 xzi & Wi UU Ul, g(z;) € Xw \D. 

下 面 就 来 具体 寻找 上 面 所 述 的 z:、z2: 首 先 ,要 知道 怎样 的 
zx E 定 驻 wi: 对 一 般 的 xl, 这 很 难 判断 . 因此 ,我 们 希望 用 适当 
的 goCP OP) EXNCP，P € N = Ni) 代替 go, 从 而 用 与 
[Luuj] 辛 相抵 的 方 阵 Ps [zjP， 代替 [zij, 将 [wj 化 简 . 由 引 理 


1 0 
7. 5.2 可 知 ,通过 这 样 的 辛 相抵 可 以 使 [uj] = . | ， 其 中 


Sy 关 
D, = . | E€ GL(y, F), J 是 具有 引 理 7. 5. 2 所 述 形状 的 z 


阶 不 可 约 方 阵 . 
现在 可 以 找 出 N,, 中 的 一 批 元 素 ,每 个 v 阶 对 称 方 阵 
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S I 
O 
— DS I 


z(S) = B(S) OA(— D,S) EN, 


则 [unz(CS)] 一 A( 一 DS)[aun dBS) = [au1)], z(S) 定 驻 Uli. 

下 面 指出 怎样 选择 对 称 方 阵 3$ ,使 DiS 也 是 对 称 方 阵 . 对 每 个 
t 维 列 向 量 0 夭 y E Matwx, 依次 以 y， Jy，J?y,，… ,J'!y 为 各 
列 组 成 一 个 上 阶 方 阵 So(2). 则 可 验证 So(y) 是 对 称 方 阵 , 由 J 不 
可 约 知 So(?) 可 道 . 且 对 于 J 的 任意 非 零 多 项 式 


f(T) = cl + ed + + oT! € FEJ] 


有 fC(J)Soly) 二 So(f(J)y), 它 也 是 可 逆 的 t 阶 对 称 方 阵 . 特别 
JSoly) = So(Jy) 是 可 逆 对 称 方 阵 . 取 

S(y) diag (So(y), O*-?), 
则 Sl(y) 是 2 阶 对 称 方 阵 , 并 且 DIS(y) = 一 diag(Su(CJy),O) 是 对 称 
方 阵 . 因此 ,由 每 个 非 零 上 维 列 向 量 y 能 够 得 到 一 个 z(S(y)) € 
N, 


dy 


I O 
S E M+ (vy, F) 对 应 于 一 个 B(S) = | EN;. 如 果 D1,S 也 


是 对 称 方 阵 , 则 4( 一 DiS) 一 |s Vi. 选取 


A 8B 
条 个 W， 1 = 
对 每 个 x € 记 [z] 站 
则 对 每 个 =(S) E N。，, 有 
Alu, S) 一 [Lxz(S)] 一 [zj] 
| BS 0 
~ [IpSs— DSA— DSBS — D,SBJ 
只 要 能 选 MatxF 中 的 非 零 向 量 yi、 yz 使 A(w， Sy))(i = 1, 2) 
及 Alu, SC(y1)) 一 Alu, S(y,)) 都 非 零 且 奇异 ,就 证 明了 二 1. 


注意 ,[Wi] 是 上 维 空间 , 且 其 中 的 非 零 矩 阵 都 可 逆 . 特 
别 , Lu] € [Wj] 的 第 一 行为 零 当 且 仅 当 w 为 零 . 这 说 明 , 从 到 


| 全 4， B,C, DE Mat,r. 
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[zj 的 第 一 行 的 映射 是 fF- 向 量 空间 Wo 到 Matix, 丰 的 单 同 态 , 从 
而 是 同 构 . Lu] € [Wj 的 第 一 行 取 遍 Matix,F. 

(7. 5.3.3) t 二 v 的 情形 : 

设 t 二 v, 则 对 每 个 y 关 0, Al(u, SCy)) 的 块 BS (Cy) 奇异 ,从 
而 Alu, SC(y)) 奇 异 , 只 要 能 选 出 y 使 BSC(y) 关 0, 则 Alu, SC(y)) 
非 零 且 奇 异 . 只 要 能 选 y、 yz 使 BS(y) 关 0 对 y= yy、 ys、 yi 一， 
都 成 立 , 则 ACu, SCy))Gi=1,2) 及 Alu, S(y1)) — Alu, S(y,)) 
都 非 零 且 奇异 ,这 导致 上 之 1. 

由 于 [xj€LWj 的 第 一 行 可 以 取 遍 Matix.F, 因而 可 选 [x] 
使 B 的 第 一 行为 (1, 0, …, 0),BS 的 第 一 行 等 于 5 的 第 一 行 . 除 
了 t==1 且 F = F, 的 情形 外 ,总 可 以 在 MatwxF 中 选 两 个 不 同 的 
非 零 列 向 量 yy、y2, 于 是 SCy1)、SCyz) 以 及 SC(y1) 一 SC(y,) = 
5 (yi 一 y) 的 第 一 行 都 不 为 零 , 从 而 BS(y) 关 0 对 y= yi、 yi、 
3 一 yz 都 成 立 , 恰 如 所 需 . 

现在 设 上 = 1 且 F = Ff,. 此 时 MatixiR 中 唯一 的 非 零 列 向 量 
是 1, SG) = diag(1, OD?). 取 z = z(S(1)), 则 uz 区 Wi',， 
8g(z) 多 I. 如 果 g(z) E Tor, g(z) 一 (4 因 B)r. 由 2 一 7 了 知 


8(z)’ = (AB)r(AWB)r= ABOBA=1, 


导致 4B= BA=1,B=A-',g(z) = 二 (4Dr(A@1D71. 由 
rank(z 一 1 了) 二 2x 一 2 得 


2n— 2= rank(g(z) 一 7) 一 rank(r 一 门 
= (nC— 1)n/2, n= 4. 


设 n 二 4. 只 要 能 选 秩 为 2 的 对 称 方 阵 $ 使 DS 也 是 对 称 方 
阵 , 则 对 z = z(CS) 有 


rank(g(z) — 1) = 8rank(r — 1) = 6, 


g(z) 就 不 可 能 与 + 共 思 g, 因 而 就 不 可 能 含 于 Tur. 只 要 选 一 个 5 使 
Alu, 5S) 非 零 且 奇异 , 则 g(z(S)) 不 含 于 Tu, 从 而 不 含 于 T， 
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1 


现在 Dl = | 


a 如 果 6 二 1, 则 可 以 用 适当 的 PD,P-， 


(P € SL(2, 2)) 代替 D,, 变 为 PD; = | | 的 情形 . 对 这 样 的 
Di, 选 S = I 或 S 2 Ei 十 FE, 都 能 使 DS 对 称 . 如 果 
B—Ss | 


x x 


ACS) = [uz(S)] — [uJ — fun] = | 


可 道 或 为 零 , 则 已 一 S 可 道 或 为 零 . 但 可 选 [uj 使 B 的 第 一 行为 
(1, 0), 取 S = 了 就 可 使 妃 一 7 的 第 一 行为 零 , 从 而 妃 一 [不可逆 ， 
迫使 B 一 T= 0, B = 二 了 但 此 时 又 可 选 $ = Ei 十 Ez, 得 到 B 一 


1 
(7.5.3.4) t 二 vy 的 情形 : 


8 | 1 既 不 为 零 也 不 可 道 , 故 总 能 达到 目的 。 


此 时 
0 1 0 0 
OO I ‘0O 
0 0 0 1 
dao al … ail 


在 MatixwF 上 不 可 约 , K 二 FL[Jj 是 FI 的 v 次 扩 域 . 且 按 引 理 
7. 5. 2 可 经 过 辛 相抵 将 [xn ] 化 为 准 对 角形 [zj] = diag(T，.7). 

对 任意 0 六 y E Matwxi 开 ,天 y = MatvxiF. 由 {Vi|0 达 i 过 
»v 一 1) 是 KK 的 F- 基 知 {J'y10 二 iv 一 1) 是 MatwxiF 的 基 , 以 这 
组 基 为 列 的 方 阵 SCy) 可 道 。 对 任意 的 9€ K* ,SC(0y) =0S(y) 也 
是 可 逆 对 称 方 阵 , 96S(y) = (6S(y))' = SC(y)9. 对 所 有 的 5S = 
S(y) 关 0, 都 有 g(z(5S)) € Xw. 只 要 能 选 S 使 g(z(S)) & 工 , 则 
k 过 1 . 若 不 然 , 设 所 有 的 gC(z(S)) € PP ,设法 推出 矛盾 。 


en 4 B 这 3 
中 一 | 人 De [WJ 的 第 一 行 可 取 记 
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Matix ,可 选 B 的 第 一 行 不 为 零 ,从 而 B00. 如 果 g(z(S)) € 
To， 则 


[vw(S)] = Al(u,S) = [xz(S)] — [wu] 


_ {BS O 
[lx 一 JSB 


|e rw] 


如 果 g(z(bS?》E 了 ,0 € 天 "， 则 还 有 
[zw(S,9)] = AC(w(S),05) = [v(S)z(05)] 一 [o(CS)] 


O O 
| JOSBS —JSBOS O 

情况 1 charF 关 2， 

由 gz(S)) ET 知 g(z(29)) 二 g(z(S))* ET， 从 而 
[w(2S,1JELm .但 [mw(2S,，1)] 显 然 奇 异 , 县 左下 角 的 块 
一 J1S$BS 一 JSB1S = 一 2JSBS 天 0. 非 零 且 奇异 的 [ww(2S ,1)] 
不 可 能 含 于 [W ,产生 了 矛盾。 

情况 2 charF =2 且 下 关 FF,: 

对 任意 和 GE F* , 取 辛 方 阵 


人 一 diag (A ™”, Ah 7 ) € Sp(ln, FE, 已 )， 


| [Cw]. 


则 ALun A”! 5 [zn] ,这 说 明 h(4) 一 人- QA! EN 定 驻 ii。 

8(4) 一 goh()85 € Xw， 若 所 有 的 g(4) (4 E€ FF*) 都 含 于 工 , 则 
A B 

所 有 的 g(2)* 一 52 都 含 于 Ts. 选取 [x] = | D| E [Ww] 使 


B 关 0. 由 于 charF = 2 且 F 关 Ff, F'* 的 平方 元 的 集合 fF"? 二 
{X14 € F*} 中 至 少 存在 两 个 不 同 的 不 等 于 1 的 元 素 太 、%. 对 
4 一 AG 一 1 2)， 4 天 1， (2 十 1) 一 2 十 人 -ER 对 
4 三 4、?, 按 我 们 的 假定 都 有 &(CA) E Fo, 从 而 


[va)] = (十 1)-CExsx(C)] 十 [zx]) 
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O RB 
| € [LW], YA 一 个， A,, 


C 0 
[wj] = [v0)] 一 [Ca 


= (XO— *) Ce E [LV 
I 1 2 O O 12e 


但 显然 [wj] 奇异 ,上 且 由 惟一 忠 关 0 及 B 关 0 知 [wj] 关 0 ,这 样 的 
[wj 不 可 能 含 于 [Wj], 产生 矛盾 . 这 就 解决 了 charF 一 2 且 F 关 ， 
的 情形 . 

情况 3 FF =F,: 

由 于 当下 = Fi 时 预先 假定 了 


XGOw, F, HI® H»), Qun) = 0. 
但 Qun) = TrJ = a 这 迫使 a,-1 = 0. 
0 1 

当 # 一 4 即 v 一 2 时 ,J 一 |” ，| 可 约 .产生 矛盾 

设 n 二 6,v 二 3 ;映射 9: 一 T/T， 0 一 g(z(0S))T 是 群 同 
态 , |Kerg| 过 IK| 一 4. 取 0%S(0 关 0,€ Kery) 代替 S$, 可 设 
g(z(5)) € Tw.V 0E€ Kerg, [w(S,0)] € [Wi] 迫使 J9SBS 十 
JSB0S = 0, 0SB = $B0, SB 中 心 化 Kerp, 而 Kerp 生成 环 玉 , 故 
有 三 0E 天 "，BS 王 SS 10S=S S09 一 凡 . 可 选 巨 与 JS-: 的 
O 
ds S 


¥ 


第 一 行 相 同 , BS = ,JSB = 了, [u] = [v(S)] = 六 


LW,j. 取 
= 1 0diag(J’'-!, J) € T1606 Sp(6, EF, H.,) » 


T 0O 
则 [ug] = | ' 但 W, 是 全 奇异 子 空间 , 故 0 = Qu) = 


Q(wg) = Tir(7) = ao. 但 这 导致 y 不 可 道 , 仍 有 矛盾. | 
引 理 7. $5.4 设 Ni = N, = Sp(4, F,， H), 六 一 NAN: 如 
定理 7. 1. 2 所 述 . 设 N 二 XGL(n?, F),; 有 旦 XX 区. 取 go = 


410 第 7 章 张 量 积 结构 的 稳定 子 群 


(hi)sxn E Xuw AN 使 入 最 大 , 则 4 全 2. 

证 明 当下 = FF, 时 , 仍 取 引 理 7.5.1 中 所 说 的 7T6(S) € 
N, 了 I, 得 到 T1(S) = goTo(S)go5' 一 (Box € Xw,. 并 设法 选 
取 S 关 0 使 Bi; 的 第 2 行 的 后 三 个 分 量 全 为 0. 但 由 于 此 时 按 定理 
7.1.2 的 假定 有 XX 三 Ol?, 下 , Q), T1(S) € Xw 迫使 Bs 的 第 二 
列 总 是 为 零 . 因此 ,只 要 再 选 Bi 的 第 二 行 的 最 后 两 个 分 量 为 零 就 
行 了 . 而 满足 这 一 要 求 的 全 体 5S 组 成 的 集合 M 是 由 两 个 方程 组 成 
的 .三 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 , 解 空间 的 维 数 二 1 ,于 是 仍 可 
由 引 理 7. 5. 1 的 推理 方法 得 出 结论 过 2. 

以 下 设 正 关 忆 ,由 于 ToCS)E Ni1@I(S E M+ (2, F)) 中 可 
以 独立 选取 的 参数 只 有 3 个 ,而 需要 满足 的 条 件 (方程 个 数 ) 也 是 
3, 不 能 保证 总 有 非 零 解 5. 我 们 设法 在 N, @7 选 取 不 同 于 To(S) 
的 形式 的 元 素 , 以 增加 独立 参数 的 个 数 . 


令 每 个 行 向 量 = (5，…，s) E MatixsF 对 应 于 一 个 矩阵 


1 0 


0 0 
SI 1 0 

1 

0 


I® € SL(4, F)OIY, 


1 


1 
则 3 中 有 5 个 独立 参数 .但 要 使 T(3) € Sp(4, F, 有 H,) 四 1, 3 还 
需 满足 一 个 约束 条 件 ， 
5152 十 54 一 5s 二 0. (7.5.1) 
因此 ,独立 参数 的 个 数 大 体 上 可 以 说 是 4 个 . 
现在 证 明 :可 选取 满足 上 述 约束 条 件 的 S ,使 
T= goT(S )gr! 一 (Bo 


的 块 B1: 的 第 二 行 后 三 个 元 素 全 为 零 . 
先 不 考虑 约束 条 件 (7. 5.1), 记 
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二 {SE MatixsF|B1s 的 第 二 行 后 三 个 元 素 全 为 零 }， 
则 M 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ,未 知 数 的 个 数 为 5, 方程 
的 个 数 为 3. 因此 , 解 空 间 M 的 维 数 d 二 2. 取 M 的 一 组 基 S; = 
(s4，… ss) (1 达 i 过 4d). 我 们 设法 选取 不 全 为 0 的 工 ，…, Xx € 
下 , 来 得 到 满足 约束 条 件 (7. 5.1) 的 


= Zi 3, = (Si1， 人 5s). 


每 个 s; = > x; 是 x1，… ,xa 的 线性 多 项 式 ,约束 条 件 (7. 5. 1) 成 
为 d 个 未 知 数 Zz1，*…， za 的 方程 . 我 们 希望 找 出 它 的 非 零 解 . 


如 果 所 有 的 S; 的 第 一 分 量 s 金 为 0, 则 约束 条 件 (7. 5. 1) 成 
为 s, 一 ss 二 0 ,是 4 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 , 解 集 为 F 上 的 向 量 


空间 , 维 数 过 4d 一 1 二 1. 此 时 存在 非 零 的 $= (0, s,, …, ss) 满 


足 约 东 条 件 . 而 TCS ) 就 是 引 理 7. 5. 1 中 所 需 的 一 个 To(S) 
(S 冯 0). 这 也 就 是 说 ,在 此 情况 下 可 以 选取 引 理 7. 5. 1 所 述 的 
To(S) 使 TGS) = goTo(S)ga! 二 (Bi;),x, € XX 的 块 Bi 的 第 二 行 
的 最 后 3 个 分 量 全 为 零 , 由 引 理 7. 5. 1 的 讨论 可 得 到 所 需 的 结论 . 
设 5 不 全 为 零 ,不 妨 选取 M 的 基 S; 使 su 一 1 ,而 sn 一 0 对 所 有 的 
i 之 2 成 立 .于 是 5 二 x. 如 果 4d 二 3 , 取 zi = 二 0 使 = 0 , 则 约束 
条 件 (7. 5. 1) 成 为 d 一 1 个 未 知 数 xz;，…，za 的 齐 次 线性 方程 ， 
d 一 1 之 2, 解 空 间 的 维 数 三 (d 一 1) 一 1 三 1 , 仍 化 为 引 理 7. 5.1 
可 以 解决 的 情况 . 

以 下 设 4d = 2， Su 一 1，532 一 0. 将 工 ! 看 成 待定 参数 ,约束 条 
件 (7. 5.1) 可 以 看 成 z: 为 未 知 数 的 一 元 方程 

(Sz2T! 十 Sa — $25)T2 一 一 3421 — (S14 一 $15) XT1. 

Zz 的 系数 是 zi 的 多 项 式 f(zx1) ,次 数 不 超 过 1. 如 果 f(0) = 二 0, 则 
取 zi = 0 可 得 非 零 解 zz. 仍 化 为 引 理 7. 5. 1 可 以 解决 的 情形 . 设 
了 (0) 关 0. 于 是 f(z) 是 非 零 多 项 式 ,在 F 中 至 多 有 一 个 零点 . 当 
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Fz FE, 时 ,可 选取 zi 一 31 生 FEF" 使 f(s1) 天 0 ,方程 有 唯一 解 z:， 
这 就 证 明了 ;当下 冯 Fi 时 ,可 选取 5 取 0 满足 约束 条 件 
(7. 5.1) ,得 到 一 个 非 单位 的 T(S) € NG@T 使 
Ti = goT(S)8gr = (Bi) EX 
的 块 Bj 的 第 二 行 最 后 三 个 元 素 全 为 零 . 由 于 了 (3S) 与 go 都 定 驻 
Wi, Ti € Xw . 
如 果 TT, 父 D, ; 则 g2(5) 一 TT Cs)TT1 和 Xw, 对 所 有 的 


sE 下 成 立 . 4 一 1 的 最 大 性 迫使 所 有 的 gCs) E Fi, 由 引 理 7.4.6 
得 太一 4. 


现在 设 Ti € DT. 则 T? = goT(S)28rE To T(S): = 
T(S。) 对 另 一 个 $。e Matixs 玉 成 立 . 且 当 3 的 第 一 分 量 为 5 尖 0 
时 $, 的 第 一 分 量 为 25. 

当 charF 关 2 时 , Ti 二 goT(So)gs! 一 41 的 Bi, 且 由 7T? 的 
第 一 行为 (1,0,…,0) 知 可 选 A1、B 为 么 客 矩 阵 . 取 适 当 的 zx € 
(N, T,) = N,@N,<XN (L(G, F) OIL(4, F)) 可 将 Ti, 共 
v 到 人 了, = 4 的 B, 使 4 、 具有 形式 


1 0 0 0 1 0 0 0 
1 1 0 0 0 

或 | 
0 0 3 二 a 0 1 0 
0 s 0 1 0 .65 0 1 


注意 ,对 T=T(3) 有 (TT 一 让 :==0, 且 当 ( 一 1) 关 0 时 
(TT 一 12) 关 0. 了 = Ti 也 同样 有 这 些 性 质 . 如果 4, 与 B) 都 不 是 
单位 阵 , 则 当 rank(4, 一 刀 盖 3 或 rank(B, 一 了) 二 3 时 (TT) 一 
1)* 关 0, 而 在 其 余 情况 下 (T, 一 1D)? = 0 关 (Ti 一 了)?, 都 导致 蔬 


盾 . 故 B; = 了 或 41 = 了 成 立 .此 时 对 所 有 的 4+€E 下 有 T,(4S,) = 
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I 十 A(T,(S$,) 一 1) ET,, 于 是 可 沿用 引 理 7. 4. 6 的 证 明 方法 得 到 
& 一 4， 
当 charF = 2 时, 如果 T? = 了 则 可 选 


z € (Sp(4, F, H)@I, TS) <XN (SLA, OD 


将 T(S ) 共 思 到 某 个 T,CS) = z-1T(S)z, 用 goz € X\T 代 震 go 
”后 , 即 可 用 引 理 7. 5. 1 来 处 理 . 否则 , 7? 承 1，T? € T。. 但 是 
(T3)? = 了 ,TCS)? 等 于 某 个 T6(S), 0 关 S € MatsF. 而 T, = 
goTo(S)gs!= AWB ET,, 有 8A = =1. 由 引 理 7.4.6 可 知 
k= 二 4( 当 B==I 或 41==1) 或 k 宇 [Gr 十 1)/2] =2( 当 A1、B 
都 不 为 单位 阵 ). 总 之 ,有 & 二 2. 1 

定理 7.1.2 的 证 明 ( ”一 -的 情形 ) 

综合 上 述 引 理 7. 5. 1、7. 5. 3 和 7. 5. 4 的 结论 ,可 知 在 定理 
7. 1. 2 所 说 的 条 件 下 , 当 N= Spy, 下 ,万 )QN 在 GL(z ,三 ) 中 
的 扩 群 立 艾 T 攻 时 ,在 了 中 存在 gi 二 (4;)xs 久 帮 使 A 二 0 对 
所 有 的 7 二 2 成 立 . 由 引 理 7. 4.2 或 7.4.4 即 得 到 定理 7.1. 2 所 需 
的 结 二 论 . | 

三 、 定理 7.1.3 的 证 明 (N 一 Sb F, Hi) Or, F, 万) 
的 情形 》 

按照 定理 7. 1. 3(a) 的 要 求 , charF 关 2 , 目 当 nn 三 r+ 时 nn 之 8&. 

n>r ”二 7 之 8 的 情形 已 经 在 前 面 解 决 ,只 须 再 处 理 > 
n 之 8 的 情形 ,此 时 TT, = 工 . : 

仍 设 在 N 的 扩 群 和 丈 下 中 选取 gi = (4;),x, E€ Xw,\T 使 
& 入 了 最 大 ,只 要 证 明 & 一” ,再 引用 引 理 7.4. 2 即 可 . 


设 £ 二 rz ,设法 推出 矛盾 : 设 N, 由 
1 四 和 = 和 Poe@OSL,P)) 


定义 . 若 N; = SLCr，F)， 则 因 > 之 盖 ,由 引 理 7. 3. 2 知 r-1Xr 
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的 子 群 人 rz :gor,SLCr ,下 )QSp(n 证 )) 包 含 一 个 总 一 
(BP?),xr F GL(r, F)@GL(n, F), BB;=0 对 2 达 j 达 rr 成立 . 
于 是 由 引 理 7.4.1 得 r-'Xt 之 SL(rn, F), 从 而 久之 SL(nr, FF)， 


定理 7. 1. 3 的 结论 成 立 . 故 以 下 设 N, < SL(r, F). 
设 H, = diag (6,, … 0) 是 对 角 阵 , 记 go0! = (Ai) x, 对 任 
意 对 称 方 阵 S = (Si ) uxy € Mat,r, 取 


1 O 
7T。(S) = IEN, 
(S) ls 1|® € 
则 


7T1(S) = goTo(S)go! 一 了 十 (Bax GE Xw,， 
T1(S) 一 了 的 块 


里 
5 Ss 
Bu = Dr A A = 2 css Di 


其 中 Di E Mat,F. 注意 ， 由 于 所 有 的 4 的 前 上 行 都 为 0, 所 有 
的 Bu(1 三 /入 n) 的 前 8 行 也 都 为 零 . 

当 k& 过 rr 一 vy 时 , 记 M = (|B 的 第 十 1 行 的 最 后 v 个 
分 量 全 为 0} ,将 每 个 对 称 方 阵 5S = (5;,),x, 与 它 所 对 应 的 独立 参数 
组 (sj|1 三 i<j 三 v) 等 同 起 来 . 则 M 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 
空间 - 这 个 方程 组 的 未 知 数 w% 的 个 数 是 xx 十 1)/2 ,方程 的 个 数 等 
于 "于 是 由 > 之 2, 有 


dimM 之 "> 十 1)/2 一 "一 52 一 1)/2 > 0. 
如 果 对 所 有 的 SE M 都 有 思 (S)ET, 则 由 引 理 7.4.6 得 二 7. 
设 有 S。 € M 使 g， 一 (9o) & TI, 则 对 每 个 s EF, 有 
T,(s) = gz CT,r1,1Cs) © TD) gr! 所 Xyw 


AT” 


4 的 最 大 性 迫使 所 有 这 些 Ts(s) E T. 于 是 又 可 用 引 理 7. 4. 6 而 得 


k=r. 


以 下 设 4<r 一 ”Sr 一 2, 记 M= {S|Bi 的 第 (4 十 1， r) - 
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分 量 等 于 0, 对 1 三 7 三 nn)}; 则 MM 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 
间 , 未 知 数 s;; 的 个 数 是 vG 十 1)/2, 方程 的 个 数 是 n = 2v, 在 nn 二 
8 即 v = 4 ) 的 假定 下 ,我 们 有 | 

dimM >vG + DD/2— =vy— 3)/2>0,M#A0. 


如 果 T1(S) ET 对 所 有 的 SE M 成 立 , 仍 可 由 引 理 7. 4. 6 得 二 
r. 设 可 选 S。€ M 使 zo 二 Ti1(S。) 多 工 . 不 妨 用 gs E Xw\T 代替 
go, 直 接 设 go 二 (4;;),xn € Xi 的 块 A1j(1 三 三 n) 的 第 (& 十 1， 
7) -分 量 都 为 0. 记 住 娓 : 是 对 角 阵 ,于 是 A = diag(1””, 一 1) 是 
N, 二 O(7, 费 , 态 ,) 中 的 对 称 ,满足 条 件 A 二 了 及 rank(A 一 1) = 
1. 记 z= 二 IJ?O@OAEN, 则 xz?==1, rank(z 一 了) 二 nn. 由 MM 的 定 
义 知 z 定 驻 gz 的 前 十 1 行 , g; 二 gozgo' EE XX 定 驻 Wri 中 所 有 
的 向 量 . 由 的 最 大 性 可 知 只 能 g; = 4 @ B ET. 在 这 里 不 能 像 
前 面 那样 用 引 理 7. 4. 6 得 出 & = ~， 必须 另外 处 理 如 下 : 

如 果 4 不 是 纯 量 阵 , 则 有 PE SL(n, FF) 使 PAP ! = A= 
《aij)wxa 不 是 对 角 阵 , 某 个 非 对 角 元 we 天 0 人 和 关 1 gs 一 (P@ 
7T)gzCP Oo T= (iB),xs 与 z 共 轿 ,应 有 Tank(g, 一 7) = 
rank(z 一 J) ==n. 但 gs 一 了 含有 秩 为 7 的 子 和 矩阵 4xB € GL(r， 
F), 故 rank(gs 一 1) 之 rn，, 出 现 矛 盾 . 这 说 明 4 = A 是 纯 量 
阵 ,不 妨 用 48 代替 至 ,使 gs = 7 BB. 

由 gz 定 驻 Wiri 中 所 有 的 向 量 而 知 B 一 了 的 前 8 十 1 行为 零 ， 
并 且 由 如 一 7, 有 已 :一 7. 由 rank(gs 一 7) = 二 n 知 rank(B 一 了 1) 
二 1. Im(B 一 7 了) = (w) 是 一 维 子 空间 . B 一 了 的 第 i 行 具有 形式 
bw, b;: € F, V1i<r. 已 经 知道 6 一 … = bi41 == 0. 并 且 至 
少 有 一 个 6b; 关 0(i > 十 1). 比较 等 式 


goT OA—D)= (BT)g 
两 边 的 前 > 行 ,得 


(A 2 A1) CTI™ © diag (Od ， 2)) 
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这 个 等 式 左 端的 矩阵 除了 第 jr 列 (1 三 j 三 7) 外 其 余 各 列 都 为 
零 . 右 端 也 应 如 此 , 即 (B 一 站 Ay(1 三 六 三 n) 的 前 7 一 1 列 都 为 
零 . 也 就 是 说 w41; = (0,…, 0, x*), Yl 三 j 达 xn. 

记 色 = (al，…，a) € MatiwF. 如 果 a441 = 二 … 二 a, 二 0, 则 
B 一 了 的 后 r 一 & 列 全 为 霉 .而 B 一 1 的 前 & 行 也 全 为 零 , 故 (8B 一 
1)? = 0, B= 了 十 2(B 一 了 1) 关 7, 这 与 B* = 了 相 蔬 盾 . 故 asi， 
…,a, 不 全 为 零 ， Witil 二 (0, ，0, airi，"…，4,) 是 W = 
Matix.F 中 的 非 零 向 量 ,并 且 在 内 积 f(x, y) 二 xH2¥ 下 与 W 的 
前 个 自然 基 向 量 &,，…, & 正 交 .对 于 2 三 j 三 r, 由 41 的 前 
行为 零 而 知 WwitiA wAi; 一 (0，…，0，x ). 

如 果 we 迷 向 , 则 v(H,) 过 1. 如 果 B 4 GO， 下, 五:), 则 
可 由 引 理 4.1.1 得 NN, 之 《N,, B)=SL(r, F), X 之 SL(nr, F). 
设 BE GOC， F,H,), 则 因 r 一 1 维 空间 Ker(B 一 了 ) 必 含有 非 
迷 向 向 量 , 由 引 理 4.2.3 知 BE Olr, F, 态 ;)). 从 而 


Im(B— 1)= Ker(B— DiC (8, %, 6)+, 
w= (ais 9 ar) = 《0， 0 CQAT19 “9 a,) Wti. 


且 由 B 一 了 为 非 每 零 可 知 Im(B 一 了) 一 《w) = (win) 是 非 迷 向 
线 , 而 B 是 关于 超 平面 w+ 的 对 称 . 故 设 wiii 非 迷 向 .W 的 两 两 正 
交 的 非 迷 向 向 量 &，…,&, zwt+i 可 以 扩充 为 一 组 正 交 基 { se ，…， 
&， weri，…，w,}. 依次 以 这 组 正 交 基 中 的 向 量 为 各 行 排 成 可 北 
方 阵 PE GLCr, fF). 用 1 的 PE GLnr, F) 作 GL(nr, 的 
内 自 同 构 


p:gm>(I0 P)g(T OP) 1， 


则 pCN) = Ni @O(r, FF,， H,;,), 其 中 五; = PH,P! 仍 是 对 角 阵 . 
9 (go0) “一 (Cj nxn 的 块 C， 二 到 PA.P-. 特别 C1 和 jn) 的 前 到 
行 仍 与 4 相同. 记 P-: 的 最 后 一 行为 8. 对 每 个 2 三 j 达 7， 
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witiAyj 二 (0, …，0, cj), cj EF, 则 Ci 的 第 十 1 行 等 于 
win AyP”! = (0, ,0, c)P = 0B. 


即 所 有 的 C1(2 三 j 达 7) 的 第 上 十 1 行 cp8 共 线 .不 妨 一 开始 就 用 
W 的 正 交 基 {e，…， 6， witl，*…， ww,) 代替 自然 基 {e ，…，e)， 
将 每 个 gE GL(nr, FF) 改写 为 矩阵 8 Cg&), 从 而 用 万: 代替 五 ,将 
8 改写 为 9 (go) ,使 块 4, (2 所 7 所 2) 的 第 有 十 1 行 cp8 互相 共 线 . 
取 不 全 为 零 的 四、 E 下 使 人 ci 十 css 二 0, 从 而 NcsiipB 十 
jacrrs8 二 0. 即 入 4, 41 十 加 41,,+s 的 第 上 十 1 行为 零 ,从 而 前 十 
1 行 都 为 零 . 取 辛 方 阵 PE Sp(n, FF, H,) 使 P 的 第 "十 1 列 的 第 
”十 1、 十 2 行 的 元 素 分 别 等 于 、 ,而 这 一 列 的 其 余 元 素 都 为 
零 . 于 是 g2 一 So(P， T= (B;;) xn € XNT， Bi, ,+ 的 前 & 十 1 行 
为 零 , Ti(s) = gz (Tyr,1(s) @ Dges! € XWw,,, 对 所 有 的 s EF 成 
立 .& 的 最 大 性 迫使 所 有 的 Ti(s) € 工 . 这 就 可 用 引 理 7.4. 6 得 出 
k=r.| 


$7.6 其 余 情 形 


本 节 讨 论 N = Ni @ NN; 的 其 余 情形 . 包括 : 


N= SU (2， F, Hi) CSUCr， F,， H,) 
和 - 
N= Qn, F, Hi) ® AG, F, Hi) (charF #2) 


两 种 情形 . 设 矿 |、 石 ; 分 别 是 关于 下 的 对 合 J ;a ra 的 p-Hermite 
可 逆 方 阵 和 e-Hermite 可 道 方 阵 ,Witt 指数 分 别 是 vy 和 jx. 
定理 7. 1. 3 的 证 明 ( 条 件 (b) 或 Cc) 成 立 的 情形 ) 
条 件 (b): N = SU(n, FF, Hi) ® SUG, F, H,), vr > 2r. 
条 件 (c): charF 了 2, N = Qn, F, Hi) ® Qt, F, H,), 
vy 一 1) > 4r. | 
设 N< 二 XGLlnr, F), 并且 X 藉 丰 , 这 里 一 全 ( 当 
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nn 之 r 时) 或 = 了 UPzr( 当 = 时 ), 而 了 = GL(n, F) Q 
GL(r, F). 

对 每 个 S E Mat,K 记 
Two O O 


Ss I 0O 
O OJ 


Tu(S) = I? ESLGa, FWI, 


则 T6(S) € N 四 7 当 且 仅 当 字 = 一 pS. 上 述 条 件 要 求 N, 的 
Witt 指数 "的 某 个 二 次 函数 大 于 ~, 实 际 上 就 是 要 求 8 中 的 自由 
参数 的 个 数 与 ~ 相 比 足够 大 . 在 这 样 的 条 件 下 ,可 以 在 N 的 扩 群 
和 中 找 出 引 理 5. 5. 1 的 条 件 ( 也 是 引 理 7. 4. 2 的 条 件 ) 所 要 求 的 
g1, 再 引用 引 理 7. 4. 2 就 可 定 出 X 的 类 型 . 

仍 如 8$ 7. 5 中 一 样 ,对 非 负 整数 三 nr, 记 


Wi = {(a1, “dE MatixnF |a; =0, VY; 二 k}), 


Xw, 为 Wi 在 XX 中 的 稳定 子 群 . 当 N= SU(n, 天 , Hi) 时 , 记 m 二 
r， 当 Ni 二 Qn, K, Hi) 时 , 记 m == 2r. 选 go = (hj) € 
Xw,\D1, 使 上 三 m 最 大 . 只 要 能 证 明 二 m, 由 引 理 7.4.2 立即 得 
知 X 属于 定理 7.1. 3 所 述 的 类 型 . 

设 k 二 m, 我 们 设法 推出 矛盾 ， 

0 FF) = {4A € Mat,f| A = 一 phA} 是 fF, 上 的 向 量 空 
间 . 对 每 个 S = (so E Mo 下), 取 TCS) E N QT7, 记 
T(S) 一 goTo(S)85 一 (Box € Kw,. 

情况 1 N= SU(n, F, Hi)@SUCr, F, H,); 

不 妨 总 设 p = 一 1, 于 是 To(S) € WN 的 条 件 为 5 = 二 5S. 下 是 
对 称 元 域 f, 上 的 二 维 空间 . 设 下 在 F 上 的 一 组 基 为 {1, w}. 则 每 
个 XE 下 在 这 组 基 下 有 坐标 a、.5 EF 使 4 二 a 十 bw. 将 S 中 每 个 
sj(i 之 由 写成 5 = or 十 bo 的 形式 使 6b; € F,, 则 每 个 S 可 
以 看 成 ,上 的 必 维 向 量 ,其 坐标 是 由 必 个 独立 参数 ai,、 
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bE F(Zi<jZY) 和 ss € Fi(l i 成 的 数组 . 

T1(S) 的 块 Bo 二 2 1 ,ssCs， Cs 是 一 组 与 5 的 选取 无 
” 关 的 矩阵 . 记 M = {S € Mo FF)1B1,,41 的 第 十 1 行 的 最 后 
r 一 上 个 元 素 全 为 0}. 将 所 有 的 Co 的 一 切 元 素 也 都 用 i 中 一 对 元 
素来 表示 , 则 M 是 Ff, 上 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ,未 知 数 的 
个 数 为 只 ,方程 的 个 数 为 2(r 一 有), 解 空 间 M 在 ,上 的 维 数 
二 一 27 一) 二 07 一 27) 十 2k. 由 于 定理 7.1.3 只 考虑 到 > 
27 的 情形 , 故 M 在 Ff, 上 的 维 数 总 是 > 0，M 关 0. 

每 个 0 关 SE M 和 s € Fi; 决定 一 个 


gls, S) = TiS)T,,1(s) IITS) € Xw,,.. 


如 果 能 选 S、s 使 g(s, S$) 4 了, 则 与 的 最 大 性 相 牙 盾 . 故 设 所 
有 的 g(s，S) 都 含 于 工 . 

当 到 关 Fi 时 , 如 果 可 以 选取 So 使 T1C5So) 人 下, 则 可 用 引 
理 7.4.6 由 g(s, So) ET (Vs € FF) 推出 8 二 r. 如 果 TI(S) € 
了 对 所 有 S € M 成 立 , 由 于 ge。 多 Pi， 仍 可 用 引 理 7. 4. 6 推出 
k=r. 

设 到 = Fi, 从 而 下 = Fi. 如 果 & 之 1, 则 dimrM> 2k 之 2， 
al > IF|, 引 理 7.4.6 的 结论 Gi)、Gi) 都 不 可 能 成 立 . 如 果 
T1(S) € TT 对 所 有 的 S 成 立 , 则 引 理 7. 4. 6 的 结论 人) 成 立 , 即 

二 +. 设 可 选 $, 使 T1(56) & Ti, 但 g(1，So) E Fi, 仍 可 用 引 理 
7. 4.6 得 到 有 一. 

现在 设 Fj = Fi 且 & 一 0. 先 设 可 以 选取 So。 使 g = 二 了 T,(S,) & 
.但 g(1, S60) = g(T,0.1(1) 的 I”?)g-!1E€ TT. 如 果 引 理 7.4.6 
的 结论 (9 成 立 , 仍 有 = 二 r. 如 果 引 理 7. 4. 6(ii) 成 立 , 则 不 之 
[Cr 十 1)/2] 之 1, 出 现 蔬 盾 . 最 后 的 可 能 性 是 引 理 7. 4. 6 i) 成 
立 , 这 仅 当 n= 二 7 二 2rank(T,w,1(1) 一 1) 十 1 = 3 时 才 有 可 能 .但 
是 由 过 2r 二 4 显然 有 4 二 4, 仍 有 艺 盾 . 剩 下 的 情形 是 T,(S) € 
对 所 有 的 SE M 成 立 . 引 理 7. 4. 6 的 结论 (i)、(ii) 不 可 能 成 立 ， 
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否则 ,会 分 别 导致 = 二 7r 和 上 二 1. 出现 矛盾 . 设 引 理 7.4.6 的 结论 
(证 ) 成 立 . 这 迫使 
1 一 dimr M 二 » 一 27， 


从 而 岂 = 2r 十 1. 另 一 方面 ,还 要 求 n 一 = 2rankS 十 1 对 唯一 
的 0 关 S EM 成 立 ,特别 n = 7 为 奇数 . 由 于 FF = FF 是 有 限 域 ， 
一 (一 1)/2,72 一 ”一 2 十 1. 故 凤 王 27 十 1 一 4 十 3，( 一 
2)* = 7,v 二 V7 十 2 不 是 整数 , 仍 有 矛盾 . 从 而 证 明了 在 任何 情 
况 下 都 有 & = ~. 于 是 可 用 引 理 7. 4. 2 得 到 定理 所 述 的 结论 . 

情况 2 N= Qn, F, Hi) QQcr, F, H,); 

在 此 J 了 =1, Pp 二 1, M1(v, FF) 就 是 全 体 交 错 方 阵 所 组 成 的 
集合 Mobyv, 五 ) , 它 是 尺 上 的 xz 一 1)/2 维 空间 . 对 每 个 SE My， 
FF), 取 TI(S) = goTo(S)go! 一 (Bi)wxn € Xw,. 记 T1(S) 的 子 算 
阵 B == (B,,,4j) isi, jzz. 定义 | | 


M = {S € Molv, F)1B 的 第 十 1 行 
的 最 后 2r 一 个 元 素 全 为 0}， 


则 履 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ,未 知 数 s;(1 三 i < 之 j 三 vv) 
的 个 数 为 vv 一 1)/2, 方程 的 个 数 为 2r 一 . 因此 
dimeM > G0 — 1)/2) 一 (2r — hk) 
一 (2 1) ~ 4r)/2 + k. 
定理 7.1,3 的 条 件 (c) 规 定 xy 一 1) 守 4r, 因此 dim:M 之 大 二 0. 
由 于 charF 关 2, 下 关 Fi. 如 果 T1(S) ET 对 所 有 的 SE M 成立， 


则 由 引 理 7. 4. 6 可 知 存在 g; € Xw NT ,一 2r. 否则 ,可 选 0 关 
S。E€ M 使 Ti(S。) 人 DT 由 M 的 定义 得 


,Vs EF'*. 


k++1 


0 
£2C5) 一 mcol zj | | | (So € KXw 
一 人 


4 的 最 大 性 迫使 所 有 的 gz(s*) E Ti、 再 用 引 理 7. 4. 6 仍 可 得 一 
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27。 
综合 上 述 证 明 , 在 任何 情况 下 总 有 == 2r. 由 引 理 7. 4. 2 立 
即 得 出 所 需 的 结论 .| 


第 8 章 
基础 域 的 子 域 或 子 环 上 的 群 


设 是 域 玉 的 子 域 , 则 作用 于 V(n, K) 上 的 GL(n, K) 可 看 
成 作用 于 Vx, F) = OkV Cn, KK) 上 的 GL(n, FF) 的 子 群 .V(x， 
天 ) 的 一 组 基 {e;|1 三 i 二 n}) 也 是 这 个 V(n, FF) 在 上 的 一 组 基 . 
在 这 组 基 下 将 GL (n, F) 写 成 矩阵 群 , 则 


GL(n, K) = GL(n, F) NM) Mat,K. 


本 章 的 目的 是 定 出 GL(n, KK) 的 子 群 N 二 SL(n, 天) 或 Un 天， 
A, 工 ) 在 GL(n, FF) 中 的 扩 群 .F 是 有 限 域 的 情形 已 在 文献 [3] 中 
解决 了 . 我 们 讨论 FF 为 任意 域 的 情形 (但 并 不 排除 有 限 域 ), 但 只 
解决 了 dimxF = 二 +r 二 oo，, 且 r 相对 于 或 v(A) 不 是 太 大 的 情形 . 

按 第 5 章 的 说 法 ,这 里 处 理 的 是 7 = 1 即 R = 下 的 情形 . 由 于 
假定 了 下 是 域 ,K* 在 F* 中 的 正规 化 子 等 于 F*. 于 是 T = GL(n， 
KK).F*. 对 KK 与 FF 之 间 的 任 一 域 E, 记 Te = GL(n, E).F*. 特 
别 P = Tx. 

在 8$8. 3 中 ,还 将 对 域 下 的 极 大 子 环 尺 讨论 SL(n, KK) 在 
GL(n, 互 ) 中 的 扩 群 . 

对 非 交换 体 下 ,其 子 体 或 子 环 玉 上 的 典型 群 在 GLCa，E) 中 
的 扩 群 尚 难 定 出 ,本 章 就 不 涉及 了 . 


38.1 主要 结果 


我 们 的 目的 是 定 出 N = SL(n, KK) 或 Un 天 ，A, 工 ) 在 


§8.1 主要 结果 : 423 


GL(n, FF) 中 的 扩 群 ; 显然 ,对 K 与 之 闻 的 任 一 域 玉 ,我 们 有 
上 的 典型 群 RE(CU/ Cn, E, Ag, Lz) < Ms 去 开 对 适当 的 Ac， 
Ls) 来 充当 入 的 扩 群 . 现在 的 问题 是 :除了 对 应 于 中 间 域 互 的 扩 
群 外 ,是 否 还 有 别 的 扩 群 9 我 们 有 以 下 主要 结果 : 

定理 8.1.1 设 下 是 域 ,K 是 下 的 子 域 , [K : 玉 ] = 到 co. 
设 N 是 作用 于 Y = 二 Vln, K) 上 的 典型 群 且 满 足下 述 条 件 之 一 : 

(a N= SL(n, K), n(n — 1)/2>7. 

(b) N = Sp(r, K, H), n>r 或 n(n 二 2)> 8r. 

(co) N = SU(n, 天, 万 ), v = v( 怠 ) 满足 条 件 吧 二 27r. 

(d) N=0QGo， 开 ,，A,v 一 CA) 满足 条 件 v 一 1) > 47. 

(e) charK =2, N= (n, K, A, 4 Lh v 二 v( 人 AA) 满足 
条 件 "(> 一 之 27. 

则 在 天 与 严 之 间 存 在 中 间 域 天 使 下 列 结 论 之 一 成 立 ， 

(SLC 无 ) <X<GLCO， E).: K'*. 

(ii) SU 人 za, E, H) AX GUt, E, H)- F*, 

(包括 SU(n, E; /) = Spln; F, 了/) 的 情形 ). 

(ii) DA; E, A, Li) N, 对 某 个 工 . 

推论 8.1.2 设 玉 是 域 斑 的 极 大 子 域 目 [ : 玉 ]=r, Nx = 
SLC K) < Ns = SLn, F), 或 Nx = U'(n, K, H)<N: = 
U'(n, F, 态 ), 或 Nx = Dn, K, A) N= f(r, F, A), 其 中 
吾 ; A € Mat;K, 且 定 义 Nx 所 用 的 对 合 是 定义 Ns: 所 用 的 对 合 在 
KK 上 的 限制 则 

(a) Nx = SL(n, K)(n(n — 1)/2>7) 的 正规 化 子 是 Ne = 
SL(n, F) 的 极 大 子 群 . 

(bx = Sp(n, 尺 , HD)x>r 或 n(n 十 2) 之 8r) 的 正规 化 

子 是 Nr = 二 Sp(n, ,也 ) 的 极 大 子 群 . 

(c) Nx = SU(n, KR, HH)Qy 二 v(H) 满足 条 件 吧 之 27) 的 正规 
化 子 是 Ns = SU (nx, 下， 五 ) 的 极 大 子 群 . 

(d) Nk 二 Q(x, 尺 , A)(y==v(A) 满足 条 件 vCv 一 1) >4r) 的 
正规 化 子 是 Nr = Dn; 玉 , A) 的 极 大 子 群 . 
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(e)charK = 2, Nx = Qn, K, A, L)(L 2 0,v=v(A) 满 
足 条 件 vv 一 1) 之 2r) 的 正规 化 子 是 Np = QCn, 下 , A, 工 ) 的 极 
大 子 群 ,其 中 工 | 是 工 生 成 的 F*- 子 空间 . 

定理 8.1.3 设 尺 是 无 限 域 , 玉 是 下 的 极 大 子 环 , 但 不 是 域 ， 
2 之 2. 则 

(1) 设 SL(Ca 天) 过 XSGLCO F), 则 X 属于 下 面 两 个 类 型 
(iD、(ii) 之 一 : 

(iD SL(n, K) XGL(n, K) -FP'. 

(ii) X DSL(n, F). 

(2) (GL(n, 尺 ).F*) 站 SL(n, F). 是 SL(ln, FF) 的 极 大 子 群 . 


§8.2 子 域 K 上 SL， KKK) 的 扩 群 


本 节 对 N = SL(n, K) 的 情形 证 明定 理 8. 1 1, 即 定 出 N 一 
SL(n, 天 ) 在 GE《n, FF) 中 的 扩 群 . 设 入 三 外 之 GL(n, F), 我 们 总 
可 选取 一 个 最 大 的 中 间 域 E(K CECF), 使 Ns = SL(n, E) 二 
XX. 用 Nz 代替 N 后 不 妨 设 天 已 最 大 , 即 : 不 存在 天 的 子 域 瓦 子 
,使 SL(n, E) 之 XX. 如 果 斑 过 T, 则 定理 已 成 立 . 否则 ,可 了 到 
go E XN, 我 们 证 明 的 子 群 了 = (N, g。) 包含 一 个 SL(n, E) 
使 好 大. 导致 矛盾 . 从 而 完成 定理 的 证 明 . 按照 第 5 章 所 述 , 关 
键 在 于 在 了 中 找到 至 少 含 一 个 零 元 素 的 矩阵 g; & TT. 为 此 ,我 们 
选取 适当 的 T,EN, 使 了， = goTogo! € Y 含有 零 元 素 . 当 1, rT 
时 , 取 gi = 二 TT 即 可 ;在 §5.4 中 已 经 对 T.,ET 的 情形 作 了 一 些 讨 
论 .针对 本 章 中 Na(CD) = F* 的 特殊 情况 ,我 们 有 以 下 引 理 ， 

引 理 8.2.1 设 g。€ GL(n, F)\T, 0 头 SE Mat,K 是 军 零 
矩阵. 对 每 个 1E 开 记 TCD) = 了 十 入 E SL(n, KK). 如 果 g(4) 一 
goT(4)go' ET 械 对 所 有 的 4€ 成立 , 则 g(24) € GL(n, K)， 
VAE 天 ， 且 存 在 2 、21 所 入 使 部 = zgoz1 你 工 的 第 (1， n) 分 景 为 
0. ss . 

证 明 先 证 明 g(4) € GL(Cn, 尺 ) 对 所 有 的 1E 天成 立 . 
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当 开 夭 忆 :时 ,由 引 理 5.4.6 知 8(OD) € INGLC， 天 ) 当 且 仅 
当 g(1) = cf, o € F* 是 么 者 元 . 但 由 于 尺 是 域 , 知 c 一 1 等 
零 < 一 1 一 80) 一 了 7 一 3 一 0. 产 生 矛 盾 . 这 说 明 
8g(4) ETI 仅 当 gEGOD E GL(n, K),. | 

剩 下 天 = F, 的 情形 : 记 ” 一 2 和 mr 使 办 是 奇数 ， 其 中 t 之 0. 设 
g(1) = Po, PE SLn, K),o € FF'; 由 T(1) 一 1 短 零 知 
8g8(1) 一 7 一 Po 一 7 短 零 , 己 一 7 朝 零 . PE SL(n, F,) 的 特征 
根 全 是 -: ,其 特征 多 项 式 


c(z) = (TC— ol)" = (x 一 2 
二 xz 十 o-?x ym 1) + .€ pf]. 


从 而 o*€ F007=1, oe = 1,g(1) = P € SL(n, F,). 

这 证 明了 g(4) € GL(n, K) 对 所 有 的 4E K 成 立 . 由 引 理 
5. 4. 5 知 ， 存在 z、 zi 1 N, 使 如 = Bo 的 第 Qs n) 分 量 
为 0. 1 
| 引 理 8.2.2 设 N= SL(n, KK)， ee 

1)/2, go € GL(n, FAT,Y = (N, goNgs!). 则 存在 玉 在 正中 

的 一 个 真 扩 域 E( 即 K 折 ESF), 使 Y 和 SL(,E) 

证 明 ”只 须 证 明 存 在 = (6).x* € Y\T 使 mo = 0, 由 引 理 
5.4. 2 可 知 , 存 在 下 的 子 环 五 有 己 尺 僵 Y 之 Ltn, 已 ) “但 由 F/K 
是 有 限 扩张 知 它 是 代数 扩张 ,E 是 域 ，. | 

下 面 证 明 &, 的 存在 性 :对 任 一 下 三 角 等 零 阵 


S TT (Si )nxn € Mat,K (s,; 0， Yi 挟 7)， 
记 T(S)==IT 十 S € SL(n, KK), 取 .g(《S) =.goT(S)gs! E€ X. 我 
们 希望 选取 5S 关 0, 使 g(S) = (bs)axs 的 第 (1,n) 分 量 刀 ,= 0. 记 
So 一 (《a: axny go! (Gi )nxne 则 | 


bi = 2) QT1 si Cj = Q1 dn 《1 二 ji < n) 


l<j<i<n 
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是 下 中 nln 一 1)/2 个 元 素 ,而 按 我 们 的 假设 ,有 [F : K] 一 
nln 一 1)/2， 故 这 些 6 在 玉 上 线性 相关 ,可 选 一 组 不 全 为 零 的 
Sij €E KU <j<i<n) 使 2 一 六 Cij5i; 一 0， 热 而 > ci(Ns;)) 
1<j<i<n l<j<i<n 

二 0, VA € K. 也 就 是 说 ,可 选取 S = S。 关 0, 使 所 有 的 g(45。) 
(XAE KK) 的 第 (1, n) 分 量 为 0. 如 果 可 选 4= 二 hE KK' 使 gC%S0) 人 
T, 则 取 名 二 gC%5。) 即 可 . 否则 , g (X45。) E 工 对 所 有 的 ME 玉成 
立 ,由 引 理 8. 2. 1 可 知 所 需 的 B, 是 存在 的 : 二 

由 引 理 8. 2. 2 知 , 当 往 丈 工 时 , 必 有 天 在 严 中 的 真 扩 域 眉 使 
SL(n, EE) 达 X. 这 与 天 的 最 大 性 相 矛 盾 . 从 而 对 N = SL(n, K) 
的 情形 完成 了 定理 8. 1. 1 的 证 明 . 


§8.3. WT Dn K) 的 扩 群 


设 是 无 限 域 F 的 极 大 于 环 但 不 是 域 ， n 过 2, 我 们 要 证 明 
定理 8. 1.3, 即 :对 N = SL(n, KK) 在 GLC， 严 ) 中 的 任 一 扩 群 和 X， 
XT=GLn, K).F* 与 XSL(n, F) 二 者 必 有 其 一 成 立 . 

引 理 8. 3.1， 对 每 个 9€ F: ,0E€ 必 或 61 EK 必 有 一 个 成 
立 . 

， 证 明 由 于 天 不 是 域 ， 就 有 0 天 0E 天 全 人 和 天. 莉 果 0 
是 KK 上 的 整 元 素 , 即 有 首 一 和 多项式 


f(z) = zx" + ar™ arr i i € EK] 

使 (6- )=0, 从 而 
6!1=—a—ad—.…— ao- 一 Cn LE 天 ， 

出 现 矛 盾 . 这 说 明天 在 下 中 的 整 闭 包 DD EF. 由 天 是 FF 的 极 大 子 
环 得 K = D. 即 在 下 中 是 整 闭 的 .对 9E 琅 * , 如果 0G 天 , 则 
天 [0] 是 天 的 真 扩 环 ,从 而 K[0] = F. 特别 0-:E K[0]. 即 0-! = 
po 十 520 十 08 十 …， “十 pb ， 对 某 一 组 5 € K, 1 三 i 二 k. 于 是 人 ! 
是 首 一 多 项 式 
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f(t) 一 不 一 bz 一 Dr 一 … 一 久生 天 [z] 


的 根 ,b-: 是 天 上 的 整 元 素 , 从 而 含 于 天 . 如 所 欲 证 . 量 

定理 8. 1. 3 的 证 明 

设 X 区 工 . 取 g。 (Qij)axn € X\L,， 并 且 选 So 使 它 的 第 一 行 
所 含 的 非 零 元 素 的 个 数 1 最 小 ,显然 二 1. 否则 ,ge 不可逆， 
设 ay， ey ai 是 go 的 第 一 行 的 全 部 非 零 元 素 , 存 在 单项 矩阵 
PESL(n, K) 将 Matix.F 的 自然 基 向 量 €i9 ">, ej; 分 别 送 到 €1. 
…, 土 e. 用 goPE X\T 代 蔡 go, 可 使 41 关 0 < 1 三 j 达 t. 如 
果 t 二 2, 取 909=aniar EF*, 当 0 € 下 时 , T,( 一 0) € SL(n, 
K), goT1( 一 0) € XNF 的 第 一 行 的 非 零 元 素 只 有 :一 1 个 ,与 
的 最 小 性 相 牙 盾 . 设 095K KK, 由 引 理 8.3.1 可 知人 :一 arial € KK， 
goTa( 一 0) € X\T 的 第 一 行 的 非 零 分 量 只 有 一 1 个 . 仍 有 了 矛盾 . 
故 t = 二 1, a 二 0 对 j 之 2 成 立 . 

当 n 之 3 时 , gi = go 符合 引 理 5.2.1 的 要 求 .由 引 理 5.2.1 知 

有 大 在 F 中 的 真 扩 环 EE 使 SL(n, E) 达 X. 由 天 国生 信人 全 三 
忆 , 和 科 SL( FF), 恰 如 定 哩 兵 述 ，- | 

设 


Ee 


"= | 


a 0 
€ X\. 

21 G22 

我 们 进一步 选 ge 为 对 角 炊 4 即 设法 化 ca 二 0. 如 果 az 天 0, 记 

0 一 aiaily 0 = azian, 当 OE 六 时 ;用 Tu(— 0 go 代替 | 

久生 K 时 ,用 go72 (一 0) 代替 so, 都 可 将 Bo 化 为 对 角 阵 . 设 0、 

0, 都 不 含 于 天 , 则 由 引 理 8. 1. 1 可 知名 i'、 如 1!: 都 含 于 KK. 于 是 


0 
了 1 re Dee pr 


= diag (an, anan a € XN 
可 用 来 代替 go, 化 g。 为 对 角 阵 . 这 就 证 明了 总 可 选取 对 角 阵 g。 = 
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diag(ail，azz) € X\L. 记 0 一 aiiiazz. 由 .go grT 和 OEK 或 
051 & K 必 有 其 一 成 立 .如 果 051 & KK， 用 
0 1 0 E12 i 
E 1 | | ee 


代替 go， 从 而 用 O00! ¢ K 代替 lb, 可 化 为 0 多 K 的 情形 . 故 可 设 
0。 KK. 由 KK 是 FF 的 极 大 于 环 知 K[0。] 一 FF. 手 是 对 任意 的 7 € 


k. . 网 

F, 可 记 7 二 Dat% 使 a; € KK, V0 过 i 过 我们 有 go 一 
i0 

aiidiag(1， 0,)， goln(ai)go = T 2 (a ). € XX， 从 而 


I eT ade) = Tu) € X. 
i=1 ; 、 . 


ln, cy) 9 I 7) X 
a 1 0 2] _ 1 0 ee 12C € 忆 
所 有 的 Ta(7)、Tis(7)CY EF) 生成 SLCn, F) 二 X. 如 所 欲 证 . 上 
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设 天 人 下 是 任意 域 , [F: 天]=><coj N = U'(n, K,A， 
L) = Sp(n, K, H)、SU(n, K,.H) 或 Qtn, KK, A, L), 且 NN 的 
Witt 指数 "满足 定理 8. 1. 1 所 述 的 条 件 . 本 节 要 定 出 NN 在 GL(n， 
下) 中 的 扩 群 .对 每 一 个 这 样 的 扩 群 和 ,可 以 选 一 个 最 大 的 中 间 域 
E(K CECF) 使 得 EE 上 有 一 个 Ns 一 U' Co 五, A,， Lz) 满足 
NN 三 Nz 三 X. 并 且 还 可 选取 Ls 最 大 .用 Ns 代替 N 可 设 玉江 最 
大 , 即 : N 之 U'(n, E, A, Lz) 和 之 XO>E=K,L== Ls. 如 果 
SL(n, K) 三 X, 则 由 v 所 满足 的 条 件 一 定 可 推出 n(n 一 1)/2 > 
r， 六 已 在 3 8.2 中 定 出 了 , 故 设 SL(n, K) 寺 XX,， XN 站 GL(n, K) 
是 NN 在 GL(n, KK) 中 的 扩 群 . 由 定理 4. 1. 1 知 对 某 个 石 工 ， 
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(X NN GL(n, K)) CU'(n, K, A, Li). 由 工 的 极 大 性 ,有 工 = 
L. 记 G = GU(n, K, A, L), 则 (X NN GL(n, K)) 去 C. 
如 果 X 基 三 T= GL(n, 丸 ).F*", 则 


= (XNGLa, KR):F' <GF' DN. 


定理 已 成 立 . 设 X 区 ,从 而 可 取 gb E XNT, 如 果 能 选 go。 具 有 足 
够 多 的 零 分 量 , 达 到 引 理 5. 5. 1 对 名 的 要 求 ,由 引 理 5. 5. 1 就 可 
以 在 中 找到 一 个 Tg 工 使 rank(T 一 了 ) 很 小 ,进而 在 X 中 找到 
菜 个 U'(n， E, A， Le)(F OEK) 的 根 元 素 , 并 证 明 U' (Cn， EF, 
A, Le) 过 X. 导致 巴 盾 . 由 此 完成 定理 的 证 明 . 

. 引 理 :8.4.1 设 [F: Kil=r 及 N=U'(ns K, A, L),v= 
(人 A) 满足 定理 8. 1.1 所 述 的 条 伸 : 设 go E GL(n, F)\T,Y = 
(N，go). 则 存在 = (6;),x。 E Y\T 满足 条 件 : 当 工 关 0 时 
bvti 一 0; 当世 一 0 时, 一 0,VY1 达 i, 17 三 2. 

证 明 记 go 二 (ai )。xn，y go! 一 、 (Gi ) xn 

情况 1 N= Sptn, 天 ， H), 且 半 一 2 二 了 

由 7 之 r==[F :Kj] 知 下 中 的 x 个 元 素 au(1 三 j 达 x) 在 K 
上 线性 相关 ,存在 不 会 为 0 的 nw 个 元 素 和 EKK(E 二 j 达 nn) 使 
oo 一 0. 存在 六 广 阵 PE Sp(n，K， 五 ) 以 O04，…， 入 )' 为 它 
的 第 ,十 1 列 , 于 是 有 = goP € YT 的 第 (1,v 十 1 分 量 等 于 
Da 一 0， 恰 如 所 需 . 
在 以 下 的 证 明 中 ， 我 们 对 每 个 SE MatK 记 
To O O 

T oO 
O O 7 
并 记 T1(S) = goTo(S)g51. 当 S € Mi K) = {A EMat 开 | 
4' = 一 pA 且 4 的 对 角 元 全 含 于 工 }) 时 , T。(S) EN, Ti(S) EY. 
当 charK ==2 且 工 == 0 时 , 记 K。 = K’ = {109 € 天 ), 在 其 余 情 


T,(S) = E SL(n, K), 
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况 下 记 K, = K,，, 则 Mr (vy» KKK) 是 Ko 土 的 向 量 空间 ， TCS) 所 
N => To(0S) € N, YAE Ko. 当 L# 0 时, 记 M= {S € Mily, 
天 )|IT1(S) 的 第 (1, > 十 1) 元 为 0); 当 工 王 0 时 , 记 M= {SE€ 
Mi KK)1T1(S) 的 第 (iv 十 力 元 为 0,V1 扫 DJ 入 2). 对 6E 
K。 由 TGS) = 了 十 XT6(5) 一 中 知 T1Q5S) = 二 了 T 十 XT,(S) 一 
刀 . 由 此 可 以 看 出 ,M 是 K。 上 的 向 量 空 间 .我 们 首先 证 明 , 在 定 
理 8.1.1 的 条 件 下 有 ,M 冯 0. 这 样 ,如 时 能 选 S = S,€ M 使 
Ti(So) FE 了 则 六 一 Tik8o) 即 为 所 求 . 否则 ,对 所 有 的 SEM 痢 
有 TS) ET, 则 当天 se 天 时 ,可 由 引 理 .5. 6:1 知 所 需 的 5 存 
在 . Ks = F, 时 五 一 F, 或 所 ,是 有 限 域 ,此 时 NN 三 SU (n, 五 ， f) 
或 Qtz， 天 ，Q) 的 扩 群 已 在 文献 [3] 中 定 出 ,在 此 不 再 另外 作 特别 
的 讨论 . 

因此 只 需 证 明 M 尖 0. 在 此 需要 近 取 非 过 的 S = (sw)vxy € 
Mi(y, K) 使 3 goTolS) geo! = (Dij)nxn 的 分 量 0， v+i 一 
De re 0 1 过 名 和 这 人 坟 = 1 或 2. 只 要 可 自由 选取 


的 独立 变量 sw 的 全数 超过 dim« (Mat.F), 就 可 达到 目的 . 

情况 2 N= Spln, K, H) nln+t+2)> gr. 

由 于 nn 二 2y, 条 侍 zG 十 2) 人 8r 即 是 wx 十 1)/2 之 r: 此 时 
Ai K) = M+ (v, 上 ) 是 MatK 中 全 体 对 称 方 阵 组 成 的 vy 十 
1)72 维 天 -空间 ,每 个 3 一 (sa)xvE M+ (@, 民 ) 由 vy 十 1)/2 个 
独立 参数 sw E KK(1 三 三 1 达 儿 决定 ,而 5 = sy, 1 之 k,l 之 v. 


故 ,v1 一 3 swcw, 其 中 cll 过 之 7 之 罗 是 下 中 的 


1<t<il<y 


vy 十 1)/2 个 元 素 .由 xy 十 1)/2 之 > = [FF : 民 ] 知 这 一 组 cw € 
在 KK 上 线性 相关 , 料 在 不 全 为 0 的 一 组 su € KK， 即 可 选取 5 关 
0， 使 
Bit 二 : > SuCu 一 0% 
。 1<i</Ev 


即 $S e 及; M 去 0. 如 所 欲 证 . 
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情况 3 J 关 1, N= SU(n, KK, H),*>> 2r. 

此 时 [天 汪 开门 二 2 记 天 一 天 几 天 0, 其 中 0 € KR\K 可 任 
意 给 定 . Mr KK) = Mx,(v, K) 是 KK 上 v Xv Hermite 方 阵 组 成 
的 KK, 上 的 维 空间 . se = 二 而 , Yi 三 k, /过 v. 将 每 个 sll 之 过 
ln) 写成 su = au + Bub 的 形式 ,使 au、 Bu € RK,, 则 所 有 的 
Bu = 0, 而 su 一 aw 十 Bu. 现在 


bi, 1 一 >) SHA1, y+h QL, v41 
1<h, < 


到 2 .cucu 二 六 《aucu 十 Buen)， 


. 1<A<y ” ”1 
其 中 cul1 三 %, /三 销 是 玉 中 的 少 个 元 素 . 我 们 有 
*>2r=2[F:K]=[F:K), 


于 是 正中 这 个 元 素 .cw 在 Kj, 上 线性 相关 .可 在 Kj 中 选 不 全 为 0 
的 个 独立 参数 ou(1 和 4 和 过 Bu(1 和 之 7 三 ,使 
bi1, ,+1 = 0. 由 这 些 Qu、 Bu 可 构造 出 一 个 0 六 和 MK 

情况 4 LL=0,N= Qln, K, A), vy D>4. 

此 时 Mi K) 二 Mo 天)， 由 Mat,KK 中 全 体 交 错 方 阵 组 
成 ,需要 选择 交 昏 方 降 8 二 (os E Mn 六) 中 的 vv 一 D2 


个 独立 参数 su(1 三 <1 三 + 不 多 为 0, 使 bw 一 2 suc 姑 对 


1<t<l<v : 


1 三 i j 三 2 成 立 , 其 申 cE F. 首先 我 们 选 $ 夭 0 使 名 ,+ = 
bi,v+z = 0,， 也 就 是 使 F 上 2 维 行 向 量 (6, ,1, 6b1. ,412) 一 (0, 0). 
(Bisfis vb) 是 MatixzF 中 vy 一 1)/2' 个 向 量 (cg c8&2)(1 过 
k < [二 v) 在 玉 上 的 线性 组 合 . 而 dimx 《MatixzF) 一 2r, 且 由 
v0 D> 和 v0 一 1D)/2> 2 故 (cg cg2)Q 和 hk<lZY) 
在 K 上 线性 相关 ,可 选 不 全 为 0 的 ss € KK(1 过 <l 达 ;使 
(Bi,vris bi,v+2) 一 (0，0). 这 些 su 组 成 一 个 S1 关 0， 使 T,(S,) 的 分 
量 6b,, =b,,2 = 0. 并 且 所 有 的 TOS WOE K* ) 的 第 (1, "十 
1)、(1， "十 2) 分量 也 都 为 0. 车 对 所 有 的 +€E KK" 都 有 T,(45,) E 
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Tr, 则 由 引 理 8. 2. 上 知 , 所 有 这 些 T (4S) € GL(n, 天 )， 再 出 引 理 
5.6.1 和 推论 5.6.2 即 知 存在 引 理 5.5.1 所 要 求 的 8 一 
(Cij)nxn EE XN， 使 cv 一 ci 一 0， YI 之 3; 这样 的 &1 当 热 可 充当 
本 引 理 要 求 的 色 . 否则 ,有 MEK', 使 82 一 TAS1) Ek. 对 每 
个 s EK"' ,7T,(s) ar|", 中 € 区 的 所 有 的 (1， 四 分 
量 (j > 2) 都 为 0. 如果 所 有 的 Ts(s) E T, 则 由 引 理 8. 2. 1、 引 理 
5. 6.1 和 推论 5. 6. 2 知 ,存在 引 理 5. 5. 1 所 复 求 的 :gi. 否则 ,又 可 选 
S$ 一 3 使 T,(s1) TL, 可 用 这 个 T 了 ,(s1) 来 代替 go， 将 所 有 的 Ql1j 
(2 三 j 三 n) 化 为 0. 对 这 样 的 go， 不 论 怎样 选取 $, TI(S) = 
gTo(S)g™! = (bi) xa 的 分 量 bi 之 22 都 是 0， 当然 Oi, vt 5 
Bi,v+2 一 0， 我 们 只 须 选 取 S 天 0, 进一步 使 b,, ,+1 33 b,, v+2 一 0 即 
可 .由 于 | 
vy — 1)/2> 2r = dimk(MatixoF), 


MatixsF 中 vy 一 1)/2 个 向 量 (cg cg2)(1 妇 4< 4 入 必 在 玉 上 
线性 相关 , 故 可 选 不 全 为 0 的 su € K( hl) 使 (84,4 
bi, 4) = (0, 0). 这 些 w 决 定 一 个 非 零 的 Si € M. 如 所 欲 证 . 
情况 5 N= Qn, K, A, 工 ), 工 关 0 (因而 不 妨 设 1 € 工 )， 
且 一 1) 之 27r. 

此 时 二 su, Y1 达 kl 过 vv, 目 sw EL,Y1 达 之 v. 我们 


需要 选 3 关 0 使 包 ri 一 2 aocv 一 0 其 中 心 ER 1S4S 

三 我 们 有 二 vw 一 D +1> = [RF KJ. 于 是 正中 由 

二" 一 1) 十 工 个 元 素 组 成 的 集合 (eu, cul1 三 <1 三 小 在 K 

上 线性 相关 ,可 选 妨 EKK(1 三 过 1 过 vy) 各 加 EE 下 不 全 为 0, 使 
,2 Mcu + 和 ea = 0. 


如 果 因 & pr 可 将 所 有 的 A 换 成 Miil (1 三 一 
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1 过 vyv 或 k= 二 1 = 1), 化 成 N11 = 二 1€L， 而 仍 有 65,,+1 二 0. 这 说 明 
我 们 总 可 选取 四 E 工 , 对 1 三 k 过 /三 v 或 8=1=1 取 sy 二 轴 ， 
并 对 2 三 £ 三 v 取 sw = 0, 则 这 些 sj 决定 一 个 非 零 的 SE MM, 恰 如 
所 需 . 这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 1 

定理 8. 1. 1 的 证 明 ( 条 件 (b)~(e) 之 一 成 立 ) 

设 N 满足 条 件 (b) ~ (e) 之 一 , N 二 XX 达 GL(n, F) 上 且 
XX 区 T= 二 GL(n, KK) .FF*, 则 由 引 理 8.4.1 知 存在 go 一 (05)。xv EE 
XNT, 使 得 当 工 关 0 时 b1.v4i1 二 0; 当 LL=0 时 6b,,4; 二 0, Yl 三 i， 
j 三 2. , 

当 工 对 0 时 ,对 每 个 s EL 取 g(s) = goT,ri,1(s)go! € X, 则 
g(s) 的 第 一 行为 (1 ，0,…，0) ,如 果 可 选 * 使 g(s) & GL(n, KK)， 
则 gi = g(s) TT, 由 引 理 5.5.1 和 引 理 5.7. 3 可 得 出 所 需 的 结 
论 . 否则 , g(s) € GL(n, KK) 对 所 有 sE 工 成 立 ,由 引 理 5. 6. 2(1) 
知 存 在 zE€ 入 使 gi 3 z go € 和 NE 的 第 一 行为 (1， 0，…， 0) ， 仍 
可 用 引 理 5. 5. 1 和 5. 7. 3 得 出 所 需 的 结论 ，. 

当 工 王 0 即 N =0Q0o ,天 ,A) 时 ,对 每 个 *E 天 , 取 


8(s) = goT sri, zls)T,r2,1(— sgo! EX, 


则 gCs) 的 前 两 行为 k Rs 2 如 果 可 选 se 天 ,使 
g(s) &GLO ,天 )， 则 g = g(s) € X\T, 可 用 引 理 5. 5. 1 和 
5. 7. 3 得 出 所 需 的 结论 . 否则 , g(s) € GL(n, 天 ) 对 所 有 的 GE 天 
成 立 . 当 开 = F, 时 ,FF 二 Fy 是 有 限 域 ,N 的 扩 群 已 在 文献 [3] 中 
定 出 ,这 里 不 再 讨论 . 故 可 设 |K| > 2, 于 是 由 引 理 5. 6. 2(2) 知 存 
在 引 理 5. 5.1 所 要 求 的 g; E XNT, 仍 可 用 引 理 5. 5,1 和 5. 7. 3 得 
出 所 需 的 结论 . 1 
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排列 顺序 : 先 按 英 文字 母 顺 序 排列 符号 和 术语 ,再 按 希 腊 字 和 母 
顺序 排列 符号 和 术语 ,最 后 按 汉语 拼音 字母 顺序 排列 汉字 的 术语 . 
符号 或 术语 章节 

A', AT 

AWB 

A* 

Acm, A™, Amxn), AmY” 
Anut 5S 

[a, 6&] 


6 


oO 


a 
ColS) 

Clifford 代数 ，Clifford 群 
diag 

Eij 

E(B) 

EndzV 

Extra-special 

ei 

F-E- 双 空间 

到 - 秩 

F- 自 同 构 ,F- 反 自 同 构 
ZFM- 模 


Fi 1.2， 
FR 

Fs, Fy 

ed 

GL(V), GL(V/F), GL(n, F), GL(n, 9) 

GO(V, Q) 


-NN ND ~ NN 一 
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GOCV, f) 

GOCn， F, 有) 

GSp(V, f) 

GSp(n, F, f) 

GUCV, f), GU(n, F, f) 
[G1, Gz] 

Ga, GA, 8, 

Gal K/F 

Hermite 型 

Homr(V, U) 

7: 单位 方 阵 

ToC9OB 

Te 

Im 4 

Inn S 

Ker 4 

二 - 亏 数 

工 -奇异 

五 正则 二 次 型 ,正则 子 空间 
L(X) 

M+ (n, R), M- (n, R), Me(n, R) 
Mi'‘(r, K), Mi, er, K) 
Mp (r, K), My(r, K) 
Moln, R) 

Mi(n, F) 

Mat.R 

Matm xnR 

NelS) 

O: 零 和 矩阵 

OC(V, Q) 

OlV, Q, L) 

O(V, f), On, F, f) 

Ot (2m, F), O+ (2m, gq), O- (2m, gq) 
Ot (2m, g), O- (2m, q) 
PGL(n, F), PGL(n, g) 


1. 


1， 


bs 


TI 
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PO(n, F, f)， 

PSL(n, F), PSL(n, g) 
PSU(n, F, ff) 

PSp(n, F, f) 

PTU(n, F, f) 

PU(n, F, f) 

Py 

Pa-1(F) 

PrL(n, F) 

Rad 

SL(V), SL(n, F), GL(n, g) 
sl(n, R) 

SO(n, F, 有 ) 

Spln, F, f), Sp(2m, F), Sp(2m, g) 
《9) 

Sy 

Sesq(V) 

T(S) 

TUCY, f), TU(n, F, f) 
To(S) 5.6, 6.4, 7.2, 7.4, 7.5, 
Tu 

T, 

Ti(B) 

Tij(s) 

Tu,p Tu,w 

TrF 


一 


一 


tu,a,w 

tu, w 

UCV, f), Uln, F, f), Ul(n, gq:), Ul(n, g) 
Uxlu) 

Vln, F) 

(V, Q, L) 

(V, 有 ) 

Tv 


人 


可 


Vt(2m, F), V+ (2m, g), V- (2m, g) 
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Vx(9) 

Vx (u) 

[v], [VJ 
Witt 扩张 定理 
Witt 指数 
QZ(S) 

TL(n, F) 

De, w 

六 对 称 方 阵 
对 称 双 线 性 型 
CHermite 型 
Pu,s 


Xm 


2 


Tu,f 
Qt (2m, F), OQ+ (2m, qg), Q- (2m, q) 
01, Qo, Mo 

07 (五 ) 

NA(V, Q), Nn, F, Q) 
半 双 线性 型 

半 线 性 变换 
标准 西 基 

长 根 元素 , 长 根子 群 
单项 矩阵 

单项 子 群 

定 号 空间 

度量 等 价 

度量 同 构 

度量 相似 

短 根 元 素 

短 根子 群 

对 称 元 . 

对 合 性 反 自 同 构 , 对 合 
对 偶 体 

反 Hermite 型 


3.2， 


Rs 
je 


SN ww 


Ce 
a ee By A a 


一 


DD 
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反对 称 元 

非 迷 向 向 量 , 非 迷 向 线 
非 奇 异 向 基 , 非 奇异 线 
根 元 素 

根子 群 
关于 超 平面 的 对 称 
广义 四 元 数 体 

广义 辛 群 

广义 酉 变换 ,广义 西 群 
广义 正 交 群 
迹 式 p-Hermite 方 阵 
迹 式 p-Hermite 型 
极 大 全 迷 向 子 空间 
释 约 连通 链 

交错 型 

亏 数 

连通 链 

迷 向 向 量 , 迷 向 线 
拟 对 称 

平 延 ; 
奇异 向 量 , 奇 异 线 
齐 次 分 量 , 齐 次 模 
全 迷 向 子 空间 

全 奇异 子 空间 

射影 特殊 线性 群 
射影 特殊 西 群 
射影 辛 群 
射影 一 般 线 性 群 
射影 西平 延 群 
射影 酉 群 
射影 正 交 群 

双 曲 对 

双 曲 旋转 

四 元 数 体 

特殊 线性 群 

特殊 西 群 


局 ee 


> 
心 
Co 


A 
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特殊 正 交 群 
投影 映射 
退缩 的 根子 群 
伪 二 次 型 
擅 正 交 群 

斜 Hermite 型 
辛 平 延 

辛 群 

旋 量 表示 
旋转 群 
一 般 线 性 群 
酉 变换 , 西 群 
本 二 平 延 
西平 延 

酉 平 延 群 
正规 子 体 

正 交 二 平 延 
正 交 平 延 

正 交 群 
正则 二 次 型 
直射 变换 ,直射 变换 群 
置换 阵 

中 心 纯 量 阵 , 中 心 纯 量变 换 
自然 基 

么 模 群 
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